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ÖZET 

 

Bu yüksek lisans tez çalıĢması toplam dört ana bölümden oluĢmaktadır. 

Bu tez çalıĢmasının giriĢ kısmında; diferansiyel geometrinin önemli bir araĢtırma alanı olan 

yüzeyler konusu hakkında yapılan temel çalıĢmalar kısaca açıklanmıĢtır.  

Daha sonra ele alınan ikinci bölümde ise Öklid uzayı ve Ġzotropik uzayın temel kavramları ve  

tez çalıĢmasına ıĢık tutacak diğer kavramlar verildi. 

ÇalıĢmanın üçüncü bölümünde ise Öklid uzayında doğrusal yüzey kavramı detaylıca 

incelenerek, doğrusal yüzeylerin önemli tanım ve teoremleri verildi. Öklid uzayında bu 

yüzeyler ile ilgili çalıĢmalarda elde edilen bir takım karakterizasyonlar verildi.  

ÇalıĢmanın son bölümünde de izotropik uzayda doğrusal yüzey konusu ele alındı. Bu uzayda 

mevcut doğrusal yüzeylerin Gauss ve ortalama eğrilikleri hesaplanarak, bu eğrilikler 

cinsinden ele alınan yüzeyler için yapılan bazı sınıflandırmalar verildi.   

Anahtar Kelimeler: Ġzotropik Uzay, Doğrusal Yüzey, Gauss Eğriliği, Ortalama 

Eğrilik 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



v 
 

 

SUMMARY 

Ruled Surfaces in Isotropic Space 

 

This master thesis work consists of four main sections. 

In the introduction part of this thesis study, surfaces which is an important research area of 

differential geometry are briefly explained. 

In the second part, the basic definitions of Euclidean space and isotropic space and other 

definition which will shed light on the study of thesis are given. 

In the third part of the work, the definition of ruled surface in Euclidean space is examined in 

detail and important definitions and theorems of ruled surfaces are given. In Euclidean space, 

some characterizations of these surfaces are given. 

In the last part of the work, ruled surface definition in isotropic space was discussed. Gauss 

and mean curvatures of this ruled surfaces are calculated in isotropic space, and some 

classifications are given 

Key Words: Ġsotropic space, ruled surfaces, Gauss curvature, mean curvature 
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1.BÖLÜM 

1. GĠRĠġ 

Son zamanlarda diferansiyel geometride önemli çalıĢma alanı bulunan konulardan biri 

yüzey konusu olmuĢtur. Bu konu ile ilgili özellikle O’Neil, Chen ve Carmo gibi 

araĢtırmacıların çalıĢmaları yeni araĢtırma yapacaklara temel kaynak oluĢturmaktadır [1,2,3].  

Klasik geometride yüzeylerin geniĢ bir sınıfını oluĢturan doğrusal yüzeyler konusu son 

zamanlarda birçok araĢtırmacı için inceleme alanı oluĢturmaktadır. Bu yüzeyler birçok farklı 

uzayda çok fazla araĢtırmacı tarafından incelenmiĢlerdir [4,5,6]. Doğrusal yüzeyler temel 

olarak bir eğri çifti tarafından üretilir. Bu eğri çifti baz eğrisi ve dayanak eğrisi olarak 

isimlendirilir. 3-boyutlu Öklid uzayında bir regle yüzey lokal olarak 

                   

formuna sahiptir. Burada   ve  ,       koordinat çifti için baz ve dayanak eğrileridir.   

Kısaca bir uzayda ele alınan bir eğri üzerinde doğrunun hareketiyle oluĢan doğrusal 

yüzeyler, yüzey konusu içerisinde önemli bir rol oynar. Yukarıda belirtildiği gibi doğrusal 

yüzeylerde hem Öklid uzayında hem de farklı uzaylarda birçok bakımdan incelenmiĢtir. 

Bu yüksek lisans tez çalıĢmasında da Sabuncuoğlu ve Hacısalihoğlu’nun bakıĢ açısı ile 

Öklid uzayında doğrusal yüzey kavramı ele alınmıĢtır [7, 8, 9]. 

Doğrusal yüzeyler konusu da birçok farklı uzayda farklı yönleri ile incelenmiĢtir ve birçok 

önemli sınıflandırma yapılmıĢtır [10-13]. 

Bu çalıĢmada ise ilk olarak Öklid uzayında doğrusal yüzey kavramı detaylıca incelenerek,  

doğrusal yüzeylerin önemli tanım ve teoremleri verildi. Ardından bu yüzeyin ortalama ve 

Gauss eğriliklerinin hesaplama yöntemi üzerinde durulmuĢtur. Daha sonra yüzeyin açılabilir 

olması ile eğrilikleri arasındaki iliĢkiden bahsedilmiĢtir. Bu durumların sağlanması ve 

eğriliklerin alabileceği değerlerle ilgili teorem ve sonuçlara yer verildi.  

Son zamanlarda Öklidsel olmayan uzaylar birçok araĢtırmacı için çalıĢma alanı 

oluĢturmaktadır. Bu uzaylardan biri olan izotropik uzay kavramı ile ilgili birçok çalıĢma da 

yapılmıĢtır. Bu çalıĢmalarla ilgili detaylı bilgiler için [14 -24] kaynaklarına bakılabilir. 

ÇalıĢmanın son bölümünde ise verilen bir doğrusal yüzeyin Gauss ve ortalama eğrilikleri 

hesaplanmıĢ ve bu eğrilikler cinsinden verilen doğrusal yüzey için sınıflandırma yapan 

teoremler detaylıca incelenmiĢtir [25].   
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2. BÖLÜM 

2.1. Öklid Uzayında Temel Kavramlar 

 

Tanım 2.1.1. Bir K cismi üzerinde bir vektör uzayı V ve A da boĢtan farklı bir cümle 

olsun. AĢağıdaki önermeleri sağlayan bir         fonksiyonu varsa A ya V vektör 

uzayı ile birleĢtirilmiĢ afin uzay adı verilir [7]. 

   )  P,Q,R   A için                       

   )      ve      için          olacak Ģekilde bir tek     noktası vardır 

 Tanım 2.1.2. A bir reel afin uzay ve V de bu uzay ile birleĢen vektör uzayı olsun. V de 

bir iç çarpım  

           

                ∑     
 
    {

            
            

 

Ģeklinde Öklid iç çarpımı olarak tanımlanırsa bu iç çarpım yardımı ile A da uzaklık, açı gibi 

metrik ifadeler tanımlanabilir. Böylece A afin uzayı da yeni bir ad olarak Öklid uzay adını alır 

[7]. 

 Tanım 2.1.3.                  

                    
 

  √ ∑          

   
 

Ģeklinde tanımlanan   fonksiyonuna ve        reel sayısına sırasıyla    n-boyutlu standart 

Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu ile Öklid metriği adı verilir [7]. 

 Tanım 2.1.4.    n-boyutlu standart Öklid uzayını göz önüne alalım.           için 

   ̂ Ģeklindeki açının ölçüsü;      
   

 
    
 

 

   
 

    
 

 
 Ģeklinde verilen eĢitliği yardımı ile hesaplanan 

  reel sayısıdır [7]. 

Tanım 2.1.5.    Öklid uzayında bir açık alt cümle U olmak üzere f : U  IR Ģeklinde 

verilen fonksiyonun k-yıncı  mertebeden bütün kısmi türevleri var ve sürekli iseler f : U  IR 

fonksiyonuna    sınıfından diferansiyellenebilirdir denir [7]. 
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Tanım 2.1.6. X bir cümle olsun. X nin alt cümlelerinin bir koleksiyonu   olmak üzere 

eğer   aĢağıda verilen önermeleri sağlıyorsa X üzerinde bir topoloji ve (X,  ) ikilisine de bir 

topolojik uzay adı verilir [7]. 

     T1 :         

     T2 :  Her         ise         

     T3 :    da alınan herhangi sayıda elamanların birleĢimi yine de   ya aittir. 

 

Tanım 2.1.7. X ve Y birer topolojik uzay olsun. f : X   Y Ģeklinde f fonksiyonu 

tanımlayalım. Bu fonksiyon sürekli ise f-1 var ve f-1 de sürekli ise f fonksiyonuna X den Y ye 

bir homeomorfizm ya da topolojik dönüĢüm denir [7]. 

Tanım 2.1.8.  X bir topolojik uzay olsun. X nin P ve Q gibi farklı noktaları için, X de 

sırasıyla P ve Q noktalarını içine alan AP ve AQ açık alt cümleleri AP AQ =   olacak Ģekilde 

bulunabiliyorsa X topolojik uzayına hausdorff uzay denir [7]. 

Tanım 2.1.9.  M bir topolojik uzay olsun. Bu topolojik uzay için aĢağıdaki önermeler 

doğru ise M ye n-boyutlu topolojik manifold denir [7]. 

     M1)  M bir hausdorff uzaydır. 

     M2)  M nin her bir açık alt cümlesi    e veya    nin bir açık alt cümlesine homeomorftur. 

     M3)  M sayılabilir çoklukta açık cümleler ile örtülebilir. 

 Tanım 2.1.10. M bir    manifold olsun. M üzerinde vektör alanlarının uzayı      

olmak üzere, 

                  

                            

fonksiyonu için, 

     1)                                            

     2)                                                  

özellikleri sağlanıyorsa D ye M manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon ve    e de X e göre 

kovaryant türev operatörü denir [7]. 
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Tanım 2.1.11. M bir Riemann manifoldu ve D, M üzerinde bir afin konneksiyon 

olsun. Eğer, 

      1) D,    sınıfındandır. 

      2) M nin bir A bölgesi üzerinde    olan her          için  

               

dir.  

       3) M nin bir   bölgesi üzerinde   olan her            ve her     için 

                               

dir. 

özellikleri sağlanıyorsa D konneksiyonuna M üzerinde bir Riemann konneksiyonu ve    e de 

X e göre Riemann anlamında kovaryant türev operatörü denir [7]. 

Tanım 2.1.12. M,     de bir hiperyüzey ve M nin Ģekil operatörü de S olsun.    deki 

Riemann konneksiyonu D olmak üzere           için 

  
 

                  

Ģeklinde tanımlı  
 

 operatörüne M üzerinde Gauss anlamında kovaryant türev ve yukarıda 

ifade edilen denkleme de Gauss denklemi adı verilir [7].  

Tanım 2.1.13.    
 uzayında bir alt cümle M olsun. M nin her bir p noktası için, p nin 

   de bir A komĢuluğu ve    nin U açık alt kümesinden,    uzayına bir   fonksiyonu 

aĢağıdaki iki önermeyi sağlayacak Ģekilde elde edilebiliyorsa, M ye    uzayında bir yüzey 

denir [7]. 

1)   : U     fonksiyonu diferansiyellenebilir, regüler bir fonksiyondur. 

2)  (U)   M   A dır ve   : U    (U) fonksiyonu bir  homeomorfizmdir. 

Tanım 2.1.14.         olsun.        vektörlerinin   vektörel çarpım iĢlemi  

X                  

          (     )                      

Ģeklinde tanımlı bir iç iĢlemdir [7]. 
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Tanım 2.1.15. Bir reel vektör uzayı V olsun. V reel vektör uzayı üzerinde bir iç 

çarpım iĢlemi diye aĢağıdaki aksiyomları verilen           dönüĢümüne (reel değerli 

fonksiyona) denir ve bu iĢlemin değeri       V olmak üzere        Ģeklinde gösterilir 

[26]. 

1) Simetri aksiyomu: 

                             

2) Bilineerlik aksiyomu: 

                                      

                                           

3) Pozitif tanımlılık: 

              ,          , 

                   
 

    

Tanım 2.1.16. Bir reel vektör uzayı V olsun. Bu V reel vektör uzayı üzerinde belli bir 

iç çarpım iĢlemi tanımlanırsa bu vektör uzayına bir iç çarpım uzayı adı verilir  [26]. 

Tanım 2.1.17. V bir iç çarpım uzayı olsun.     vektörünü göz önüne alalım.    

       √        

ifadesine      vektörünün normu (veya uzunluğu) denir [26]. 

Tanım 2.1.18.       bir açık alt aralığı olsun. 

           
                      

   

                                            

fonksiyonuna     de bir eğri denir. Burada        ye      eğrisinin parametre aralığı ve 

    değiĢkenine de eğrinin parametresi (değiĢkeni) denir [9]. 

Tanım 2.1.19. M eğrisi       koordinat komĢuluğu ile verilsin.          için eğer 

           ise M eğrisi       koordinat komĢuluğuna göre birim hızlı eğridir denir [9]. 

Tanım 2.1.20.  M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. M üzerindeki bir vektör 

alanı diye 

               

olarak tanımlanan bire-bir örten   fonksiyonuna denir. Burada      ye de M üzerindeki 

vektör alanlarının uzayı denir [7]. 
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 Tanım 2.1.21.        eğrisi üstündeki X vektör alanın bileĢenlerinin her biri 

düzgün fonksiyonlar ise X vektör alanı düzgün vektör alanıdır denir [9]. 

Tanım 2.1.22.               olsun.        için                       

eĢitliğiyle tanımlı     vektör alanına w nın v yönündeki kovaryant türevi denir [7]. 

Tanım 2.1.23.    uzayında birim hızlı        eğrisi için  

            

eĢitliğiyle belirli      vektörüne   eğrisinin      noktasındaki birim teğet vektör alanı denir 

[9]. 

Tanım 2.1.24.    uzayında birim hızlı        eğrisi için  

     
      

||      ||
  

eĢitliğiyle belirli      vektörüne   eğrisinin      noktasındaki asli normal vektör alanı 

(birim dik vektör alanı) denir [9].  

Tanım 2.1.25.    uzayında birim hızlı        eğrisi için 

                  

vektörüne de   eğrisinin      noktasındaki binormal vektör alanı adı verilir. Ayrıca 

                  üçlüsüne de   eğrisinin      noktasındaki Frenet üç yüzlüsü denir [9].           

Tanım 2.1.26. N, M yüzeyinin birim normal vektör alanı olmak üzere, M nin her p 

noktasında, 

                                         
  

biçiminde tanımlı S fonksiyonuna, M yüzeyinin, N birim normal vektör alanına bağlı Ģekil 

operatörü denir [9]. 

Tanım 2.1.27.    uzayında bir M yüzeyinin her bir p noktasına 

                          (     )             

foksiyonuna karĢılık getiren   fonksiyonuna, M üstünde birinci temel form denir. 

                           (     )               

biçiminde tanımlı     fonksiyonuna, M üstünde ikinci temel form denir [9].  
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Tanım 2.1.28. Kabul edelim ki M yüzeyi                                ile 

verilmiĢ olsun. Burada diferansiyellenebilir a, b, c fonksiyonlarına    nin koordinat 

fonksiyonları adı verilir. Bu durumda birinci ve ikinci temel formun katsayıları 

                               

                               

ile verilir. Burada  

  
     

         
 

yüzeyin birim normal vektör alanıdır. 

Yüzeyin ortalama ve Gauss eğrilikleri sırasıyla  

  
         

        
                                                         

  
     

                                                                    

ile verilir [9]. 

Tanım 2.1.29.     uzayında         eğrisi verilsin. Eğer her       için         

ise   eğrisine bu uzayda regüler eğri denir [9]. 

Tanım 2.1.30.    uzayında bir yüzey M olsun. Eğer M yüzeyinin bir p noktasında               

   (  )                

 eĢitliğini sağlayan sıfırdan farklı bir    vektörü varsa bu   vektörüne bir asimtotik vektör 

denir [9].  

Tanım 2.1.31. M,    uzayında bir yüzey ve        regüler bir eğri olsun. Her 

      için       hız vektörü,        noktasında M yüzeyinin bir asimtotik vektörü ise   eğrisine 

M yüzeyi içinde bir asimtotik eğri denir [9].           

Sonuç 2.1.1. M yüzeyi içinde regüler bir eğri   ve Z de M yüzeyinin birim dik vektör 

alanı olsun.   eğrisinin bir asimtotik eğri olması için             olması gerek ve 

yeterdir. [9]. 

Tanım 2.1.32.    uzayında bir yüzey M ve   eğriside        Ģeklinde bir eğri  

olmak üzere bu M yüzeyinin birim dik vektör alanı Z olsun.    vektör alanı,     vektör 

alanının lineer birleĢimi ise        eğrisine, M yüzeyi içerisinde bir jeodezik eğri adı 

verilir [9]. 
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Tanım 2.1.33. Bir   eğrisinin      noktasındaki Frenet üç yüzlüsü                  

olsun. 

                vektör uzayı ile birleĢen      noktasındaki afin alt uzayına oskülatör 

düzlem denir. 

               vektör uzayı ile birleĢen      noktasındaki afin alt uzayına normal 

düzlem denir. 

               vektör uzayı ile birleĢen      noktasındaki afin alt uzayına rektifiyan 

düzlem denir [7]. 
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2.2. Ġzotropik Uzayda Temel Kavramlar 

 

 Tanım 2.2.1.       3-boyutlu bir reel projektif uzay olsun.    3-boyutlu izotropik 

uzay       den elde edilen ve öklidsel olmayan bir uzaydır. Bu uzayın ideal Ģekli           

sıralı üçlülerinden oluĢur. Burada w,       de bir düzlem,       de w de iki kompleks eĢlenik 

doğrudur. 

w ideal düzlemi      denklemi ile verilir.    ve    ideal doğruları da  

             

denklemi ile belirlidir. Bu iki ideal doğrunun arakesitine ideal nokta adı verilir ve bu nokta 

           ile gösterilir [23]. 

 Tanım 2.2.2. Ġzotropik uzayın hareket denklemleri 

                     

                     

             

Ģeklinde verilir. Bu hareket bir öteleme, dönme ve affine shear dönüĢümden meydana gelir 

[23]. 

 Tanım 2.2.3.              ve                 3-boyutlu izotropik uzayda iki 

nokta olsun. Bu iki noktanın skaler çarpımı  

         {
                                                   
                                        

 

Ģeklinde tanımlanır [23]. 

 Tanım 2.2.4.              ve                 3-boyutlu izotropik uzayda iki 

nokta olsun. Bu iki nokta arasındaki uzaklık bunların xy- düzlemine izdüĢümlerinin uzaklığı 

olarak tanımlanır. Yani 

        √∑          

   
     (2.2.1)   

Ģeklindedir [23]. 

 Tanım 2.2.5. x ve y,    izotropik uzayda iki nokta olsun. Eğer    izotropik uzayında x 

ve y nin    üzerine z-doğrultusundaki izdüĢümleri aynı ise bu iki nokta paralel nokta olarak 

adlandırılır [23]. 
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Tanım 2.2.6.    izotropik uzayında iki farklı doğru tipi vardır. Bunlardan z-

doğrultusuna paralel olanlara izotropik doğru adı verilir. (2.2.1) ile verilen metrik z- 

doğrultusundaki doğrular boyunca dejeneredir. Diğer tür doğrular non- izotropik doğru olarak 

adlandırılır [23]. 

 Tanım 2.2.7.    izotropik uzayda izotropik doğruları içeren düzleme izotropik düzlem 

adı verilir. Diğer düzlemler de non- izotropik düzlem olarak adlandırılır [23]. 

 Tanım 2.2.8.                          izotropik uzayda bir eğri olsun. Eğer 

    için                      

ise bu eğriye birim hızlı eğri adı verilir. Yani birim hızlı      eğrisi için            dir 

[23]. 

 Tanım 2.2.9.     ,    izotropik uzayda bir eğri olsun. Eğer   eğrisi, izotropik teğetlere 

sahip değilse yani  
 
                için  

 
  

 

  
    

ise admissible eğri olarak adlandırılır [23]. 

 Tanım 2.2.10.    izotropik uzayında       ile parametrelendirilen bir eğri  

          

                           

olsun. Burada x, y, z diferansiyellenebilir fonksiyonlardır. Bu durumda      eğrisinin      

eğriliği ve      torsiyonu sırasıyla 

                                                

      
 

    
                          

Ģeklinde tanımlanır [23]. 

 Tanım 2.2.11.    izotropik uzayında,     ile parametrelendirilen birim hızlı  

          

                           

eğrisi için  

                                

eĢitliğiyle verilen      vektörüne   eğrisinin      noktasındaki birim teğet vektör alanı denir 

[23]. 
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 Tanım 2.2.12.    izotropik uzayında,     ile parametrelendirilen birim hızlı 

          

                           

eğrisi için  

      
 

    
                       

eĢitliğiyle belirli      vektörüne    eğrisinin       noktasındaki asli normal vektör alanı ya da 

birim dik vektör alanı denir [23]. 

 Tanım 2.2.13.    izotropik uzayında,     ile parametrelendirilen birim hızlı 

          

                           

eğrisi için 

           

eĢitliğiyle belirli      vektörüne   eğrisinin      noktasındaki binormal vektör alanı denir 

[23]. 

Tanım 2.2.14.    izotropik uzayında,     ile parametrelendirilen birim hızlı eğrisi 

          

                           

Ģeklinde verilsin. 

 Bu eğrinin Frenet vektörleri  

            

      
 

    
                       

           

Ģeklindedir. Bu durumda Frenet formülleri de 

        

             

      

ile verilir [23]. 
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 Tanım 2.2.15.   ,    izotropik uzayında  

           

                                         

Ģeklinde verilen bir daldırılmıĢ uzay olsun. Burada diferansiyellenebilir   ,    ,    

fonksiyonlarına   yüzeyinin koordinat fonksiyonları adı verilir. Bu durumda verilen yüzey 

için birinci ve ikinci temel form katsayıları  

 

                                 

                                                 

ile verilir. Burada   yüzeyinin   birim normal vektör alanı  

 

  
     

         
 

Ģeklinde hesaplanır.   yüzeyinin ortalama ve Gauss eğrilikleri sırasıyla  

  
         

        
, 

   
     

      

formülleri ile hesaplanır [23]. 
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3. BÖLÜM 

3.1. Öklid Uzayında Doğrusal Yüzeyler 

 

Tanım 3.1.1.        eğrisi üzerinde birim uzunlukta bir e vektör alanını göz 

önüne alalım. Burada e, I aralığının her bir t elemanına karĢılık,      noktasında e(t) 

vektörünü karĢılık getiren bir dönüĢümdür. 

         ,                         

dönüĢümü regüler bir dönüĢüm olmak üzere,        yüzeyine    uzayında bir doğrusal 

yüzey veya regle yüzey denir.   eğrisine doğrusal yüzeyin bir dayanak eğrisi adı verilir. e(t) 

vektörüne doğrusal yüzeyin      noktasındaki doğrultmanı denir.      noktasından geçen ve 

e(t) vektörüne paralel olan doğruya      noktasından geçen ana doğru denir [9]. (ġekil 3.1) 

          

            uzayındaki dik koordinat sistemini (     ) ile    uzayındaki dik koordinat sistemini 

(        ) ile gösterelim. Bu durumda, 

 

  

 

(ġekil 3.1.1) 

   

           için 

       (     )        (     )                         

olduğundan  

                      

yazılabilir. 



14 
 

Ayrıca 

       

   
           

   

                             

 
    

     
   

             

 
          

                

ve 

       

   
           

   

                             

 
   

     
   

             

 
          

                                                   

olduğundan 

          
       

   
    

 (        )

   
             

          
   

   
                    

       

   
    

                         
            

             
           

elde edilir. Sonuç olarak  

                
             (3.1.1) 

                     (3.1.2) 

bulunur. 

       Burada,     nin her q noktasında                 olduğunu kabul edelim. Aksi 

durumda I ve   yerine daha küçük aralıklar alınabilir. 

               doğrusal yüzeyinin          noktasından geçen    parametre eğrisi,  

                

eĢitliğiyle belirli   eğrisidir. 
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Yani 

                       

yazılabilir. M doğrusal yüzeyinin          noktasından geçen    parametre eğrisi, 

                

eĢitliğiyle belirli   eğrisidir. Bu durumda 

                       

olduğu kolayca görülür. Bu ise,          noktasından geçen ana doğrudur. 

Teorem 3.1.1.        doğrusal yüzeyinin          noktasından geçen    

parametre eğrisi bu yüzey içinde hem asimtotik, hem de jeodezik eğridir [9]. 

Ġspat: Doğrusal yüzeyin          noktasından geçen    parametre eğrisini yukarıda 

  ile göstermiĢtik. Dolayısıyla                     ve           olur. Yüzeyin birim dik 

vektör alanı Z olsun. O halde  

            

olduğundan sonuç 2.1.1. göz önüne alınırsa    eğrisi asimtotik eğri olur. 

Ayrıca       olduğundan     vektör alanı,      nın lineer birleĢimidir. Dolayısıyla   

eğrisi bir jeodezik eğridir. 

Tanım 3.1.2.         doğrusal yüzeyinin her bir          noktasında,     

X(        )              eĢitliğiyle tanımlanan X vektör alanına, e vektör alanının          

        yüzeyine geniĢletilmiĢi denir [9]. 

  Ayrıca           noktasından geçen    parametre eğrisi   ise 

X(        )            

olur.   eğrisi,   X(        )  teğet vektörüne yapıĢık bir eğridir.   

Teorem 3.1.2.  e vektör alanının         yüzeyine geniĢletilmiĢi X ise  

                  (3.1.3) 

yazılabilir [9].  

Ġspat: Doğrusal yüzeyin bir   noktasını göz önüne alalım. Ayrıca            

olsun.  
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Yukarıda   ile gösterilen    parametre eğrisi için  

                       

                       

ve   

      (     ) 
      

olduğundan  

                                    

yazılabilir. Buna göre  

                (    )                           

bulunur.   eğrisi asimtotik eğri olduğundan  

               

elde edilir. Dolayısıyla 

              

bulunur. 

 

Teorem 3.1.3. e vektör alanının         yüzeyine geniĢletilmiĢi X olsun. Y vektör 

alanı,         kümesi ortonormal bir çatı alanı olacak biçimde bir vektör alanı olmak üzere  

                        (3.1.4) 

dır [9]. 

 

Ġspat: 

  
|
                
                

|

|
          
          

|
 

 

eĢitliğini kullanarak   
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K                                        

yazılabilir. Buradan 

                    

ifadesi göz önüne alınırsa ayrıca (3.1.3) eĢitliğine göre            olduğundan     

                  

bulunur. 

Tanım 3.1.3. Bir M doğrusal yüzeyinin dik vektör alanı, yüzeyin ana doğruları 

boyunca paralel kalıyorsa bu doğrusal yüzeye, açılabilir yüzey denir [9]. 

      ve    den geçen ana doğru   olsun. M doğrusal yüzeyi açılabilir yüzey ise her 

    için           dır. Özel olarak           alınabilir.            olduğundan     

         yazılabilir. Buradan            elde edilir. Her     için bu ifade doğru 

olduğundan       elde edilir. 

 KarĢıt olarak       olduğunu kabul edelim. Dolayısıyla               

yazılabilir. 

Burada 

                                

olduğundan Z vektör alanı,   eğrisi boyunca sabit demektir. O halde M doğrusal yüzeyi 

açılabilir bir yüzeydir.  

Sonuç olarak M doğrusal yüzeyinin açılabilir yüzey olması için gerek ve yeter koĢul, 

      olmasıdır. 

Teorem 3.1.4. M doğrusal yüzeyinin açılabilir olması için     olması gerek ve 

yeterdir [9]. 

Ġspat: M doğrusal yüzeyi açılabilir bir yüzey olsun. M nin birim dik vektör alanı Z 

olmak üzere       yazılabilir. Buradan 
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elde edilir.  

 KarĢıt olarak M doğrusal yüzeyinin Gauss eğriliğinin sıfır olduğunu kabul edelim. 

(3.1.4) eĢitliği göz önüne alınırsa 

            

elde edilir. Teorem 3.1.2. de 

           

olduğunu elde etmiĢtik.       kümesi her bir noktada teğet uzayın ortonormal bir tabanı 

olduğundan dolayı yukarıdaki son iki eĢitlikten        elde edilir. O halde                

             

bulunur. Bu ise M doğrusal yüzeyinin açılabilir olması demektir. 

      

      M doğrusal yüzeyinin   dayanak eğrisini, her bir      noktasında bu noktadan geçen ana 

doğruya dik olacak biçimde birim hızlı bir eğri olarak alalım. Bu durumda   eğrisinin hız 

vektör alanı T olmak üzere                     kümesi,   nın her bir noktasında        
   

uzayının ortonormal bir tabanı olur. Aksi belirtilmedikçe   eğrisini yukarıdaki Ģekilde kabul 

edeceğiz. 

Teorem 3.1.5. M doğrusal yüzeyinin dayanak eğrisi, her bir noktasında, bu noktadan 

geçen ana doğruya dik olacak biçimde birim hızlı bir eğri olsun. Bu durumda  

         

                     (3.1.5) 

           

olmak üzere  

             

                     (3.1.6) 

                         

yazılabilir [9].  
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Ġspat:    eğrisi üstündeki T, e,     vektör alanlarının bu eğri boyunca türevleri olan 

  ,   ,        vektör alanlarını           çatı alanına bağlı olarak hesaplayacağız. 

           dönüĢümü sabit fonksiyon olduğundan            olur. 

Buradan          yazılabilir. Ayrıca  

               

Ģeklindedir. Bu eĢitliğin her iki tarafı e ile sağdan iç çarpıma tabi tutulursa 

              

bulunur.  

Ayrıca                 eĢitliğinin her iki yanı     ile iç çarpıma tabi tutulursa 

                 

elde edilir. O halde  

             

yazılabilir. Burada  

             

olduğundan 

               

olur. Bu eĢitliğin her iki yanı T ile sağdan iç çarpıma tabi tutulursa 

             

bulunur. Ayrıca                 eĢitliğin her iki yanı     ile sağdan iç çarpıma tabi 

tutulursa 

              

bulunur. O halde 

              

yazılabilir. Burada  

                 

olduğundan 
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Ģeklinde yazılabilir. Burada 

                               

                               

olduğundan 

              

elde edilir.  

    ġimdi belirli bir   sayısı için  

                              (3.1.7) 

biçiminde tanımlı    eğrisini göz önüne alalım. Burada      olduğundan 

(  )
 
                                               

  (       )           (    )      

elde edilir.            

Burada 

 (  )
 
     (       )           (    )  

eĢitliğindeki      vektörü,      vektörünün       noktasına paralel kaydırılmıĢı olan 

           
 anlamındadır.         vektörü de         vektörünün       noktasına paralel 

kaydırılmıĢı olan               
 anlamındadır. e(s) vektörü,       noktasından geçen ana 

doğruya paraleldir. Her     için  

 (  )
 
             

olduğundan  

(  )
 
          

 bulunur. 

 O halde     eğrisi her noktada, o noktadan geçen ana doğruya diktir. Bundan dolayı 

bu eğriye M nin bir dik (ortogonal) yörüngesi denir.   
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Sonuç 3.1.1. M doğrusal yüzeyinin açılabilir olması için     olması gerek ve 

yeterdir. 

ġimdi 

          
a   

a          
          (3.1.8) 

eĢitliğiyle tanımlı       eğrisi göz önüne alınırsa, bu eğrinin ana doğruların birbirine en 

yakın olduğu noktalardan geçen dik yörünge olduğu görülür. 

Tanım 3.1.4. (3.1.8) eĢitliğiyle verilen       eğrisine, M doğrusal yüzeyinin 

striksiyon çizgisi denir.      noktasından geçen ana doğru üstündeki      noktasına, doğrusal 

yüzeyin bu ana doğruya ait merkez noktası adı verilir [9]. 

Teorem 3.1.6.       vektörü, M doğrusal yüzeyinin      noktasındaki dik vektörüne 

paraleldir [9]. 

Ġspat:      eğrisi,    eğrisindeki   yerine 
a   

a          
 alınarak elde edilen eğri 

olduğundan           

(  )
 
     (       )           (    ) 

eĢitliğinde   yerine 
    

           
 alınarak elde edilen vektör,       vektörüdür. Burada 

       (  )
 
        <  a(s)T(s)   c(s)(Zo )(s) , (1  a(s))T(s)    c(s)Z( (s)) >  

  a     (a          ) 

olduğundan  

               a    
a   

a          
 a              

yazılabilir. 

Dolayısıyla buradan                olduğu kolayca görülür.              kümesi 

     noktasındaki teğet düzlemin tabanı olduğundan               elde edilir. 

  O halde        vektörü, M doğrusal yüzeyinin      noktasındaki teğet düzlemine 

diktir. 

Teorem 3.1.7. M doğrusal yüzeyinin Gauss eğrilik fonksiyonu K olduğuna göre 

          için  
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 (    )  
       

(             
          

       )
                                                 

dır [9]. 

Ġspat: Burada 

                 
               

          
      

                                      

ve 

             

yazılabilir. Gerekli hesaplamalar yapılırsa 

           
                       

         
                                 

 

     
           (         )(                         ) 

      
                                               

 

 (    
                  )      (         

         
     )       

  (   
                        )          

bulunur. Benzer Ģekilde   

                                       

                                         

         

elde edilir. Ayrıca 

                                               

                       
                     

          

               
          

        

olduğundan 
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bulunur. Birinci ve ikinci temel form katsayıları  

                         

            
    

        

              
          

        

 

                          

                         

 

          (    )           

          (    )           
     

               
 

         (    )            

Ģeklinde olduğundan 

 (    )      
         (    )

 

         (    )
     

eĢitliği kullanılırsa 

 (    )    
       

(             
          

       )
  

elde edilir. Bu ise teoremin ispatını tamamlar. 

Sonuç 3.1.2. M doğrusal yüzeyinin açılabilir olması için Gauss eğriliğinin sıfır olması 

gerek ve yeterdir. 

Teorem 3.1.8. Bir doğrultman boyunca Gauss eğriliğinin en küçük olduğu nokta, bu 

doğrultman üstündeki merkez noktasıdır [9]. 

Ġspat:     fonksiyonunun bir doğrultman boyunca türevi hesaplanırsa  
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bulunur.  

   Buradan                 olacak Ģekilde    sayısı aranırsa  

   
     

             
 

bulunur.    nin bu değeri için elde edilen noktanın       den geçen ana doğru üstündeki  

merkez nokta olduğu kolayca görülür. Ayrıca  

 

           
                       

              
     

       

              
          

         
 

olduğundan 

       (
     

             
)    

dır. 

ġimdi 

 (    )    (
           

    
)

 

                                                                                          

eĢitliği göz önüne alınırsa aĢağıdaki sonuç verilebilir. 

Sonuç 3.1.3. Teorem 3.1.8. göz önüne alınırsa      noktasından geçen ana doğru 

boyunca   fonksiyonunun en küçük değeri          dır. 

Tanım 3.1.5. M doğrusal yüzeyini göz önüne alalım. 

     
    

           
                                                                                                             

eĢitliğiyle belirli d(s) sayısına      noktasından geçen ana doğruya iliĢkin dağılma 

parametresi adı verilir.       fonksiyonuna da M doğrusal yüzeyinin dağılma parametresi 

fonksiyonu denir [9].  

Sonuç 3.1.4. M doğrusal yüzeyinin açılabilir olması için dağılma parametresi 

fonksiyonunun sıfır olması gerek ve yeterdir. 
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Ġspat: Sonuç 3.1.1. de M doğrusal yüzeyinin açılabilir olması için     olmasının 

gerek ve yeter koĢul olduğu gösterilmiĢti. Dağılma parametresi fonksiyonunun tanımından 

dolayı bu koĢulun      önermesine denkliği hemen görülür. 

Sonuç 3.1.5. M doğrusal yüzeyinin      noktasından geçen ana doğru üstündeki 

merkez noktası      olduğuna göre        olacak Ģekildeki noktalar için, 

 (    )   
 

     
                                                                                                                  

dır.  

Ġspat: (3.1.10) eĢitliği ile (3.1.11) eĢitliği karĢılaĢtırıldığında (3.1.12) eĢitliği hemen 

elde edilir. 

Sonuç 3.1.6. M doğrusal yüzeyinin bir doğrultmanına iliĢkin dağılma parametresi, bu 

yüzey için seçilen,   fonksiyonuna bağlı değildir. 

Ġspat: (3.1.12) eĢitliği,  

                 

biçiminde yazılabilir. Bir yüzeyin Gauss eğriliği, bu yüzey için seçilen   fonksiyonuna bağlı 

olmadığından      fonksiyonu da   fonksiyonuna bağlı değildir. 
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3.2. Öklid Uzayında Doğrusal Yüzey Örnekleri 

 

   uzayında  

     (
 

 
)       

 

 
     

silindir eğrisini göz önüne alalım. Biz biliyoruz ki    uzayında her silindir bir doğrusal 

yüzeydir. Buda doğrusal yüzey olma Ģartlarını sağlamasıyla mevcut olur. Yani bu M silindir 

yüzeyi için her bir      noktasında bu noktadan geçen ana doğruya dik olacak biçimde birim 

hızlı   dayanak eğrisi seçilirse bu yüzeyi   

         ,                        

biçiminde tanımlı bir   dönüĢümüyle verebiliriz [8]. 

     (
 

 
)       

 

 
     silindir eğrisi birim hızlı bir eğri olup her      noktasında bu noktadan 

geçen doğrultmana diktir. 

  

     
        

   
 

eĢitliğiyle tanımlı e vektör alanı göz önüne alınarak                        eĢitliğiyle 

tanımlı   dönüĢümü için         olduğu hemen görülür. Dolayısıyla  

 

                       (    (
  

 
)      (

  

 
)    ) 

olur.  

 

           (    (
 

 
)     (

 

 
)   )

    
 

 (    )            (   (
 

 
)     (

 

 
)   )

    
 

olmak üzere {           (    )} kümesi,   nın her bir      noktasında ortonormal bir taban 

olur.      vektörünün                   biçiminde yazılabileceği açıktır. 

                                 

eĢitlikleriyle tanımlanan a, b, c, fonksiyonlarını aĢağıdaki gibi bulabiliriz. 
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 Dolayısıyla  

        
 

 
(   (

 

 
)     (

 

 
)   )  

olduğundan  

                       
 

 
(   (

 

 
)     (

 

 
)   )             

olur. 

 Benzer Ģekilde 

                  (    )      

  

                
 

 
(   (

 

 
)     (

 

 
)   )  (   (

 

 
)     (

 

 
)   )    

              
 

 
 

ve 

  

               (    )   

                    (   (
 

 
)     (

 

 
)   )    

            

olduğu görülür. 

Bu yüzeyin      noktasından geçen ana doğru üzerindeki merkez noktası 

           
    

           
     

  eĢitliğiyle belirli      noktasıdır. Burada verilen yüzey için  

  

    

           
   

 

 
 

olduğundan merkez noktası belirsizdir. Yani doğrultman üstündeki her bir nokta merkez 

nokta olarak alınırken silindirin dik kesiti olan her çember de striksiyon çizgisi olarak 

alınabilir. 
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 Ayrıca bir doğrusal yüzeyin açılabilir olması için     olmasının gerekli ve yeterli 

koĢul olduğunu vermiĢtik. Burada verilen doğrusal yüzey için     olduğundan silindir 

yüzeyi açılabilir bir yüzeydir. Yani bu silindir bir düzlem üzerine açılabilir. 

 Gauss eğriliği a, b, c, fonksiyonları cinsinden 

 

 (    )   
       

(             
          

       )
     

Ģeklinde bulunur. Yani verilen yüzeyin Gauss eğriliği sıfırdır. 

  

     
    

           
 

eĢitliğiyle belirli      sayısına      noktasından geçen ana doğruya iliĢkin dağılma 

parametresi adı verilmiĢti. Yukarıda     olduğundan     olduğu görülür. Burada verilen 

yüzey için her bir ana doğruya iliĢkin dağılma parametresi sıfırdır. 

 Bu yüzeyin ortalama eğriliği aĢağıdaki gibi hesaplanabilir. 

                     
                             

          (
  

 
)     (

  

 
)         

 

                         

olduğundan  

                          

   (    (
  

 
)     (

  

 
)   )  (    (

  

 
)     (

  

 
)   )   

   

 

                       

   (    (
  

 
)     (

  

 
)   )           
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olur.  

Buradan 

            (   (
  

 
)     (

  

 
)   ) 

ve 

                   

olduğundan 

 (    )     
           

               
         

              

        
(   (

  

 )     (
  

 )   )

 
  

        (   (
  

 
)     (

  

 
)   ) 

elde edilir.  

 Ayrıca  

        
 

 
(   (

  

 
)     (

  

 
)   ) 

         

         

olduğundan  

         (    )           

   (   (
  

 
)     (

  

 
)   )   

 

 
(   (

  

 
)     (

  

 
)   )    
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          (    )          

   (    )     

    

 

         (    )          

    (    )     

    

bulunur.  

 Buna göre  

 (    )    
         

        
                         

eĢitliği göz önüne alınırsa, 

    
              

 
  

         
  

         
 

  
                             

elde edilir. 

Silindir yüzeyinin Gauss eğriliği ise 

 (    )      
     

     
     

eĢitliği kullanılırsa, 

       
( 

 
 )     

     
  

                               

olarak bulunur. 
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ġimdi ise        ,                             fonksiyonu ile verilen 

helikoid yüzeyini göz önüne alalım. Bu yüzeyi, her bir      noktasında, bu noktadan geçen 

ana doğruya dik olacak biçimde birim hızlı bir   dayanak eğrisi seçerek  

                        

Ģeklinde tanımlı bir   dönüĢümüyle verebiliriz [8]. 

Yani verilen yüzeyi, 

                                         

 

Ģeklinde yazabiliriz. Burada               eğrisini göz önüne alalım.       olduğunda 

      noktasına karĢılık gelen ana doğruyu belirten vektör                     vektörüdür. 

BaĢka bir ifadeyle      
 

 
      

 

 
     vektörüdür. O halde           

 

 
      

 

 
     olarak 

alınabilir.               olduğundan                bulunur. Buna göre   eğrisi 

örnekte istenilen koĢulları sağlayan bir eğri olur.  

Sonuç olarak   

                          
  

 
      

  

 
     

yazılabilir.  

Burada 

                    

           
 

 
      

 

 
     

  (    )                 (
 

 
)      

 

 
     

olmak üzere {           (    )} kümesi,   nın her bir      noktasında ortonormal bir taban 

olur. 

Bu helikoid eğrisinin                                eĢitlikleriyle 

tanımlanan a, b, c, fonksiyonlarını aĢağıdaki gibi bulabiliriz. 

 Burada               olduğundan  

                       

yazılabilir.  
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Benzer Ģekilde  

               (    )       

ve 

                 (    )     
 

 
 

elde edilir. 

Bu yüzeyin      noktasından geçen ana doğru üzerindeki merkez noktası 

           
    

           
     

  eĢitliğiyle belirli      noktasıdır. Burada verilen yüzey için  

 

    

           
   

olduğundan merkez nokta      noktasıdır.             olduğu açıktır. O halde her bir ana 

doğru üstündeki merkez nokta, bu ana doğru ile     ekseninin orta noktasıdır. Striksiyon 

çizgisi ise     eksenidir. 

Bir doğrusal yüzeyin açılabilir olması için     olmasının gerekli ve yeterli koĢul  

olduğunu vermiĢtik. Burada verilen doğrusal yüzey için     olduğundan bu yüzey açılabilir 

yüzey değildir. 

 ġimdi ise Gauss eğriliğine bakalım. 

 Gerekli hesaplamalar yapılırsa 

 (    )   
       

(             
          

       )
   

   

      
   

 

elde edilir.  

Bu helikoid eğrisinin dağılma parametresi için Ģunu söyleyebiliriz: 

     
    

           
 eĢitliğiyle belirli d(s) sayısına,      noktasından geçen ana doğruya iliĢkin 

dağılma parametresi adı verilmiĢti.      
 

 
  ve     olduğundan         bulunur. 

Burada verilen yüzey için her bir ana doğruya iliĢkin dağılma parametresi h sayısıdır 
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4. BÖLÜM 

4.1. Ġzotropik Uzayda Doğrusal Yüzeyler 

   Bu bölümde    de doğrusal yüzeylerde temel eğrinin frenet vektörlerini elde etmeyi 

amaçlıyoruz. Bunun için    de bir yay-uzunluğu eğrisi        ve   nın Frenet üç yüzlüsü 

           olsun. Bu nedenle doğrusal yüzeyler 3-tipe sahiptir: 

                          (4.1.1) 

                          (4.1.2) 

                          (4.1.3) 

(4.1.1) ve (4.1.2) tarafından verilen doğrusal yüzeyler sırasıyla developable teğeti ve   nın 

asli normal yüzeyi olarak adlandırılır. (4.1.3) tarafından verilen doğrusal yüzeylerin 

admissible olduğunu düĢünebiliriz. Bu nedenle, bunların yerine aĢağıdaki doğrusal yüzeyi göz 

önüne alabiliriz: 

                          (4.1.4) 

    Öyle ki    ün son noktasındaki tepe ile genelleĢtirilmiĢ bir konidir.    de        yay-

uzunluğunun bir teğet developable yüzeyi M olsun. Bu nedenle  

                          (4.1.5) 

yazarız.  

M developable teğeti yüzeyinin birinci ve ikinci temel form bileĢenlerini hesaplayalım.  

                   

olduğundan  
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elde edilir. 

 ġimdi de E, F, G ve L, M, N ifadelerini bulalım. 
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 (    )   
      

          
    

eĢitliğini kullanarak  (    ) hesaplayalım. Bu durumda 

                 -    

ve  

            
 

  
 

olduğundan  

 (    )   
           

  
 

                 (0, 0,  1) 

bulunur. 

 

      (    )           

                                  

            

 

     (    )       

                             

        

 

      (    )       

                              

         

 

ġimdi de M developable teğeti yüzeyinin ortalama ve Gauss eğriliklerini hesaplayalım.  
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Bu durumda 

   
         

        
  

       
          

            
 

        
    

      
 

         
 

   
 

 

 

   
     

     
  

      
   

     
 

       

elde edilir. 

 

   Dolayısıyla M nin birinci ve ikinci temel formun bileĢenleri 

           ,              (4.1.6) 

ve 

        ,              (4.1.7) 

dir. 

(4.1.6) ve (4.1.7) ile yukarıdaki hesaplamalardan da 

      ve     
 

  
        (4.1.8)  

olduğu görülür. 

 Bu nedenle aĢağıdaki sonuçlar geçerlidir. 

  

 



37 
 

Teorem 4.1.1. M,    de (4.1.1) tarafından verilen bir doğrusal yüzeyi olsun. O halde 

aĢağıdaki maddeler geçerli olur:  

i) M yüzeyi izotropik flat’dır. 

 ii) M yüzeyinin minimal izotropik olması için gerek ve yeter Ģart taban eğrisinin 

izotropik olmayan bir düzlemde bulunmasıdır. 

 iii) M yüzeyi sıfırdan farklı sabit izotropik ortalama eğriliğine sahip değildir [25]. 

 Ġspat: (4.1.8) göz önüne alınırsa M yüzeyinin izotropik flat olduğu aĢikardır. Tekrar 

(4.1.8) ifadesinden görülür ki;      olması için gerek ve yeter Ģart     olmasıdır. Bu da 

teoremin ikinci maddesini gerektirir. Teoremin son maddesi için (4.1.8) in ikinci kısmında t 

bağımsız bir değiĢken olduğundan H ortalama eğriliği (s, t) nin bütün değerleri için sıfırdan 

farklı bir sabit asla olamaz. 

 Farz edelim ki bu M,    de        bir yay-uzunluğu eğrisinin bir asli yüzeyidir. Bu 

nedenle biz 

                          (4.1.9) 

yazabiliriz. 

 M yüzeyinin temel formların bileĢenleri 

                 

              (4.1.10) 

     

ve 

   
 

 
        

 

 
      

   
 

 
          (4.1.11) 

     

Ģeklinde bulunur. 

 Burada  

         

                     

dir.  
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(4.1.10) ve (4.1.11) den M yüzeyinin Gauss ve ortalama eğriliklerini 

   
  

    ve     
 

     
 

 
             (4.1.12) 

olarak hesaplarız. 

 Teorem 4.1.2.                    Ģeklinde verilen bir M asli normal yüzeyi için: 

i) M nin izotropik flat olması için gerek ve yeter Ģart taban eğrisinin izotropik olmayan 

bir düzlemde bulunmasıdır. 

ii) M nin minimal izotropik olması için gerek ve yeter Ģart taban eğrisinin bir helis 

eğrisi olmasıdır [25]. 

 Ġspat: (4.1.12) eĢitlikleri göz önüne alınırsa teoremin birinci maddesinin sağlandığı 

açıkça görülür. Teoremin ikinci maddesi için (4.1.12) eĢitliğinin ikinci kısmı ele alınırsa H=0 

olması için  

   
 

 
                 (4.1.13) 

olması gerektiği görülür. 

(4.1.13) eĢitliğinden gerekli iĢlemler yapılırsa  

  
 

 
     , 

 

 
              (4.1.14) 

bulunur. Eğer (4.1.13) de (4.1.14) birlikte göz önüne alınırsa         olduğu görülür. 

Ayrıca (4.1.14) den         ve         elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

  

 ġimdi de  

                          (4.1.15) 

tarafından parametrelendirilen    de genelleĢtirilmiĢ bir M konisini göz önüne alalım. Burada 

      ∑           
 

   
 ,              (4.1.16) 

olarak belirtilir. 
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 O halde M için birinci ve ikinci temel formun bileĢenleri 

      

               (4.1.17) 

   ∑   
 

 

   
 

ve  

    
     

 
 

              (4.1.18) 

      

Ģeklinde hesaplanır. 

 Burada  

        
    

   

dır.  

(4.1.17) ve (4.1.18) den M yüzeyi için Gauss ve ortalama eğrilikleri  

      ve     
 

      
  ∑   

 
 

   
      (4.1.19) 

olarak bulunur. 

 Teorem 4.1.3.    de                    Ģeklinde verilen bir doğrusal yüzey M 

olsun. O halde M yüzeyi için aĢağıdaki ifadeler geçerlidir. 

 i) M yüzeyi izotropik flat’dır. 

ii) M yüzeyinin minimal izotropik olması için gerek ve yeter Ģart taban eğrisinin bir 

oskülatör eğri olmasıdır [25]. 

Ġspat: (4.1.19) eĢitlikleri göz önüne alınırsa teoremin birinci maddesinin sağlandığı 

açıkça görülür. Ayrıca, eğer     ise (4.1.19) dan      elde edilir. Bu (4.1.16) eĢitliğinde 

göz önüne alınırsa  

                            

olarak yazılır. 

 Öyle ki bu son ifadeden      taban eğrisinin   nın oskülatör düzleminde bulunduğunu 

söyleyebiliriz. Bu ise teoremin ispatını tamamlar. 
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