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OZET

Bu yiiksek lisans tez ¢aligmasi toplam dort ana boliimden olusmaktadir.

Bu tez ¢alismasimin giris kisminda; diferansiyel geometrinin 6nemli bir arastirma alani olan
yiizeyler konusu hakkinda yapilan temel ¢aligmalar kisaca agiklanmistir.

Daha sonra ele alman ikinci béliimde ise Oklid uzay1 ve izotropik uzayimn temel kavramlar1 ve
tez ¢aligmasina 151k tutacak diger kavramlar verildi.

Calismanin iiciincii boliimiinde ise Oklid uzayinda dogrusal yiizey kavrami detaylica
incelenerek, dogrusal yiizeylerin énemli tanmim ve teoremleri verildi. Oklid uzayinda bu
yiizeyler ile ilgili ¢alismalarda elde edilen bir takim karakterizasyonlar verildi.

Calismanin son boliimiinde de izotropik uzayda dogrusal yiizey konusu ele alindi. Bu uzayda
mevcut dogrusal ylizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanarak, bu egrilikler
cinsinden ele alinan yiizeyler i¢in yapilan bazi siniflandirmalar verildi.

Anahtar Kelimeler: Izotropik Uzay, Dogrusal Yiizey, Gauss Egriligi, Ortalama
Egrilik



SUMMARY

Ruled Surfaces in Isotropic Space

This master thesis work consists of four main sections.

In the introduction part of this thesis study, surfaces which is an important research area of

differential geometry are briefly explained.

In the second part, the basic definitions of Euclidean space and isotropic space and other

definition which will shed light on the study of thesis are given.

In the third part of the work, the definition of ruled surface in Euclidean space is examined in
detail and important definitions and theorems of ruled surfaces are given. In Euclidean space,

some characterizations of these surfaces are given.

In the last part of the work, ruled surface definition in isotropic space was discussed. Gauss
and mean curvatures of this ruled surfaces are calculated in isotropic space, and some

classifications are given

Key Words: Isotropic space, ruled surfaces, Gauss curvature, mean curvature
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1.BOLUM
1. GIRIS
Son zamanlarda diferansiyel geometride 6nemli ¢alisma alani bulunan konulardan biri

yizey konusu olmustur. Bu konu ile ilgili o6zellikle O’Neil, Chen ve Carmo gibi
arastirmacilarin ¢calismalar1 yeni aragtirma yapacaklara temel kaynak olusturmaktadir [1,2,3].

Klasik geometride yiizeylerin genis bir sinifin1 olusturan dogrusal yiizeyler konusu son
zamanlarda bir¢ok arastirmaci igin inceleme alani olusturmaktadir. Bu yiizeyler birgok farkli
uzayda ¢ok fazla arastirmaci tarafindan incelenmislerdir [4,5,6]. Dogrusal yiizeyler temel
olarak bir egri ¢ifti tarafindan {iretilir. Bu egri ¢ifti baz egrisi ve dayanak egrisi olarak
isimlendirilir. 3-boyutlu Oklid uzayida bir regle yiizey lokal olarak

r(s,t) = a(s) + tB(s)
formuna sahiptir. Burada a ve B, (s, t) koordinat ¢ifti i¢in baz ve dayanak egrileridir.

Kisaca bir uzayda ele alinan bir egri iizerinde dogrunun hareketiyle olusan dogrusal
ylizeyler, yiizey konusu igerisinde 6nemli bir rol oynar. Yukarida belirtildigi gibi dogrusal
yiizeylerde hem Oklid uzayida hem de farkli uzaylarda birgok bakimdan incelenmistir.

Bu yiiksek lisans tez calismasinda da Sabuncuoglu ve Hacisalihoglu’nun bakis agisi ile
Oklid uzayinda dogrusal yiizey kavrami ele almmistir [7, 8, 9].

Dogrusal yiizeyler konusu da birgok farkli uzayda farkli yonleri ile incelenmistir ve bir¢ok
onemli siniflandirma yapilmistir [10-13].

Bu ¢alismada ise ilk olarak Oklid uzayinda dogrusal yiizey kavrami detaylica incelenerek,
dogrusal yiizeylerin 6nemli tanim ve teoremleri verildi. Ardindan bu ylizeyin ortalama ve
Gauss egriliklerinin hesaplama yontemi iizerinde durulmustur. Daha sonra yiizeyin agilabilir
olmas1 ile egrilikleri arasindaki iliskiden bahsedilmistir. Bu durumlarin saglanmasi ve
egriliklerin alabilecegi degerlerle ilgili teorem ve sonuglara yer verildi.

Son zamanlarda Oklidsel olmayan uzaylar bircok arastirmaci igin calisma alam
olusturmaktadir. Bu uzaylardan biri olan izotropik uzay kavramu ile ilgili birgok ¢aligma da
yapilmistir. Bu caligmalarla ilgili detayli bilgiler i¢in [14 -24] kaynaklarina bakilabilir.

Calismanin son boliimiinde ise verilen bir dogrusal yilizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri
hesaplanmis ve bu egrilikler cinsinden verilen dogrusal yiizey i¢in simiflandirma yapan
teoremler detaylica incelenmistir [25].



2. BOLUM

2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. Bir K cismi tizerinde bir vektor uzay1 V ve A da bostan farkli bir ciimle
olsun. Asagidaki 6nermeleri saglayan bir f:A x A — V fonksiyonu varsa A ya V vektor
uzayi ile birlestirilmis afin uzay adi verilir [7].

A,) YP,QR € Aicin f(P,Q) + f(Q R) = f(P,R)
A,) VP € Ave Va € Vigin f(P,Q) = « olacak sekilde bir tek Q € A noktas1 vardir

Tamim 2.1.2. A bir reel afin uzay ve V de bu uzay ile birlesen vektor uzayi olsun. V de
bir i¢ carpim

<,>:VxV—oR

{X = (Xq, -, Xp)

Xy) = <Xy >= YL XV
( Y) y 21 1 XiYi y = (Y1ﬂ---:Yr1)

seklinde Oklid i¢ carpimi olarak tanimlanirsa bu i¢ carpim yardimi ile A da uzaklik, ac1 gibi
metrik ifadeler tanimlanabilir. Boylece A afin uzay1 da yeni bir ad olarak Oklid uzay adin1 alir

[7]1.

Tanmm 2.1.3. d:E" xE" — R

(5y) = dCsy) =13 = | = %)

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna ve d(x,y) reel sayisina sirasiyla E™ n-boyutlu standart
Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ile Oklid metrigi ad1 verilir [7].

Tamim 2.1.4. E n-boyutlu standart Oklid uzayini géz 6niine alalim. Vx,y,z € E i¢in
Xyz seklindeki aginin 6lglisii; cos 8 = ;iyl“lyij seklinde verilen esitligi yardimi ile hesaplanan
xylllyz

0 reel sayisidir [7].

Tamm 2.1.5. E" Oklid uzayinda bir agik alt ciimle U olmak iizere f : U —IR seklinde
verilen fonksiyonun k-ymeci mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f: U —IR
fonksiyonuna CX smifindan diferansiyellenebilirdir denir [7].



Tamim 2.1.6. X bir ctimle olsun. X nin alt ciimlelerinin bir koleksiyonu T olmak {izere
eger T asagida verilen 6nermeleri sagliyorsa X tizerinde bir topoloji ve (X, t) ikilisine de bir
topolojik uzay adi verilir [7].

T1 . X, (D ET
T,: HerAj,A, Etise AiNA,ET
T3 : t da alinan herhangi sayida elamanlarin birlesimi yine de T ya aittir.

Tammm 2.1.7. X ve Y birer topolojik uzay olsun. f : X — Y seklinde f fonksiyonu
tanimlayalim. Bu fonksiyon siirekli ise f1 var ve f1 de siirekli ise f fonksiyonuna X den Y ye
bir homeomorfizm ya da topolojik doniisiim denir [7].

Tamim 2.1.8. X bir topolojik uzay olsun. X nin P ve Q gibi farkli noktalari i¢in, X de
sirastyla P ve Q noktalarini i¢ine alan Ap ve Aq agik alt ciimleleri ApNAqg = @ olacak sekilde
bulunabiliyorsa X topolojik uzayina hausdorff uzay denir [7].

Tanim 2.1.9. M bir topolojik uzay olsun. Bu topolojik uzay icin asagidaki 6nermeler
dogru ise M ye n-boyutlu topolojik manifold denir [7].

Mi) M bir hausdorff uzaydir.

M3) M nin her bir agik alt ciimlesi E" e veya E" nin bir agik alt cimlesine homeomorftur.
Ms) M sayilabilir ¢oklukta agik ciimleler ile ortiilebilir.

Tamm 2.1.10. M bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzay1 X (M)

olmak tizere,
D: X(M) x X(M) — X (M)
(X,Y) = D(X,Y) = DyY
fonksiyonu i¢in,
1) DexygyZ = fDxZ + gDy Z, VX,Y,Z € X(M), Vf,g € C*(M,R)
2) Dx(fY) = DY + (Xf)Y, VX,Y e X(M), Vfe (C”(M,R)

ozellikleri saglaniyorsa D ye M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon ve Dy e de X e gore
kovaryant tiirev operatorii denir [7].



Tamm 2.1.11. M bir Riemann manifoldu ve D, M {izerinde bir afin konneksiyon
olsun. Eger,

1) D, C* sinifindandir.
2) M nin bir A bolgesi tizerinde C* olan her X, Y € X (M) igin
DyY — DyX = [X,Y]
dir.
3) M nin bir A bolgesi tizerinde C*olan her X,Y,Z € X (M) ve her p € A igin
Xp[<Y,Z > =< DyY,Z > |,+<Y,DyZ > |,
dir.
ozellikleri saglaniyorsa D konneksiyonuna M {izerinde bir Riemann konneksiyonu ve Dy e de

X e gore Riemann anlaminda kovaryant tiirev operatorii denir [7].

Tanim 2.1.12. M, E"™ de bir hiperyiizey ve M nin sekil operatorii de S olsun. E™ deki
Riemann konneksiyonu D olmak tizere VX,Y € X (M) igin

DyY = DyY+ < S(X),Y > N

seklinde tanimlt D operatoriine M iizerinde Gauss anlaminda kovaryant tiirev ve yukarida

ifade edilen denkleme de Gauss denklemi adi1 verilir [7].

Tamm 2.1.13. R® uzayinda bir alt ctimle M olsun. M nin her bir p noktasi i¢in, p nin
R3 de bir A komsulugu ve R? nin U agcik alt kiimesinden, R3 uzayma bir ¢ fonksiyonu
asa@idaki iki 6nermeyi saglayacak sekilde elde edilebiliyorsa, M ye R® uzayinda bir yiizey
denir [7].

1) ¢ : U — R3 fonksiyonu diferansiyellenebilir, regiiler bir fonksiyondur.
2) p(U)=Mn Adirve¢p:U— ¢@(U)fonksiyonu bir homeomorfizmdir.

Tamm 2.1.14. o, € R3 olsun. a ve B vektorlerinin x vektdrel carpim islemi
X=R*xR> —R3
(a, B) —axB=1y(a A p)

seklinde tanimli bir i¢ igslemdir [7].



Tamm 2.1.15. Bir reel vektor uzayr V olsun. V reel vektor uzayi iizerinde bir ig
carpim islemi diye asagidaki aksiyomlar1 verilen <,>:V x V' — R doniistimiine (reel degerli
fonksiyona) denir ve bu islemin degeri u,v € V olmak tlizere < u,v > seklinde gosterilir
[26].

1) Simetri aksiyomu:

<uv>=<vu>, YuveV

2) Bilineerlik aksiyomu:

<au;+bu,, v>=a<u,v>+b< u,v>
<u,av;+bv,> =a<uv;>+b<u,v, >
3) Pozitif tanimlilik:

<uu>= 0,VueV ,

<uu>= 0 © u=0.

Tamim 2.1.16. Bir reel vektor uzayr V olsun. Bu V reel vektor uzay tizerinde belli bir
i¢ garpim islemi tanimlanirsa bu vektor uzayina bir i¢ ¢carpim uzayi adi verilir [26].

Tanim 2.1.17. V bir i¢ ¢arpim uzayi olsun. u € V vektoriinii goz oniine alalim.
ull =vV<uu>
ifadesine u € V' vektdriiniin normu (veya uzunlugu) denir [26].

Tanmm 2.1.18. ] ¢ R bir agik alt aralig1 olsun.

Diferansiyellenebilir.
a I — E™

t — a®) = (a (), ., an(t))

fonksiyonuna E™ de bir egri denir. Burada I c R ye «a egrisinin parametre araligi ve
t € I degiskenine de egrinin parametresi (degiskeni) denir [9].

Tammm 2.1.19. M egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin. Vsel icin eger
la'(s)| = 1ise M egrisi (I, @) koordinat komguluguna gore birim hizli egridir denir [9].

Tammm 2.1.20. M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. M tizerindeki bir vektor
alan1 diye

X: M — U,e Ty(p)

olarak tanimlanan bire-bir 6rten X fonksiyonuna denir. Burada X'(M) ye de M iizerindeki
vektor alanlarinin uzayi denir [7].



Tanmmm 2.1.21. a:1 — R™ egrisi Ustiindeki X vektor alanin bilesenlerinin her biri
diizgiin fonksiyonlar ise X vektor alan1 diizgiin vektor alanidir denir [9].

Tamm 2.1.22. v,w € X(R") olsun. p € R" icin (Dyw) ) = DypyWw
esitligiyle tanimli D,w vektor alanina w nin v yoniindeki kovaryant tiirevi denir [7].

Tamm 2.1.23. R3 uzayinda birim hizli a: I — R3 egrisi igin

T(s) =a'(s)

esitligiyle belirli T'(s) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektor alani denir

[9].
Tamim 2.1.24. R3 uzayinda birim hizhi a: I — R3 egrisi igin

a’ (s)

||a"(s)||

N(s) =
esitligiyle belirli N(s) vektorine a egrisinin a(s) noktasindaki asli normal vektdr alani
(birim dik vektor alani) denir [9].

Tamm 2.1.25. R3 uzayinda birim hizli a: I — R3 egrisi igin

B(s) =T(s) xN(s)
vektoriine de a egrisinin a(s) noktasindaki binormal vektor alani ad1 verilir. Ayrica
{T(s), N(s), B(s)} tgliisiine de a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet ii¢ yiizliisii denir [9].

Tanim 2.1.26. N, M yiizeyinin birim normal vektor alan1 olmak tizere, M nin her p
noktasinda,

Sp:Ty(M) > T,(M) ,  S,(v,) =—Dy N

bi¢ciminde taniml1 S fonksiyonuna, M ylizeyinin, N birim normal vektor alania baglh sekil
operatdrii denir [9].

Tamm 2.1.27. R3 uzayinda bir M yiizeyinin her bir p noktasina

lp: T,(M) X T,(M) > R, |p(vp,wp) = < v, Wp >
foksiyonuna karsilik getiren | fonksiyonuna, M iistiinde birinci temel form denir.

p: (M) XT,(M) = R, |lp(vpw,) =<SWp),w, >

bigiminde tanimli || fonksiyonuna, M {istiinde ikinci temel form denir [9].



Tanmm 2.1.28. Kabul edelim ki M yiizeyi r(x,y) = (a(x,y),b(x,y),c(x,y)) ile
verilmis olsun. Burada diferansiyellenebilir a, b, ¢ fonksiyonlarmma r nin koordinat
fonksiyonlar1 ad1 verilir. Bu durumda birinci ve ikinci temel formun katsayilari

E=<n,1nr >, F=<n,nrn >, G=<mn,n >,
L =<1, Z >, M=<rny,,Z >, N =<mn,,Z>,

ile verilir. Burada

T X7,

|11 X 13|
yiizeyin birim normal vektor alanidir.

Yiizeyin ortalama ve Gauss egrilikleri sirasiyla

__ EN+GL—2FM
T 2(EG-F?) ’
LN-M?
K=
EG-F?2
ile verilir [9].

Tanim 2.1.29. R" uzaymnda a:l — R™ egrisi verilsin. Eger her t e I igin a’(t) # 0
ise a egrisine bu uzayda regiiler egri denir [9].

Tamm 2.1.30. R3 uzayinda bir yiizey M olsun. Eger M yiizeyinin bir p noktasinda
< S(vp),vp >=0

esitligini saglayan sifirdan farkli bir v, vektorii varsa bu v, vektoriine bir asimtotik vektor
denir [9].

Tamm 2.1.31. M, R3 uzayinda bir yiizey ve a : I — M regiiler bir egri olsun. Her
teligin a'(t) hiz vektorii, a(t) noktasinda M yiizeyinin bir asimtotik vektorii ise a egrisine
M yiizeyi iginde bir asimtotik egri denir [9].

Sonu¢ 2.1.1. M yiizeyi iginde regiiler bir egri 8 ve Z de M yiizeyinin birim dik vektor
alan1 olsun. B egrisinin bir asimtotik egri olmasi icin < B",Zop >= 0 olmas1 gerek ve
yeterdir. [9].

Tamm 2.1.32. R® uzayinda bir yiizey M ve « egriside a : | — M seklinde bir egri
olmak iizere bu M yiizeyinin birim dik vektdr alan1 Z olsun. a'vektdr alani, Zoa vektor
alaninin lineer birlesimi ise @ : [ — M egrisine, M yiizeyi igerisinde bir jeodezik egri adi
verilir [9].



Tamim 2.1.33. Bir « egrisinin a(s) noktasindaki Frenet ti¢ yuzlisi {T (s), N(s), B(s)}
olsun.

Sp {T(s), N(s)} vektdr uzayi ile birlesen a(s) noktasindaki afin alt uzayma oskiilator
diizlem denir.

Sp {N(s),B(s)} vektor uzay1 ile birlesen a(s) noktasindaki afin alt uzayina normal
diizlem denir.

Sp {B(s),T(s)} vektor uzayi ile birlesen a(s) noktasindaki afin alt uzayina rektifiyan
diizlem denir [7].



2.2. Izotropik Uzayda Temel Kavramlar

Tamm 2.2.1. P(R®) 3-boyutlu bir reel projektif uzay olsun. I3 3-boyutlu izotropik
uzay P(R3?) den elde edilen ve &klidsel olmayan bir uzaydir. Bu uzayin ideal sekli (w, f;, f,)
sirali tigliilerinden olusur. Burada w, P(R?) de bir diizlem, f;, f, de w de iki kompleks eslenik
dogrudur.

w ideal diizlemi x, = 0 denklemi ile verilir. f; ve f, ideal dogrular1 da
XO = X1 $ iXZ = 0

denklemi ile belirlidir. Bu iki ideal dogrunun arakesitine ideal nokta adi verilir ve bu nokta
F(0:0:0: 1) ile gosterilir [23].

Tanim 2.2.2. Izotropik uzayin hareket denklemleri

X' = a + xcos(¢p) — ysin(d)
y' = b + xsin(¢p) — ycos(d)
Z =c+dx+ey+z

seklinde verilir. Bu hareket bir 6teleme, donme ve affine shear doniisiimden meydana gelir
[23].

Tamm 2.2.3. p = (p1, P2, P3) Ve q = (q1,92,93) I* 3-boyutlu izotropik uzayda iki
nokta olsun. Bu iki noktanin skaler ¢arpimi

< >_:{p3q3! pi=0ve q1:0 1:1'2
et P191 + P29z, pi#0veyaq; #0 i=12
seklinde tanimlanir [23].
Tamm 2.2.4. p = (p1, P2, P3) Ve q = (q4, 92, q3) I° 3-boyutlu izotropik uzayda iki

nokta olsun. Bu iki nokta arasindaki uzaklik bunlarin xy- diizlemine izdiisiimlerinin uzaklig
olarak tanimlanir. Yani

Ilp—qli= \/Zizzl(% — pi)? (2.2.1)

seklindedir [23].

Tamm 2.2.5. x ve Y, I3 izotropik uzayda iki nokta olsun. Eger I3 izotropik uzayimda x
ve y nin R? {izerine z-dogrultusundaki izdiisiimleri ayn1 ise bu iki nokta paralel nokta olarak
adlandirilir [23].



Tammm 2.2.6. 13 izotropik uzayinda iki farkli dogru tipi vardir. Bunlardan z-
dogrultusuna paralel olanlara izotropik dogru adi verilir. (2.2.1) ile verilen metrik z-

dogrultusundaki dogrular boyunca dejeneredir. Diger tiir dogrular non- izotropik dogru olarak
adlandirtlir [23].

Tamim 2.2.7. I3 izotropik uzayda izotropik dogrulari igeren diizleme izotropik diizlem
ad1 verilir. Diger diizlemler de non- izotropik diizlem olarak adlandirilir [23].

Tanim 2.2.8. y(s) = (x(s),y(s),z(s)) I? izotropik uzayda bir egri olsun. Eger
Vs igin (x'(s))* + (y'(s))* = 1

ise bu egriye birim hizli egri adi verilir. Yani birim hizli y(s) egrisi i¢in || Y'(s) Il;= 1 dir
[23].

Tanmim 2.2.9. y(s), I3 izotropik uzayda bir egri olsun. Eger y egrisi, izotropik tegetlere

sahip degilse yani }N/(s) = (x(s),y(s)) i¢cin

dy

dsiO

ise admissible egri olarak adlandirilir [23].
Tamm 2.2.10. I3 izotropik uzayinda s € I € R ile parametrelendirilen bir egri
v:ICR—I3

s =Y (s) = (x(5),y(s),2(s))

olsun. Burada x, y, z diferansiyellenebilir fonksiyonlardir. Bu durumda y(s) egrisinin K (s)
egriligi ve t(s) torsiyonu sirastyla

K (s) = det(y (s),Y (5)) =x(s)y (s) = x ()y (5)
(S) = 55 4et(y (), (). ¥ (5))
seklinde tanimlanir [23].
Tamm 2.2.11. I3 izotropik uzayinda, I € R ile parametrelendirilen birim hizli
v:ICR—I3
s =y (s) = (x(s),y(5),2(s))
egrisi i¢in
T(s) = (x'(s),y'(5),2'(5)) =Y (5)

esitligiyle verilen T(s) vektoriine y egrisinin y(s) noktasindaki birim teget vektor alan1 denir
[23].
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Tamm 2.2.12. I3 izotropik uzayinda, I € R ile parametrelendirilen birim hizl
v:IECR—I3
s =y (s) = (x(s),y(s),2(s))
egrisi igin
1 " " "
N(S) = 35 X )y (8),2°(5))

esitligiyle belirli N(s) vektoriine y egrisinin y (s) noktasindaki asli normal vektor alani ya da
birim dik vektor alan1 denir [23].

Tamm 2.2.13. I3 izotropik uzayinda, I € R ile parametrelendirilen birim hizli
v:ICER—I3
s =y (s) = (x(s),y(5),2(s))
egrisi i¢in
B =(0,0,1)

esitligiyle belirli B(s) vektoriine y egrisinin y(s) noktasindaki binormal vektor alan1 denir
[23].

Tamm 2.2.14. I3 izotropik uzayinda, I € R ile parametrelendirilen birim hizl egrisi
v:ICR—I3
s =y (s) = (x(s),y(s),2(s))
seklinde verilsin.
Bu egrinin Frenet vektorleri
T(s) =Y (5)
NES) = 55 &Y' (9),2'(5))
B =(0,0,1)
seklindedir. Bu durumda Frenet formiilleri de
T =%.N
N=-%X.T+1B
B =0
ile verilir [23].
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Tamim 2.2.15. M2, I3 izotropik uzayinda
X:DCR?>?— 13
(u,v) = X(u,v) = (x1(u,v), X2 (0, v), x3(u, v))

seklinde verilen bir daldirilmis uzay olsun. Burada diferansiyellenebilir x;, x,, X;
fonksiyonlarina X ylizeyinin koordinat fonksiyonlar1 adi verilir. Bu durumda verilen yiizey
icin birinci ve ikinci temel form katsayilari

E=<X,X,>  F=<X,X,>, G=<X,X,>
L=<XuwZ>, M=<X,,Z>, N=<Xu,Z>,

ile verilir. Burada X yiizeyinin Z birim normal vektor alani

Xy XXy
Xy X Xyl
seklinde hesaplanir. X yiizeyinin ortalama ve Gauss egrilikleri sirasiyla

__ EN+GL-2FM
~ 2(EG-F?) ’

LN-M?
K=
EG-F?

formiilleri ile hesaplanir [23].
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3. BOLUM

3.1. Oklid Uzayinda Dogrusal Yiizeyler

Tammm 3.1.1. n:1 — R3 egrisi iizerinde birim uzunlukta bir e vektdr alanimi goz
Online alalim. Burada e, I araliinin her bir t elemanina karsilik, n(t) noktasinda e(t)
vektorinii karsilik getiren bir doniistimdiir.

p: I xR — R, ¢(q1,92) = 1(q1) + q22(q1)

doniisiimii regiiler bir doniisiim olmak iizere, @(I X R) yiizeyine R3 uzayinda bir dogrusal
ylizey veya regle ylizey denir. n egrisine dogrusal yiizeyin bir dayanak egrisi ad1 verilir. e(t)
vektoriine dogrusal yiizeyin n(t) noktasindaki dogrultmani denir. n(t) noktasindan gegen ve
e(t) vektoriine paralel olan dogruya 7(t) noktasindan gecen ana dogru denir [9]. (Sekil 3.1)

R? uzayimdaki dik koordinat sistemini (x1,x?) ile R3 uzayimdaki dik koordinat sistemini

(v, y?%,y3) ile gdsterelim. Bu durumda,

w(g1.92)
' I @
I I
| | / e(q1)
(41.92) 1
gzt -1 | n{g1)
b
R 1
| 41 1

(Sekil 3.1.1)

q = (qy,92) i¢in

¢(@) = n(x'(@) +x*(@e(x'(@) = ((ox") +x?(eox"))(q)
oldugundan

@ = (nox!) + x2%(eox?)
yazilabilir.
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Ayrica

d(nox*) _ . (moxH(qy +h,qz) — (MoxH)(q1, 92)
(@ = lim

ox1 h-0 h

. n(q: +h) —n(qy)
= 11m

h—0 h
= n'(a1)
ve
d(eox") _ . (eox")(qy +h,qp) — (eox")(q1,92)
(@ = lim
0x h—-0 h
. _e(q; +h) —e(qy)
= lim
h-0 h
= ¢e'(q1)
oldugundan

d(nox!) d(x%(eox1))

¢1(q) = Il (@ + E

(@)

y ox? L , . 0(eox!)
=1n'(q1) +§(q)-(eox )(@) +x°(q). Il (@)

=1'(q1) + 0. (eox’)(q) + q,¢'(q1)
=n'(q1) +q2¢'(q1)

elde edilir. Sonug olarak

¢1(q) =n'(q1) + q2¢'(q4) (3.1.1)
®2(q) =e(q1) (3.1.2)
bulunur.

Burada, I X R nin her q noktasinda ¢4(q) X ¢,(q) # 0 oldugunu kabul edelim. Aksi
durumda | ve R yerine daha kiigiik araliklar alinabilir.

@ (I X R) dogrusal yiizeyinin ¢(q4, q,) noktasindan gecen x* parametre egrisi,

a(t) = ¢(q, +t,q2)

esitligiyle belirli a egrisidir.
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Yani
a(t) =n(q1 +1t) + qze(q1 + 1)

yazilabilir. M dogrusal yiizeyinin ¢(q,, q,) noktasindan gecen x? parametre egrisi,
Bt = ¢(q1,q2 +1)

esitligiyle belirli § egrisidir. Bu durumda
B() =n(q.) + (g2 + t)e(qr)

oldugu kolayca goriliir. Bu ise, ¢(q,, q,) noktasindan gegen ana dogrudur.

Teorem 3.1.1. @(I XR) dogrusal yiizeyinin ¢(q;,q,) noktasindan gecen x2
parametre egrisi bu yiizey i¢inde hem asimtotik, hem de jeodezik egridir [9].

Ispat: Dogrusal yiizeyin ¢(q4, q,) noktasindan gegen x? parametre egrisini yukarida
B ile gostermistik. Dolaysiyla B'(t) = (e(q1))pry Ve B (t) =0 olur. Yiizeyin birim dik
vektor alani1 Z olsun. O halde

<B",ZoBp>=0
oldugundan sonug¢ 2.1.1. g6z Oniine alinirsa 3 egrisi asimtotik egri olur.

Ayrica 8 = 0 oldugundan B" vektdr alan1, Zof nin lineer birlesimidir. Dolayisiyla
egrisi bir jeodezik egridir.

Tanmm 3.1.2. ¢(I X R) dogrusal yilizeyinin her bir ¢(qq,q;) noktasinda,
X(9(q1,92)) = (e(q1))p(q) esitligiyle tanimlanan X vektdr alanma, e vektdr alanmin

@(I x R) yiizeyine genisletilmisi denir [9].
Ayrica ¢(q4,q,) noktasindan gecen x? parametre egrisi 8 ise
X(¢(4q1,92)) = B'(0)
olur. B egrisi, X(¢(q1,q2)) teget vektoriine yapisik bir egridir.
Teorem 3.1.2. ¢ vektor alaninin @ (I X R) yiizeyine genisletilmisi X ise
<SX),X>=0 (3.1.3)
yazilabilir [9].

Ispat: Dogrusal yiizeyin bir p noktasini goz oniine alalim. Ayrica ¢(qq,q;) = p
olsun.
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Yukarida g ile gosterilen x? parametre egrisi igin

B() =n(q.) + (g2 + t)e(qr)

B(0) =n(q1) +qze(q:) = p
Ve

B'(0) = (e(qn), = X(@)
oldugundan

S(X()) = ~DypyZ = ~Dyr )7 = —(Z0B)'(0)
yazilabilir. Buna gore

<S(X),X > (p) =<S(X([@)),X(p) >=—< (ZoB)'(0),'(0) >
bulunur. B egrisi asimtotik egri oldugundan

< (ZoB),B'>=0
elde edilir. Dolayisiyla

<SX),X>=0

bulunur.

Teorem 3.1.3. e vektor alaninin @ (I X R) ylizeyine genisletilmisi X olsun. Y vektor
alani, {X, Y, Z} kiimesi ortonormal bir ¢at1 alani olacak bigimde bir vektor alan1 olmak {izere

K =— (< SX),Y >)? (3.1.4)

dir [9].

ispat:

<SX),X> <SX),Y >

|< S(Y),X> <S(),Y >|
<X,X> <XY>
<Y, X> <V,Y>

K =

esitligini kullanarak
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_ <SX),X>.<S(Y),Y>—-<S5(Y),X><SX),Y >
B <X X><YV,Y>-<V,X><XY>

<SX),X><SY),Y>—-<SY),X><SX),Y >
1-0

K=<S5X),X><SY),Y>-<SY),X><S5X),Y>

yazilabilir. Buradan
<SY),X>=<85X),Y >

ifadesi g6z 6niine alinirsa ayrica (3.1.3) esitligine gore < S(X), X >= 0 oldugundan
K=-(<SX),Y >)?

bulunur.

Tammm 3.1.3. Bir M dogrusal yilizeyinin dik vektor alani, yiizeyin ana dogrulari
boyunca paralel kaliyorsa bu dogrusal yiizeye, agilabilir yiizey denir [9].

p € M ve p den gegen ana dogru 8 olsun. M dogrusal yiizeyi agilabilir yiizey ise her
teR i¢in Dgr(yZ =0 dir. Ozel olarak DgrgyZ = 0 almabilir. '(0) = X(p) oldugundan
DxpyZ = 0 yazilabilir. Buradan (DxZ)(p) = 0 elde edilir. Her p € M igin bu ifade dogru
oldugundan DxZ = 0 elde edilir.

Karsit olarak DxZ = 0 oldugunu kabul edelim. Dolayisiyla (DxZ)(B(t)) = 0
yazilabilir.

Burada
DgriyZ = DxpeyZ = (DxZ)(B(t)) =0

oldugundan Z vektor alani,  egrisi boyunca sabit demektir. O halde M dogrusal yiizeyi
acilabilir bir yiizeydir.

Sonug olarak M dogrusal yiizeyinin agilabilir yilizey olmasi i¢gin gerek ve yeter kosul,
DyxZ = 0 olmasidir.

Teorem 3.1.4. M dogrusal yiizeyinin acilabilir olmasi i¢in K = 0 olmas1 gerek ve
yeterdir [9].

Ispat: M dogrusal yiizeyi acilabilir bir yiizey olsun. M nin birim dik vektdr alan1 Z
olmak tizere DxZ = 0 yazilabilir. Buradan
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K=—(<S(X),Y>)?=—(<DgZ, Y >=—-(<0, Y>)?2=0
elde edilir.

Karsit olarak M dogrusal yiizeyinin Gauss egriliginin sifir oldugunu kabul edelim.
(3.1.4) esitligi goz oniine alinirsa

<S(X),Y>=0
elde edilir. Teorem 3.1.2. de
<S(X),X>=0

oldugunu elde etmistik. {X,Y} kiimesi her bir noktada teget uzayin ortonormal bir tabani
oldugundan dolay1 yukaridaki son iki esitlikten S(X) = 0 elde edilir. O halde

bulunur. Bu ise M dogrusal ylizeyinin agilabilir olmas1 demektir.

M dogrusal yiizeyinin 1 dayanak egrisini, her bir n(s) noktasinda bu noktadan gegen ana
dogruya dik olacak bigimde birim hizli bir egri olarak alalim. Bu durumda n egrisinin hiz
vektor alan1 T olmak tizere {T'(s), e(s), Z(1(s))} kiimesi, 7 nn her bir noktasinda T, s (R?)

uzayimin ortonormal bir taban1 olur. Aksi belirtilmedikce 7 egrisini yukaridaki sekilde kabul
edecegiz.

Teorem 3.1.5. M dogrusal ylizeyinin dayanak egrisi, her bir noktasinda, bu noktadan
gecen ana dogruya dik olacak bigimde birim hizli bir egri olsun. Bu durumda

a=<T'e>
b=<T',Zon > (3.1.5)
c=<e',Zon >
olmak tizere
T' = ae+ b(Zon)
e’ = —aT + c(Zon) (3.1.6)
(Zom)' = —=bT —ce

yazilabilir [9].
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Ispat: n egrisi iistiindeki T, e, Zon vektor alanlarinin bu egri boyunca tiirevleri olan

T', e', (Zon)' vektor alanlarini {T, e, Zon} cat1 alanina bagh olarak hesaplayacagiz.

< T,T >:1 — R donligsiimii sabit fonksiyon oldugundan (< T,T >)" = 0 olur.
Buradan < T',T >= 0 yazilabilir. Ayrica

T' = Aie + 1,(Zon)

seklindedir. Bu esitligin her iki tarafi e ile sagdan i¢ ¢arpima tabi tutulursa
A =<T,e>=a

bulunur.

AyricaT' = A,e + A,(Zon) esitliginin her iki yan1 Zon ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa
Ay =<T"Zon>= b

elde edilir. O halde
T' = ae + b(Zon)

yazilabilir. Burada
<e,e>=0

oldugundan
e’ =&T +§,(Zon)

olur. Bu esitligin her iki yan1 T ile sagdan i¢ ¢arpima tabi tutulursa

& =<e,T >=-a

bulunur. Ayrica e’ = & T + &,(Zon) esitligin her iki yan1 Zon ile sagdan i¢ carpima tabi

tutulursa

& =<e',Zon >=c
bulunur. O halde

e’ = —aT + c(Zon)
yazilabilir. Burada

< (Zon)',Zon >=10

oldugundan
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(Zon)' = T + hye

seklinde yazilabilir. Burada
h, =< (Zon)", T >=—-<Zon, T'>=—b
h, =< (Zon)',e >=—<Zon, e' >=—c

oldugundan
(Zon)' = —bT —ce

elde edilir.

Simdi belirli bir u sayisi igin

ay:l — M, (a,)(s) =n(s) + pe(s) (3.1.7)

bigiminde tanimli @, egrisini gdz Oniine alalim. Burada ay = 1 oldugundan

(au)'(S) =1'(s) + pe'(s) =T(s) + u(—a(s)T(s) + c(s)Z(n(s)))
= (1 - pa(s))T(s) + pe(s)Z(n(s))
elde edilir.

Burada

(@) (s) = (1= pa())T(s) + uc(s)Z(n(s))

esitligindeki T (s) vektorii, T (s) vektoriiniin -~ a, ;) noktasma paralel kaydirilmisi olan
(T(S))a“(s) anlamindadir. Z(n(s)) vektori de Z(n(s)) vektoriiniin @, noktasina paralel
kaydirilmig1 olan (Z (n(s)))a#(s) anlamindadir. e(s) vektorl, a,() noktasindan gegen ana

dogruya paraleldir. Her sel i¢in
< (a'u)’(s),e(s) >=0
oldugundan
(a#)’(s) 1 e(s)
bulunur.

O halde a, egrisi her noktada, o noktadan gegen ana dogruya diktir. Bundan dolay1
bu egriye M nin bir dik (ortogonal) yoriingesi denir.
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Sonu¢ 3.1.1. M dogrusal yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in ¢ = 0 olmas1 gerek ve
yeterdir.

Simdi

£(s) = () + 52 —e(s) (3.1.8)

a2(s)+c2(s)

esitligiyle tanimli §: 1 — M egrisi goz Oniine alinirsa, bu egrinin ana dogrularin birbirine en
yakin oldugu noktalardan gecen dik yoriinge oldugu goriiliir.

Tammm 3.1.4. (3.1.8) esitligiyle verilen &:1 — M egrisine, M dogrusal yiizeyinin
striksiyon ¢izgisi denir. n(s) noktasindan gecen ana dogru tstiindeki £ (s) noktasina, dogrusal
yiizeyin bu ana dogruya ait merkez noktasi adi verilir [9].

Teorem 3.1.6. e'(s) vektorii, M dogrusal yiizeyinin &(s) noktasindaki dik vektoriine
paraleldir [9].

a(s)
a2(s)+c2(s)

Ispat: &(s) egrisi, a, egrisindeki p yerine almarak elde edilen egri

oldugundan
() () = (1= pa(®))T(s) + ne()Z(n(s))

esitliginde u yerine " 2 alinarak elde edilen vektor, ¢'(s) vektoridiir. Burada

(
(8)+c2(s)
<e'(5),(@,)'(8) > = <-aITE) + cEHZon(s) , (1-4aENT() + HSZM(E) >
= —a(s) + ,u(az (s) + Cz(s))

oldugundan

a(s)

<€) >= )+ Zr T am

(a%(s) + ¢2(5)) = 0

yazilabilir.

Dolayisiyla buradan < e’(s), e(s) >= 0 oldugu kolayca goriiliir. {¢'(s), e(s)} kiimesi
£ (s) noktasindaki teget diizlemin tabani oldugundan e’ (s) Il Z(€(s)) elde edilir.

O halde e’(s) vektorii, M dogrusal yilizeyinin &(s) noktasindaki teget diizlemine
diktir.

Teorem 3.1.7. M dogrusal yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu K olduguna goére

q = (41, 92) i¢in
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—Cz(fh)
) ) 3.1.9
(p(@) (1 - 2g2a(q0) + G22a2(q1) + G22¢2(qn)) (3.1.9)

dir [9].
Ispat: Burada
¢1(q) =n"(q1) + qz2¢'(q1)
=T(q1) + q2¢'(q1)
=T(q1) + q2(=a(q:1)T(q1) + ¢(q1)(Zon)(q1))

ve

©2(q) = e(q1)

yazilabilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

©11(q@) = —q2a'(q)T(q1) + (1 — q2a(q1))T'(q1) + g2¢"(q1)(Zon)(q1) + q2¢(q1)(Zon)'(q1)

= —qa'(q)T(qy) + (1 r CIza(Q1))(a(Q1)e(CI1) + b(Q1)(ZOT])(CI1))

+ q2¢'(q1) (Zon)(q1) + q2¢(q1) (=b(q1)T(q1) — c(q1)e(q1))

= (420" (q1) = 42b(q1)c(@))T(q1) + (alqr) — 920*(q1) — 42¢*(q1))e(q1)
+ (q2¢'(q1) — q2a(q1)b(q1) + b(q1) ) (Zon)(q1)
bulunur. Benzer sekilde
¢12(q) = —a(q)T(q1) + c(q1)(Zon)(41)
$21(q) = ¢12(q) = —a(q)T(q1) + c(q1)(Zon)(q1)

®22(q) =0

elde edilir. Ayrica
©1(q) X 92(q) = —q2¢(q1)T(q1) + (1 — qz2a(q1))(Zon)(q1)
(lp1(@) x @2(@I)? = (g2°c*(q1) + 1 — 2qza(q1) + q2*a*(qy)
=1-2qa(q1) + 92°a*(q1) + 42°c*(q1)

oldugundan
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Y2 1T 1 1- 2 1 Z 1
2(0(q)) = 42¢(q)T(q1) + (1 = q2a(q1)) (Zon)(41)

[lo1(q) X @2()l|

bulunur. Birinci ve ikinci temel form katsayilar
E(q) = <9:1(q), 9:(q) >
= (1-q2a(q))* + 42°c*(q1)

=1-2q,a(q1) + q2%a*(q1) + q2%c*(q1)

F(g) = <¢1(9),92(q) >=0

G(q) = <92(q)0(q) >=1

L) = <Z(e@), p1:(q) >

_ _ c(q1)
M(q) = < Z(@(@)), p12(q) > 102 X 02D

N(g) =<Z(o(q), 922(q) >=10

seklinde oldugundan

L(q)N(q) — (M(g))"

K(o(q@)) =
(o @) E(@)G(q) - (F(@)”

esitligi kullanilirsa

2

2
(1 - 2qza(qq) + q22a%(q1) + q2%c2(q1))

elde edilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Sonug¢ 3.1.2. M dogrusal yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in Gauss egriliginin sifir olmasi

gerek ve yeterdir.

Teorem 3.1.8. Bir dogrultman boyunca Gauss egriliginin en kii¢iik oldugu nokta, bu

dogrultman tistiindeki merkez noktasidir [9].

Ispat: Ko fonksiyonunun bir dogrultman boyunca tiirevi hesaplanirsa
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2¢%(q1)(—2a(qy) + 2q;%a*(q1) + 2q2°c*(q1))
(1 —2q,a(q1) + q22a%(q1) + q2%¢*(q1))?

(Ko),(q) =

bulunur.
Buradan (Ko®),(q1,q2) = 0 olacak sekilde g, sayisi aranirsa

_ a(qq)
a?(q,) +¢%(q1)

qz

bulunur. g, nin bu degeri i¢in elde edilen noktanin n(q,) den gegen ana dogru iistiindeki
merkez nokta oldugu kolayca goriiliir. Ayrica

4c?[(a® + c®)((1 = q20)* + q2%¢?)® — 2(—a + q,a* + q,¢*)](q1)
(1 —2q,a(q1) + q22a%(q1) + q2%c?(q1))3

(Ko@),2(q) =

oldugundan

(Kog)2; ( a(d,) ) >0

a?(qq) + c%(q1)
dir.
Simdi

2 2 2
M) (3.1.10)

K(é(s)) = - < 0

esitligi goz oniline alinirsa agsagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 3.1.3. Teorem 3.1.8. g6z Oniline alinirsa 7(s) noktasindan gegen ana dogru
boyunca K fonksiyonunun en kii¢iik degeri K(¢(s)) dur.

Tamim 3.1.5. M dogrusal ylizeyini gz oniine alalim.

c(s)

A ORI

(3.1.11)

esitligiyle belirli d(s) sayisina 7n(s) noktasindan gecen ana dogruya iliskin dagilma
parametresi ad1 verilir. d: I — R fonksiyonuna da M dogrusal yiizeyinin dagilma parametresi
fonksiyonu denir [9].

Sonug¢ 3.1.4. M dogrusal yiizeyinin agilabilir olmasi igin dagilma parametresi
fonksiyonunun sifir olmasi gerek ve yeterdir.
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Ispat: Sonuc 3.1.1. de M dogrusal yiizeyinin acilabilir olmasi i¢in ¢ = 0 olmasinin
gerek ve yeter kosul oldugu gosterilmisti. Dagilma parametresi fonksiyonunun tanimindan
dolay1 bu kosulun d = 0 6nermesine denkligi hemen goriiliir.

Sonug 3.1.5. M dogrusal yiizeyinin 1(s) noktasindan gegen ana dogru iistiindeki
merkez noktasi ¢ (s) olduguna gore d(s) # 0 olacak sekildeki noktalar igin,

1
K(¢(s) = e (3.1.12)

dir.

Ispat: (3.1.10) esitligi ile (3.1.11) esitligi karsilastirildiginda (3.1.12) esitligi hemen
elde edilir.

Sonu¢ 3.1.6. M dogrusal ylizeyinin bir dogrultmanina iliskin dagilma parametresi, bu
yiizey i¢in secilen, ¢ fonksiyonuna bagli degildir.

Ispat: (3.1.12) esitligi,
K(§(s)).d*(s) = -1

biciminde yazilabilir. Bir ylizeyin Gauss egriligi, bu yiizey i¢in segilen ¢ fonksiyonuna bagl
olmadigindan d(s) fonksiyonu da ¢ fonksiyonuna bagli degildir.
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3.2. Oklid Uzayinda Dogrusal Yiizey Ornekleri

R3 uzayinda
s s
(rcos (;) , rsm(r), 0)

silindir egrisini géz oniine alalm. Biz biliyoruz ki R® uzayinda her silindir bir dogrusal
yiizeydir. Buda dogrusal ylizey olma sartlarin1 saglamasiyla mevcut olur. Yani bu M silindir
yiizeyi i¢in her bir 1(s) noktasinda bu noktadan gegen ana dogruya dik olacak bigimde birim
hizl1 n dayanak egrisi secilirse bu ylizeyi

p: 1 xR — R, ¢(q1,q2) = 1(q1) + 922(q1)

bi¢iminde tanimli bir ¢ doniisiimiiyle verebiliriz [8].
(rcos (%) , rsin(g), 0) silindir egrisi birim hizl1 bir egri olup her n(s) noktasinda bu noktadan

gecen dogrultmana diktir.

_ ()

e(s) e

esitligiyle tanimli e vektdr alan1 goz ontine alinarak ¢ (q4,q,) = 1(q1) + q2e(qy) esitligiyle
tamiml1 ¢ déniisiimii i¢in @ (R?) = M oldugu hemen goriiliir. Dolayisiyla

©(q1,92) = n(q1) + qze(q1) = (rcos (%) ,Isin (%) ) QZ)

olur.

T(s) =1'(s) = (—Si“ G) ,€oS G) ’O)n@

Z(n(s)) =T(s) x e(s) = (COS G) ,Sin G) ’ O)n(s)

olmak tizere {T (s),e(s),Z (77 (s))} kiimesi, 17 nin her bir n(s) noktasinda ortonormal bir taban
olur. e(s) vektdriiniin e(s) = (0,0, 1), biciminde yazilabilecegi agiktir.

a=<T'e> b=<T',Zom> c=<e',Zon >

esitlikleriyle tanimlanan a, b, c, fonksiyonlarini asagidaki gibi bulabiliriz.
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Dolayistyla
1s) = ~2{ees(2)5n(2).0)

oldugundan

a(s) =<T'(s),e(s) >=< —%(cos (;),sin (;),0),(0,0,1) >=0

olur.

Benzer sekilde

b(s) = <T'(s),Z(n(s)) >

- < Heos()osn(9.0).feos 0o (2).0) >

-l
T

ve

c(s) =< e’(s),Z(n(s)) >

S

=< (0,0,0), (cos (;) ,sin (;) , O) >
=0

oldugu goriiliir.

Bu ylizeyin n(s) noktasindan gecen ana dogru iizerindeki merkez noktasi

B a(s)
§(s) =n(s)+ me(s)

esitligiyle belirli ¢ (s) noktasidir. Burada verilen yiizey igin

a(s) 0
a?(s) + c2(s) 0

oldugundan merkez noktasi belirsizdir. Yani dogrultman iistiindeki her bir nokta merkez
nokta olarak alinirken silindirin dik kesiti olan her cember de striksiyon ¢izgisi olarak

alinabilir.
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Ayrica bir dogrusal yiizeyin agilabilir olmasi i¢in ¢ = 0 olmasinin gerekli ve yeterli
kosul oldugunu vermistik. Burada verilen dogrusal yiizey i¢in ¢ = 0 oldugundan silindir
yiizeyi agilabilir bir ylizeydir. Yani bu silindir bir diizlem tizerine agilabilir.

Gauss egriligi a, b, ¢, fonksiyonlari cinsinden

—c*(q4)

=0
2
(1 — 2qa(qq) + qz2%a*(q1) + QZZCZ(%))

K(o@) =

seklinde bulunur. Yani verilen yilizeyin Gauss egriligi sifirdir.

c(s)

RO EEI0)

esitligiyle belirli d(s) sayisina 7(s) noktasindan gegen ana dogruya iliskin dagilma
parametresi adi verilmisti. Yukarida ¢ = 0 oldugundan d = 0 oldugu goriiliir. Burada verilen
yiizey i¢in her bir ana dogruya iliskin dagilma parametresi sifirdir.

Bu yiizeyin ortalama egriligi asagidaki gibi hesaplanabilir.

01(q) = n'(q1) + q2¢'(q1)

= (=sin (%) , cos (%) ' D@

©2(q) =e(q1) =(0,0,1)yq

oldugundan

E(@ = <@1(@)e:1(q) >

- < (csn (2 con(12).0). (s (%), cos (2).0) >

=1

F(@) = <¢1(q),92(q) >
=< (—sin (%) , COS (%) , 0) ,(0,0,1) >

=0
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G(q) = < 92(q), (@) >
=<(0,0,1),(0,0,1) >

=1
olur.
Buradan
¢1(q) X 92(q) = (cos (%) ,sin (%) , 0)
ve
llo1(q) X p2(g)|Il = 1
oldugundan
_ 01(q) X 92(q)
20@) = 1o @ x 0@
_ (eos(®) sn(2).0)
- 1
= (cos (—1),sin (%) 0)
elde edilir.
Ayrica
011(q) = —%(cos (%) ,sin (%) ) 0)
®12(9) =0
®22(q9) =0
oldugundan

L(q) =< Z(p(@) ¢11(q) >

- < (cos (1), (2).0).~(eos(2). 5 (2).0) >

1

r
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M(q) = < Z(¢(q)), 912(q) >

=<Z(p(q)),0>

=0

N(q) =<Z(¢(q)), 922(q) >

=<Z(p(q)),0>

=0
bulunur.
Buna gore
EN 4+ GL — 2FM
H(p(q) = 2Ty @

esitligi gdz Oniine alinirsa,

1.0 - 200 + 1.(—3)
i = 2.(1.1-0)

elde edilir.
Silindir yiizeyinin Gauss egriligi ise

LN — M?

Ko@) = ge=Fz

esitligi kullanilirsa,

(-3

K =
1.1-0

=0

olarak bulunur.

30



Simdi ise P:R? — R3, y = (x%cos(x1),x2sin(x1),hx!) fonksiyonu ile verilen
helikoid yiizeyini goz Oniine alalim. Bu yiizeyi, her bir 1(s) noktasinda, bu noktadan gecen
ana dogruya dik olacak bi¢gimde birim hizl1 bir  dayanak egrisi segerek

¢(q1,92) = 1(q1) + q2e(q1)
seklinde tanimli bir ¢ dontisiimiiyle verebiliriz [8].
Yani verilen yiizeyi,

¥(4q1,92) = (0,0,hqy) + g,(cos(qq), sin(q1),0)

seklinde yazabiliriz. Burada n(s) = (0,0,s) egrisini gz oniline alalm. s = hq; oldugunda
n(s) noktasina karsilik gelen ana dogruyu belirten vektor (cos(q;),sin(q;),0) vektoridiir.
Bagka bir ifadeyle (cos(3),sin(;),0) vektbriidir. O halde e(s) = (cos(3),sin(;),0) olarak
alinabilir. n'(s) = (0,0,1) oldugundan < n'(s),e(s) >= 0 bulunur. Buna gore n egrisi
ornekte istenilen kosullart saglayan bir egri olur.

Sonug olarak

¢(q1,92) = (0,0,41) + g2 (cos(}), sin(;),0)
yazilabilir.
Burada

T(s) =n'(s) = (0,0,1)

e(s) = (cos(%),sin(%),O)

Z(r](s)) =T(s) X e(s) = (—sin (%) , cos(%),O)

olmak iizere {T (s),e(s), Z (77 (s))} kiimesi, 1 nin her bir n(s) noktasinda ortonormal bir taban
olur.

Bu helikoid egrisinina =< T',e >, b =< T',Zon >, ¢ =< e’,Zon > esitlikleriyle
tanimlanan a, b, ¢, fonksiyonlarini asagidaki gibi bulabiliriz.

Burada T'(s) = (0,0, 0) oldugundan
a(s) =<T'(s),e(s)>=0

yazilabilir.
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Benzer sekilde

b(s) =<T'(s),Z(n(s)) >= 0
ve

c(s) =<e'(s),Z(n(s)) >= +
elde edilir.

Bu ylizeyin 1(s) noktasindan gecen ana dogru iizerindeki merkez noktasi

B a(s)
§(s) =n(s) + me(s)

esitligiyle belirli £(s) noktasidir. Burada verilen yiizey i¢in

a(s) h
a2(s) + c2(s)

oldugundan merkez nokta n(s) noktasidir. n(s) = ¢(s, 0) oldugu aciktir. O halde her bir ana
dogru iistiindeki merkez nokta, bu ana dogru ile oy® —ekseninin orta noktasidir. Striksiyon
cizgisi ise oy —eksenidir.

Bir dogrusal yiizeyin acilabilir olmasi i¢in ¢ = 0 olmasinin gerekli ve yeterli kosul

oldugunu vermistik. Burada verilen dogrusal yiizey i¢in ¢ # 0 oldugundan bu yiizey agilabilir
yiizey degildir.

Simdi ise Gauss egriligine bakalim.

Gerekli hesaplamalar yapilirsa

—c*(q4) _ —h?
-
(1 - 2q2a(q1) + q22a2(q:) + q2c2(qy))” (W2 + 22"

K(o(@) =

elde edilir.

Bu helikoid egrisinin dagilma parametresi i¢in sunu soyleyebiliriz:

_ c(s) PTION . e o cle 1.
d(s) = prrE T esitligiyle belirli d(s) sayisina, n(s) noktasindan gecen ana dogruya iliskin
dagilma parametresi ad1 verilmisti. c(s) = % ve a = 0 oldugundan d(s) = h bulunur.

Burada verilen ylizey icin her bir ana dogruya iliskin dagilma parametresi h sayisidir
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4. BOLUM

4.1. Izotropik Uzayda Dogrusal Yiizeyler

Bu boliimde I3 de dogrusal yiizeylerde temel egrinin frenet vektorlerini elde etmeyi
amagliyoruz. Bunun igin I3 de bir yay-uzunlugu egrisi @ = a(s) ve a nmn Frenet {i¢ yiizliisii
{V;,V,, V3} olsun. Bu nedenle dogrusal yiizeyler 3-tipe sahiptir:

r(s,t) = a(s) + tVi(s) (4.1.1)
r(s,t) = a(s) + tV,(s) (4.1.2)
r(s,t) = a(s) + tVz(s) (4.1.3)

(4.1.1) ve (4.1.2) tarafindan verilen dogrusal yiizeyler sirasiyla developable tegeti ve @ nin
asli normal ylizeyi olarak adlandirilir. (4.1.3) tarafindan verilen dogrusal yiizeylerin
admissible oldugunu diisiinebiliriz. Bu nedenle, bunlarin yerine asagidaki dogrusal yiizeyi géz
Oniine alabiliriz:

r(s,t) = ta(s) + V5(s) (4.1.4)

Oyle ki V; iin son noktasindaki tepe ile genellestirilmis bir konidir. I3 de a = a(s) yay-
uzunlugunun bir teget developable yiizeyi M olsun. Bu nedenle

r(s,t) = a(s) +tVi(s) (4.1.5)
yazariz.
M developable tegeti yiizeyinin birinci ve ikinci temel form bilesenlerini hesaplayalim.
r(s,t) = a(s) + tVi(s)
oldugundan
. =a'(s) +tV,'(s)
=T+ t(K.N)

= (1,tX,0)
T't == 0 + V]_(S)
=T

= (1,0,0)
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s = T '+ t(K.N")
= ¥.N + tK(=XT + 1B)

= K.N —tK2T + tK1B

= (—t?CZ,JC,tJCT)
e = (0,0,0)
e = 0+K.N

= ¥X.N

= (0,%,0)

elde edilir.
Simdi de E, F, G ve L, M, N ifadelerini bulalim.
E=<r,1rn>
=< (T+t(K.N)), (T+t(¥.N)) >

=1+ (tK)?

F=< 5,1t >
=< (1,t%,0),(1,0,0) >

=1

G=<r,1r>

=<(1,0,0),(1,0,0) >

=1

34



Ts X Tt

Z(r(s)) = |

| 75 X 1¢]]
esitligini kullanarak Z (r(s)) hesaplayalim. Bu durumda

s X1, = (0,0, -tK)

ve
1
175 X 7el] = =
oldugundan
(0,0, -tK)
Z = —
() = =
=(0,0,-1)
bulunur.

L =<Z(r(s)), rs>

=< (0,0,—-1), (—tK2 %, tK1) >

= —tKr
M=x< Z(r(s)), Tor >
=< (0,0,—-1), (0,%,0) >
=0
N =< Z(r(s)), T >
=< (0,0,—-1), (0,0,0) >

=0

Simdi de M developable tegeti ylizeyinin Ortalama ve Gauss egriliklerini hesaplayalim.
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Bu durumda

_ EN+GL - 2FM
~ 2(EG—F?)

0+ (~tK1) -0
214+ (K2 -1)

_ —tKt
- 2(tx0)?

T

2tK

_ LN—M?
EG — F?

_0-0
- (tK0)?

=0

elde edilir.

Dolayistyla M nin birinci ve ikinci temel formun bilesenleri
E=1+(tK)*, F=G=1 (4.1.6)
ve
L=—-tKt, M=N=0 (4.1.7)
dir.

(4.1.6) ve (4.1.7) ile yukaridaki hesaplamalardan da

K=0ve H= —é (4.1.8)

oldugu goriiliir.

Bu nedenle asagidaki sonuglar gegerlidir.
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Teorem 4.1.1. M, I3 de (4.1.1) tarafindan verilen bir dogrusal yiizeyi olsun. O halde
asagidaki maddeler gecerli olur:

i) M yiizeyi izotropik flat’dir.

1) M ylizeyinin minimal izotropik olmasi igin gerek ve yeter sart taban egrisinin
izotropik olmayan bir diizlemde bulunmasidir.

1ii) M yiizeyi sifirdan farkli sabit izotropik ortalama egriligine sahip degildir [25].

Ispat: (4.1.8) goz oniine almirsa M yiizeyinin izotropik flat oldugu asikardir. Tekrar
(4.1.8) ifadesinden goriiliir ki; H = 0 olmasi icin gerek ve yeter sart T = 0 olmasidir. Bu da
teoremin ikinci maddesini gerektirir. Teoremin son maddesi i¢in (4.1.8) in ikinci kisminda t
bagimsiz bir degisken oldugundan H ortalama egriligi (s, t) nin biitiin degerleri i¢in sifirdan
farkl1 bir sabit asla olamaz.

Farz edelim ki bu M, I3 de @ = a(s) bir yay-uzunlugu egrisinin bir asli yiizeyidir. Bu
nedenle biz

r(s,t) = a(s) + tV,(s) (4.1.9)
yazabiliriz.
M yiizeyinin temel formlarin bilesenleri

E = (1-tK)?+ (tr)?

F=0 (4.1.10)
G=1
ve
I 2,TN1ar2
L W[tr t (3()7( ]
T
M = — (4.1.11)
N=0

seklinde bulunur.
Burada
W = EG — F?
= (1 —tK)? + (t1)?

dir.
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(4.1.10) ve (4.1.11) den M yiizeyinin Gauss ve ortalama egriliklerini

K=" ve H=—-1[t(2)K2 -1 (4.1.12)
w* w3 b e o
olarak hesaplariz.
Teorem 4.1.2. r(s,t) = a(s) + tV,(s) seklinde verilen bir M asli normal yiizeyi i¢in:

i) M nin izotropik flat olmasi i¢in gerek ve yeter sart taban egrisinin izotropik olmayan
bir diizlemde bulunmasidir.

i) M nin minimal izotropik olmasi igin gerek ve yeter sart taban egrisinin bir helis
egrisi olmasidir [25].

Ispat: (4.1.12) esitlikleri gbz oniine alimirsa teoremin birinci maddesinin saglandig
acikea goriillir. Teoremin ikinci maddesi i¢in (4.1.12) esitliginin ikinci kismi ele alinirsa H=0
olmasi i¢in

tC)' K2 —7' =0 (4.1.13)
olmas gerektigi goriiliir.
(4.1.13) esitliginden gerekli islemler yapilirsa
Ty ko .
(Q) =0, A sabit (4.1.14)

bulunur. Eger (4.1.13) de (4.1.14) birlikte goz Oniine alinirsa 7 = sabit oldugu goriiliir.
Ayrica (4.1.14) den K = sabit ve 7 = sabit elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi de
r(s,t) = ta(s) + V3(s) (4.1.15)
tarafindan parametrelendirilen I3 de genellestirilmis bir M konisini goz dniine alalim. Burada
3 (o]
a(s) = X, i(sWi(s) , Li(s) € C (4.1.16)

olarak belirtilir.
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O halde M i¢in birinci ve ikinci temel formun bilesenleri

E = t?
F=1t\ (4.1.17)
G= 3 A2
i=1
ve
L = _ﬂ
w
M=0 (4.1.18)
N=0
seklinde hesaplanir.
Burada
W = t2(1,% + A3%)
dir.
(4.1.17) ve (4.1.18) den M ylizeyi i¢in Gauss ve ortalama egrilikleri
1 2 3,
K=0ve H= 5[l :}czizlzi ] (4.1.19)

olarak bulunur.

Teorem 4.1.3. I3 de r(s,t) = ta(s) + V5(s) seklinde verilen bir dogrusal yiizey M
olsun. O halde M yiizeyi i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir.

1) M yiizeyi izotropik flat’dir.

i) M yiizeyinin minimal izotropik olmasi i¢in gerek ve yeter sart taban egrisinin bir
oskiilator egri olmasidir [25].

Ispat: (4.1.19) esitlikleri gdz oniine alinirsa teoremin birinci maddesinin saglandig
acikca goriiliir. Ayrica, eger H = 0 ise (4.1.19) dan A; = 0 elde edilir. Bu (4.1.16) esitliginde
g0z Oniine alinirsa

a(s) = A1 ($)V1(s) + A2(s)V2(s)
olarak yazilir.

Oyle ki bu son ifadeden a(s) taban egrisinin a nin oskiilator diizleminde bulundugunu
sOyleyebiliriz. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.
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