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OZET
Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde; bazi temel tanimlar ve teoremler verildi.
Ikinci boliimde; Diizlemsel izotrop Geometriler ve Invaryantlar incelendi.
Ucgiincii boliimde; Izotrop diizlemin Elementer Geometrisi verildi.

Dérdiincii boliimde ise Izotrop Diizlemde Cesitli Cemberler arasindaki lineer

bagintilar aragtirildi.

Anahtar Kelimeler: Projektif Geometri, Izotrop Geometri, Cayley-Klein

Geometrisi



SUMMARY

Elemantry Geometry of Isotrop Plane and Invariants

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter; some fundemental definitions and theorems are given.
In the second chapter; Isotrop plane geometry and invariants are examined.
In the third chapter; Elemantary geometry of 1sotrop plane is given.

In the foruth chapter, Linear relations between the various circles in the isotrop
plane are investigated.

Key Words: Projektive Geometry, isotrop Geometry, Cayley-Klein Geometry
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GIRIS
Uzunca yillar Oklid geometrisi bilim diinyasina hakim olmasina ragmen 1800°lii
yillarin sonlarma dogru Oklid olmayan geometri kavramlari ¢alisilmaya baslandi. Bu

calismalarin onciisii Cayley ve Klein dir. Bu nedenle Oklid olmayan geometriler

Cayley-Klein geometrisi olarak adlandirilir.

Ik izotrop diizlem kavrami E. Study ile bir siire sonra da H. Beck tarafindan
verilmistir. Sonralar1 da L. Berwald, C. Moore, D. Fog, St. Glass, S. di Noi bu konuyu
arastirmislardir. Izotrop diizlemin elementer ve diferansiyel geometrisi K. Strubecker
tarafindan gelistirilmistir. Daha sonra H. Braune, U. Graf, S. Griiner, J. Griinwald, G.
Kowalewski, J. Lang, B. Pavkovig, E. Kruppa, W. Rath, O. Roschel, W. Vetter, izotrop
geometrinin gelismesinde katkilar1 olmustur.Ayrica I. M. Yaglam, N. M. Makarowa, S.

A. Skopec izotrop geometrisine katkida bulunmuslardir.

H.Sachs da izotrop diizlemin diferansiyel geometrisini sistematik olarak

arastirmigtir.

Bu calismada amacimiz diizlemsel izotrop geometride nokta, dogru, ac1, liggen
ve c¢ember kavramlarimi incelemektir. Bu anlamda c¢alismamiz dort boliimden

olusmaktadir.

Birinci boliimde temel tanim ve teoremler verildi. Ikinci béliimde diizlemsel
izotrop geometriler ve invaryantlar incelendi. Ugiincii boliimde izotrop diizlemde iiggen
ve ¢ember kavramlari aragtirildi. Dordiincii boliimde ise izotrop ¢emberler arasindaki

lineer bagntilar verildi.



I. BOLUM
1.1. Temel Tanim ve Teoremler
Tamm 1.1: G bir climle ve “0” de G de bir i¢ islem olmak {izere asagidaki
aksiyomlar saglantyorsa (G, 0) ikilisine bir grup ad1 verilir [1].
G.1Va, b, ceG igin (aob)oc=ao(boc),
G.2 VaeG icin eoa=a olacak sekilde e € G vardir.

G.3VaeG icin atoa=e olacak sekilde a™ G vardur.

Tanim 1.2: 0:GxG —G olmak iizere Va,beG icin (aoch)eG iken G.1

bagntisi saglaniyorsa (G, o) ikilisine yar1-grup denir [1].

Tamm 1.3: (G, o) bir grup ve U =& olmak iizere U =G olsun. O zaman
U, UxU tizerinde “0” bagmtisi ile G deki grup aksiyomlarini sagliyorsa, U ya G nin

alt grubu denir.

Ayrica VaeG igin aU =Ua saglaniyorsa U — G alt grubuna normal bélen adi

verilir [1].

Teorem 1.1: U =G, U #J olmak iizere U — G 'nin G de bir alt grup olmasi
i¢in gerek ve yeter sart;

I). Va,beU icin aobeU

ii). VaeU icin a*eU olmasidir [1].

Tamim 1.4: Tanim 1.1°deki aksiyomlara ek olarak Va, be G igin aob =boa
bagintisi saglaniyorsa G grubuna Abel (degisimli) grup denir [1].

Tamm 1.5: M bostan farkli bir ciimle olsun. f:M — M (birebir ve orten)

fonksiyonuna M de bir permiitasyon ad1 verilir [1].

Teorem 1.2: M bir ciimle ve 7 da M nin transformasyonlarinin ciimlesi olsun.

Eger baginti, doniisiimlerin ardigik uygulamasi (bilesimi) olarak alinirsa 7 bir gruptur.

Ayrica 7 = Aut(M) de M nin otomorfizmler grubudur [1].



Ispat: T, T,er olsun. T,ol, =T ile gosterelim. T,ol, birebir-érten
doniistimlerin bileskesi M iizerinde yine birebir-orten doniisimdiir. Yani, T,oT, €7

olmak lzere

x =Yy iken.

dir.

Ayrica;

T (T.(x) # T (T.(v))
yazilabilir.

Simdi G, —G; aksiyomlarimin saglandigini gosterelim:

Gl T,T, T,er ve xeM keyfiolsun.

[(ToT,)oT, J(x) = (T,0T, ) (Ta (%)) =T, (T, (T (x))
[To(T,0T)](x) =T, (0T ) (x) =T (T, (T4 (%))
olur. Burada sag taraflar esit oldugundan sol taraflar da esit olur, yani;
(TloT2 ) ol,=To (Ton3 )
saglanr.

G.2. l:x—>x o0Ozdeslik dontisimii, M nin f{zerine olan bir birebir-6rten

doniligimiidiir, yani |1 ez dir. Bu nedenle loT =T bagintist VT €7 igin saglanir.

Ciinkii xe M oldugundan;
(16T) () =1 (T (x)) =T (x)
olur.

G.3. T er birebir-orten ise T vardir. Burada T de birebir-6rtentir. Yani

T ' erdir. Bunedenle T 0T =1 yazlabilir.



O halde her xe M igin;

(T7T)(x) =T (T (x))=x=1(x)
olur.

Tamim 1.6: Bir M climlesinin transformasyonlarinin bir Y kiimesi M {izerine
olan doniisiimlerin bileske islemine gore olusturdugu bir grup ise Y ye M iizerine bir

transformasyon grubudur denir. Buna gére M {izerine olan transformasyon gruplari

Aut (M )nin otomorfizmler grubunun bir alt grubudur. Buradan Teorem 1.1 geregince

transformasyon gruplart ile ilgili dnemli bir karakterizasyon elde edilir [1].

Teorem 1.3: Bir M ciimlesinin transformasyonlarmin Y cilimlesinin bir

transformasyonlar grubu olmasi i¢in gerek ve yeter sart;
)T, T,eY icin T,oTl,eY
i) TeY icin TeY

olmasidir.

Bir M climlesi ve M iizerindeki transformasyonlarin bir grubu olan Y verilsin.
M nin elemanlar1 noktalar olarak alinirsa, M de bir uzay olarak belirtilir. M nin herhangi
bir F M alt ciimlesine ise resim ad1 verilir.

Tanmm 1.7: TF =F, olmak iizere eger bir T € Y transformasyonu varsa iki
F, F, =M sekline bir Y transformasyon grubuna ait denklik ad: verilir ve F, ~F,

seklinde gosterilir [1].

c C

Fi

Sekil 1.1

Teorem 1.4: M cilimlesinin transformasyonlarinin olusturdugu Y ciimlesinden

alinan resimlerin denkligi bir denklik bagintisidir.



Ispat:
Yansima: F, ~ F, dir.
| €Y olsun. IF =F olup L. 6zdeslik doniisiimiidiir.
Simetri: F, ~F, dir.
O zaman T e Y iken TF, = F, olmak iizere T e ¢ vardir. Ayrica;
TYTR)=TY(FR)=F=T"(F)
elde edilir. O halde F, ~ F, olur.
Gecisme: F ~F, ve F, ~F, olacak sekilde T, T, € Y vardr.

Buradan (T,oT,)(F,)=T,(T,(F,))=T,(F,) =F, olacak sekilde T,oT, €Y' vardir.
Dolaysiyla F, ~ F; olur.
Tamm 1.8: M iizerine olan bir Y transformasyon grubuna ait bir Fc M

resminin bir 6zelligi Y deki herhangi bir transformasyon altinda invariant (degismez)

ise bu 6zellige bir geometrik 6zellik (bir geometrik biiyiikliik) adi verilir.

M {izerindeki cesitli geometrilere ulasmak i¢in miimkiin oldugunca ¢ok

Y < Aut(M) alt gruplarim incelemek gerekir. Aut(M )deki alt gruplari incelemek igin

asagidaki yontem verilebilir.

M {izerine olan Y transformasyon grubuna ait K <M resmi bir mutlak resim

olarak adlandirilsin.

Tanmm 1.9: T, M {izerindeki bir transformasyon olsun ve K <M bir mutlak
resim olsun. Eger TK =K esitligi kiimeler teorisindeki anlamda gegerli ise T ye M

uzerinde bir otomorfizm denir.

Teoerm 1.5: K< M ye ait biitiin otomorfizmler ciimlesi Aut(M) nin bir alt

gurubudur.

Ispat: Teorem 1.3 goz 6niine alinsin.

Burada, K ya ait otomorfizmlerin ciimlesi Aut ( K) ile gosterilsin.



I. T,, T, € Aut(K) olsun. Bu durumda T,oT, K ya ait bir otomorfizmdir, ¢iinkii

T,oT,, M iizerinde bir transformasyondur ve asagidakiler gecerlidir:

PeK=T,(p)eK=T,(T,(p))eK=(T,0ol,)(p)eK

qeK=T,(0)gK=T,(T,(a))e K =(T,0T,)(q) K

Il. TeAut(K) olsun. Bu durumda T ve T, M iizerinde birer

transformasyondur. Simdi T e Aut(K) oldugunu gdsterelim:

peK keyfi olsun. Bu durumda T(r)=p olacak sekilde r e K vardir. Bu T
nin birebir-ortenligi ve T e Aut(K) olmasi nedeniyle mevcuttur. Buradan T~ (p)=r

elde edilir. Yani T, K nin her noktasini K daki bir noktaya resmeder. Benzer sekilde;

qeK iken T™(q)eK
oldugu gosterilebilir.
Ornek 1.1: P,(K) ile K cismi iizerinde “n-boyutlu projektif uzay” ve PGL(P,)
ile de P (K)mn projektif grubunu gosterelim. Izdiigiimler birebir eslesmeler
oldugundan, 6rnek olarak (F’n PGL (Pn)) bir grup olusturur. Bu projektif geometriye

bir ornektir.

Ornek 1.2: P,(K) da ilk olarak mutlak resim (ideal goriinti) bir H

hiperdiizlemi olarak segilirse %: A, climlesi n-boyutlu “afin uzay” olarak adlandirilir.
H daki otomorfizmler olan izdiistimler;
AGL < PGL
seklinde gosterebilecegimiz bir alt grubu olustururlar.
(Aﬂ AGL(A])) grup geometrisine “afin geometri” denir. Burada bélme orani
bir geometrik biiyiikliik 6rnegidir.

M iizerindeki Y transformasyon grubunun bir alt ciimlesi yani uc Y olsun.

(M, u) ve (M, Y) geometriler olarak goz oniine alimrsa (M, Y)nin her geometrik



biyiikliigii (M, u)nun da bir geometrik biiyiikigidir, fakat uc Y olmasma karsmn
tersi dogru degildir. (M, u) yeni bir ifadeyi ortaya ¢ikarir, dyle ki bu ifade (M, Y)de
gecerli olmaz. Yani (M, u) daha ¢ok geometrik Ozelliklere sahiptir. Bu nedenle
(M : u)yu (M , Y) den daha iist geometrik olarak belirtebiliriz. Ornegin bélme oran1 bir
afin degismezdir (ve (M, u)ya aittir) ancak projektif degismez degildir. Ancak ¢ifte
oran bir projektif degismezdir ve ayn1 zamanda bir afin degismezdir.

Teorem 1.6: M fizerine olan bir Y transformasyon grubunun her u alt grubuna

(M, Y) geometrisinin bir (M, u) iist geometrisi karsihk gelir. (M, u) degismezler

ve ifadeler bakimindan (M, Y) den daha zengindir.



II. BOLUM

2.1. Diizlemsel izotrop Geometriler ve invaryantlar
Burada n-boyutlu P, (R) projektif uzaymi gz 6niine alalim. Projektif koordinat
sisteminde P nin noktalarinin koordinatlart homojen ve trivial olmayan koordinatlar

olmak iizere (X, i, X, 5,...,: X, ) seklinde (n+1)lilerle gosterilir.
Bu sekilde alinan (X0 D A Xn) koordinatlarina projektif koordinatlar denir.
Bir H hiperdiizleminin belirlenmesinden sonra A, = % afin uzaymna geg¢ildiginde

noktalarn  koordinatlari (51, §2,...,§n) sirali  n-lisiyle  gosterilir.  Burada

Tanim 2.1: T : A, — A, transformasyonlarinin ciimlesini géz 6niine alalim;

[ai, coaa, ] degiskenleri  bagimsiz  iken ¢ analitik  fonksiyonu

&, &,...¢,, a,...,a, bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonu ise;

£ =0 (Gl Bnd) (=1 2,.) 21)

ciimlesine r-pargali ciimle denir. Buradaki a,...,a, degiskenlerine transformasyon

climlesinin parametreleri denir. Eger (2.1) bir transformasyon grubu ise bu

transformasyon ciimlesine r-parcali “Lie Grubu” denir.

Ornek 2.1: P, deki bir projektif koordinat sistemi ile ilgili olarak;

pYi:Zn:aikxk i=0,12,..n Det(a)=0, p#0 (2.2)

k=0
projektiviteleri PGL(Pn) transformasyon grubunu olusturur. Bu grubun eleman sayisi
n(n+2) dir. Ayrica (a,) matrisi (n+1)° elemana sahiptir. Ancak bu matris
(n +l)2 —1 eleman ile belirlenir. Ornegin;
Ay, =1

alinabilir.



Det(a, )#0 olmas: serbest parametre sayisinin azalmadigini gosterir. Ciinkii

0, goz Oniine alinirsa;

Det(a, )=1#0

dir.

Ornek 2.2: A, deki bir koordinat sistemi ile ilgili olarak;

&=a +Zn:aik§k, i=12..,n Det(a)=0 (2.3)

afiniteleri AGL(A,) afin grubunu olusturur. Bu grubun eleman sayist n(n+1)dir. n®

parametresi (&, ) matrisinden, n parametresi de (&,) vektdriinden dolay: almmaktadur.
Simdi P, (IR)nin projektiviteler grubunun 8 elemanli dzel bir alt grubunu tespit
edelim. Bu grup;

PXg = 8goXg + 8y X + 85X,
PX = 8yXy + 8% +8;,X,, Det(aik ) #0 (2.4)

PXy =8y Xy + 8y X + 85X,
seklinde belirlenebilir.

Ayrica P,de bir f projektif dogrusunu ve bunun iizerinde bulunan bir F e f

noktasini Cayley-Klein geometrinin bir resmi olarak alabiliriz.

Tanmm 2.2: {f, F} mutlak seklinin projektif otomorfizmler grubuna “genel

1zotrop benzerlik grubu” denir ve Y ile gosterilir.

P, ..
Burada IZZTZ olsun. Bu durumda (I,, Y,) geometrisine “genel diizlemsel

izotrop benzerlik geometrisi” ad1 verilir.



Teorem 2.1: Bir afin koordinat sisteminde genel izotrop benzerlik grubu;

X =a+ px
pq#0 (2.5)
y =b+cx+qy

formunda belirlenir. Burada x, y, X, ¥ afin koordinatlardir. Bu transformasyonlar grubu
5-terimlidir.

Ispat: P, de f, x,=0 tarafindan belirlenecek sekilde bir projektif koordinat
sistemi segelim, F nin projektif koordinatlar1 F =(O:O:1) seklindedir. f dogrusu A,

afin diizleminin projektif sonsuzdaki ideal dogrusu olarak secilir. F, {X, y} afin

koordinat sisteminin y-ekseninin sonsuzdaki noktasi olur. (2.4)deki biitiin

projektivitelerde X, =0dur, dolayisiyla X, =0 saglanir ve a,, =a,, =0 olur.

Transforme olan noktalar (0:1:0) ve (0:0:1) seklindedir. O halde F,

doniisiimiin sabit noktas1 olmak zorundadir. Burada a, =0 saglanir. Boylece su elde

edilir:
PXy = 8gXg
PX =Xy + 83X gy, &y By %0
PXy = 8yXy + 8y X + 85X,

(2.6)

Eger buradan afin koordinatlara gegilirse (2.5)’deki baginti elde edilir. Yani;

%::aiﬂ:: p; S0 oy Bug 22
890 B0 890 8o 890

degerleri (2.6) da yerine yazilirsa (2.5) elde edilir. Burada pq= aﬂ—?zz # 0 bagintis1 a, b,
8

0

C, p, q .gibi 5-serbest parametreye baglidir. Bu transformasyonlar bir grup olusturur.

Tamim 2.3: f dogrusuna ideal dogru, F noktasina da ideal nokta denir. Bir f afin

dogrusu F yi sonsuzdaki nokta olarak iizerinde bulunduruyorsa izotrop dogru adini alir.

A = B noktalar1 ayn1 izotrop dogru {izerinde iseler bunlar paraleldirler denir.

10



Uyarilar:

1. Tanmm 2.3°de verilen kavramlar geometrik Karakterlerdir. Y. in

transformasyonlar1 F sabit noktasina sahiptirler. '’ nin iizerinde bulundugu bir dogru

doniistimde de {iizerinde bulunma durumunu korur. Bu nedenle izotrop dogru kavrami

da Y,-invarianttir. Benzer sekilde paralel nokta kavramu da (1,, Y,) geometrisine ait
geometrik bir kavramdir.

2. Geometrik durumu agiklamak igin genellikle Teorem 2.1°in ispatinda
{U; x, y} afin koordinat sistemi uygulanir. Burada biz 6zellikle Kartezyen sag (pozitif

olarak alacagiz)- sistemle aciklayacagiz ve standart koordinat sistemi olarak alacagiz.
Izotrop dogrular y-ekseninin paralel dogrular demetini olustururlar. Sekil 2.1 de iki

paralel nokta A ve B, ile gosterilmistir. Sekil 2.2 aymi durumun izdigiimiinii

gostermektedir.

F Va
f le.

o A

Sekil 2.1

Sekil 2.2

11



3. Yukaridaki anlamda ilk izotrop diizlem kavrami E. Study ile bir siire sonra da
H. Beck tarafindan verilmistir. Sonralar1 da L. Berwald, C. Moore, D. Fog, St. Glass, S.
di Noi bu konuyu arastirmislardir. Izotrop diizlemin elementer ve diferansiyel
geometrisi K. Strubecker tarafindan gelistirilmistir. Daha sonra H. Braune, U. Graf, S.
Griiner, J. Griinwald, G. Kowalewski, J. Lang, B. Pavkovig, E. Kruppa, W. Rath, O.
Roschel, W. Vetter, izotrop geometrinin gelismesinde katkilar1 olmustur. I. M. Yaglam,

N. M. Makarowa, S. A. Skopec izotrop geometrisine katkida bulunmuslardir.

Paralel olmayan A(a,, a,), B(b,, b,) noktalari i¢in d (A, B) izotrop uzakligini

inceleyelim. A, B paralel olmadiklarindan a, # b, dir.
X =a+ px
pg=0 (2.5)
y =b+cx+qy

(X, y benzer sekilde X, Yy afin koordinatlar1 gosteriyor ise doniisiim grubu 5

terimlidir).

d (A, B) =b, —a, seklinde tanimlanirsa;,

d(A B)=h-a =a+pb—(a+pa)=pd(A B)
bulunur.

Yani d invariant degil, ancak Y, e kars1 bir relatif invarianttir. Bdylece su tanim

verilebilir:

Tammm 2.4: Bir | biyikligine, (2.1) transformasyon grubunun bir

transformasyonunun uygulanmasiyla;

I=f(a,a,..a)l (2.7)

seklinde transforme edilmis ise I ya bir relatif invaryant denir (Burada

f, a, a,,...,a nin bir fonksiyonudur).
f =1 ise bir mutlak invariant elde edilir.

p=1icin d (A, B) bir invarianttir.
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Teorem 2.2:

X=a+X
q=0 (2.8)
y=b+cx+qy

formundaki biitiin transformasyonlar 4-terimli bir L, < Y, alt grubunu olustururlar. Bu

grup uzaklig1 koruyan benzerliktir.
d(A B)=b-a (2.9)

ifadesi L, e ait bir geometrik biiyiikliiktiir ve paralel olmayan A, B noktalariin izotrop

uzakligi olarak isimlendirilir. (1,, L,) geometrisine “uzakhg koruyan benzerlik

geometrisi” denir.

Ispat: (2.8) transformasyon kiimesi 4 adet a, b, c, q serbest parametreye

baglidir. Grup oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Teorem 1.3l kullanalim:

X=a, +X
T , 0, %0
7:b1+clx+q1y

ve
>=< =a,+X
T,: _ , 0,#0
y=b,+¢,X+0q,y
(2.8) den alinan iki transformasyon olsun. Buna gore T,oT,’i bulmaliyiz. O
halde;

x|l
I

a2 +a1+x
;/:b2+02 (a1+x)+q2 (bl+ClX+qu):(b2+Cz a1+q2b1)+(c2+qzcl)x+q1q2y

elde edilir. Buradaki transformasyonun yapisi nedeniyle ve 0,0, #0 oldugundan T,oT;

bileskesi yine (2.8) transformasyon kiimesine aittir. (2.8)’den bir T~* transformasyon

ele alinirsa;

13



X=—-a+X

b
y=---
q

X+—Y

oo
Qo |-

Elde edilir. Boylece bu da (2.8)e aittir.

Sonuclar

1. Izotrop diizlemin paralel olmayan iki A, B noktasi arasindaki uzaklik
yonliidiir. Ciinkai,

d(B, A)=a -b =—(b-a)=—d(A B)
dir.

2. Paralel noktalar i¢in (2.9) uzaklik formiiliinden daima d uzakligi d =0dur.
Yani farkli paralel noktalar arasindaki uzaklik sifirdir. Eger paralel olmayan iki nokta

arasindaki uzaklik sifir ise bunlar ¢akisiktir. Diger bir deyisle, A ile B paralel degil ve
d(A, B):O ise A=B dur.

3. (25)den yalmz d(A B)=|b—a| mn invariant oldugu her bir
transformasyonu ayirmak istersek p =—1 olmasi da s6z konusudur.

Fakat p=-1 ise;

X

a—Xx
(2.10)
y=b+cx+qy, q=0
seklinde baska transformasyon elde edilir, bu transformasyonlar bir grup olusturmaz.

O halde bir dogru pargasinin yon isareti (2.10) da degisir. Bu transformasyon
uzakliklar1 koruyan benzerlik olarak gosterilir.

N. M. Makarova (2.8) ve (2.10) tipindeki transformasyonlar ctimlesinin ikinci
tipten benzerlik transformasyonlar1 olarak isimlendirilmistir.

A(a, a,), B(a,=h, b,) iki paralel nokta olsun. O zaman s(A, B)=b, -a,

biiytikliigiiniin Y. de nasil bir davranis gosterdigini arastiralim.
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Distans d(A B) (uzaklik) (=b-a)

Spann s(A B)  (uzunluk) (=b,-a,)

(2.5)den dolay1, a, =b, oldugundan uzunluk;

s(A B)=b,-a, (2.11)

olur.

s(A, B)=b,—-a, =b+ch +qb, —(b+ca, +qa,)

:q(bz_az)
=qs(A B)

q=1=s ( A, I§) =s(A, B) invaryantlik mutlak invaryantlik olur.

Teorem 2.3:

X =a+ px
, p#0 (2.12)
y=b+cx+y

bigimindeki biitiin transformasyonlar 4-elemanlt y, — Y, alt grubunu olustururlar. Bu
grup uzunlugu koruyan izotrop benzerliktir.
s(A B)=b,—a, (A, B paralel noktalar) gosterimi y, e ait bir geometrik

buyiikliiktiir. A, B paralel noktalar arasindaki izotrop uzunluk (span) olarak

isimlendirilir. (IZ, ;/4) geometrisine uzunluklar1 (spani) koruyan benzerlik geometrisi
denir.
ispat:

Teorem 2.2°nin ispatina benzer sekilde;

bl

=a, + PX
T,: , p=0

{Y:aﬁ p.X
Tl: —
§:b2+c2x+y

y=b+cXx+ y’

T =T,ol, gosterelim.
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Herhangi T ey, igin T~ €y, bulunmaldir.

Sonuclar:

1. Iki Spanin bdliimii bir Y, invaryanttir, bu ise genel izotrop benzerlik grubu

ifadesini belirlemektedir.

2. Tanitilan d ve s invaryantlari standart Oklid koordinat sistemi ile verilebilir
(Sekil 2.3)

. x AY L B,
B ¢ S(Ai, Bl)
J
AL A
-> > X
u A B'
d(A, B)
Sekil 2.3

A, B paralel olmayan iki nokta olsun. O zaman bu noktalar izotrop

dogrultusunda x-ekseni ftizerine distrilir. Bu izdisimler A', B' olsun. O halde
A', B'nin Oklidsel uzakhg d (A, B) izotrop uzakhigina esittir. A, B, iki paralel nokta
ise bu durumda A, B, arasindaki uzaklik (span) Oklidsel uzakliga esittir.

3. A, B paralel noktalar iken;

s(A B)=0< A=B

V(@ -a) +(b,~a,)" =b,~a,=5(A B)=0
=b,=a,=>A=8B

A=B=5s(A B)=b,-a,=0

L,c Y., y, <Y, alt gruplarmm kesisimi yani, L, "y, yine Y. e ait bir alt

gruptur. g, ile gosterilir.
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Buna gore ¢, =L, Ny, dir. (2.8) ve (2.11) geregince bu grup;
X=a+X
(2.13)
y=b+cx+y
ile belirlenir. Bu doniisiim 3-terimlidir. Bunlar a, b, ¢ serbest parametreleridir. Bu
grubun transformasyonlar: kars1 herhangi iki A, B € |, noktalar1 bir invaryanta sahiptir.
Eger A, B paralel degilse bu invaryant d (A, B)dir. A, B nin paralel olmalar: halinde ise

bu invariant s( A, B)dir.

Tamm 2.5: (2.13) transformasyon grubuna “diizlem izotrop hareketlerinin

grubu” denir.
(1,, ;) geometrisi “diizlem izotrop hareket geometrisi” olarak adlandirilir.

Diizlem izotrop hareket geometrisi Oklidsel hareket geometrisine benzerdir.

Simdi dogru ciftleri i¢in invaryantliklar1 elde edelim. Bu amacla asagidaki

teoremi Ispatlayalim.
Teorem 2.4: Her g c— |, izotrop olmayan dogrusu;
y =UX+V (2.14)

seklinde normal formda gosterilir. Bir genel izotrop benzerliginde izotrop olmayan bir

dogrunun (u, V) dogru koordinatlari ile asagidaki sekilde transforme olur.

p=S+Jy
p P
(2.15)
‘:(b—agj—aﬂquv
p p

formu elde edilir.
Ispat: P, projektif diizlemde bir g dogrusu (X0 X xz) projektif koordinatlar
ile (Uy, U, u,)#(0, 0, 0) olmak iizere;
UpXy +U; X +U,X, =0

seklinde gosterilir.
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g dogrusu F(0:0:1) mutlak noktasindan geger <> u, =0 dur.

Boylece izotrop olmayan dogrular;

u, u
L+Lx+y=0
u2 u2

seklinde gosterilir. Afin koordinat doniisiimii uygulanirsa;

b

u u
L=—u, 2=-v

u U,

degerlerini burada yerine yazarsak;
y =UX+V
elde edilir ki bu da (2.14) denklemidir.
g(u,v)---y=ux+v ye (2.5)deki bir genel izotrop benzerlik goziiyle

bakilabilir. Bu durumda goriintii dogrusu;

g(l, V)---y=ux+Vv
elde edilir.

O halde g ile birlikte g de izotrop dogru degildir. Boylece (2.5)

transformasyonu sdyle olur.

b+cx+ay =U(a+ px)+V

up—-c_ V+Ua-b
q q

, =0

(2.15) formu elde edilir.
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_ _ ¢ q
ug=Op-c=>0=—+—U
p

p

vq:\7+Ua—b:>\7=[b—£aj—aﬂu+qv

P Y

(2.15) ile (2.5) karsilastirildiginda (u, V) dogru koordinatlarinin transformasyon
esitliklerinin y, benzerlik grubunun déniisiim esitlikleri ile ayn1 insa yontemine sahip
olduklar1 goriiliir. Dogrularin  doniisiimii  regiilerdir, ¢linkii doniislim matrisinin

qZ
determinanti — = O dur.

P
Tamm 2.6: ,(u,V;), 9,(u, Vv,) izotrop diizlemin izotrop olmayan iki
dogrusu olsun. Bu durumda;
¢=<(9, 9,)=U,—U, (2.16)
gbsterimine bu dogrularin izotop acist denir.

Y. deki bir transformasyonda izotrop olmayan iki g,, g, dogrusunun izotrop

agisl i¢in;

elde edilir. Yani ¢ agis1 Y, e ait bir rolatif invaryanttir. Fakat p=q ise ¢ mutlak
invaryanttir.

Teorem 2.5:

X =a+ px

p=0 (2.17)
y=b+cx+ py

formundaki biitiin transformasyonlar agilar1 koruyan izotrop bir benzerlik olan;

W, cY,

19



seklinde 4-terimli bir alt grup olusturur. Izotrop olmayan iki dogrunun (2.16) daki agisi

W, e ait bir mutlak invaryanttir. (I,, W,) geometirisine diizlemsel “izotrop agilari

koruyan benzerlik geometrisi” denir.
Ispat: Teorem 2.2°deki gibi yapilir.
Sonuclar:
1. Dogru pargasinin uzunluk ol¢iimii gibi ag1 Ol¢limii de izotrop diizlemde
yonlidiir. Ciinkd;
091 6) =t —U, =—(U, ) =—9(9,, 9,)
olur. O halde a¢1 6l¢iimii yonliidiir.

2. izotrop olmayan paralel dogrular i¢in daima ¢ =0 ’dur.

3. Izotrop olmayan iki dogrunun acis1 genel izotrop benzerlik grubuna ait rolatif
invaryanttir. Diger taraftan paralel ve izotrop olmayan dogrular arasindaki iki aginin

boliim (bolme) katsayist bir mutlak Y, invaryanttir.

4. (2.5) den sadece;
(P(gll 92) = |u2 _u1|
in invaryant oldugu transformasyonlar belirlenmek istenirse bu durumda p=-—qde
¢ozlim olarak akla gelir.
X =a— px
p=0 (2.18)
y =b+cx+ py

transformasyonlar1 bir grup olusturmaz. Ama diiz olmayan agilar1 koruyan benzerlik

olarak gosterilebilir.
5. (2.8) ve (2.17) den ve benzer sekilde (2.11) ve (2.17) den sirasiyla;
L, AW, =,
Yo "W, = g,

saglanir.
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Boylece izotrop olmayan dogrularin ¢ agisi da invaryant olarak izotrop hareket

grubuna aittir.

6. Ac1 Olgiisii izotrop diizlemde agik¢a belirlidir ve Oklid diizlemdeki gibi

periyodik degildir. ¢ derece Sl¢iisii olarak degil uzunluk 6l¢iisii olarak alinir.

AY g,
F >
(025(817 Sz)
— 0.
7 ”
S
u —Pl - X
Sekil 2.4

g, ve g, l,deki iki paralel olmayan ve izotrop olmayan dogru olsun. Bu
durumda bunlarin agis1 ¢ ¢ok basit bir sekilde Oklidsel olarak gosterilir (Sekil 2.4>deki
gibi).

Teorem 2.6: S, g, ve S,eg, noktalarmm s(S,, S,) spant (uzunlugu)dur.
Bu iki dogrunun S kesigsme noktasi olmak iizere;

d(S, S,)=d(S, S,)=1
olur.

Ispat: Birinci anlam izotrop karakterdir, bu karakter izotrop;
d(s,S,)=d(S,S,)=k
olsun. ¢ agist;

2)Zs(Sl, S,)

S, S
(0(1 K
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dir. A¢1 dlgiisiinii izotrop uzunluk &lgiisiine geri gotiirmektedir. Bu anlami ispatlamak

icin genelligi bozmaksizin bir g, ve g, dogrularinin S kesisme noktas: koordinat

sisteminin baslangic noktasi olarak secilebilir. Bu iki telemeyle elde edilir ve daha
once var olan izotrop invariantlar1 degistirmez. Ciinkii ¢ =1 i¢in (2.13) izotrop hareket

grubundan elde edilir. Bu halde dogrularin;

denklemlerinden su saglanir;
S,(Lu), S,(Lu,)
yani
?(9, 9,)=U,—u,=5(S,, S,)
olur.

Sekil 2.4’ten agik¢a anlasilmaktadir ki ¢, dogrusu bir izotrop dogruya

doniisiirse @ — oo olacaktir. Donmeler bu nedenle izotrop diizlemde miimkiin degildir.
Iki izotrop olmayan @, (u,V,), 9,(u,, V,) dogrular paralel iseler, u, =u,
saglanir ve @ =0 olur. Bu halde bu iki paralel dogru;
¢ (9 9,)=V, Y (2.19)
izotrop uzaklig1 invariant olarak ortaya koyar. (2.15) geregince u, =U, oldugundan;
(D*(gl' QZ) =V, =V, = q(Vz _Vl) = q(P*(glv gz)
saglanir, yani ¢, y,deki transformasyonlara ait rélatif invarianttir. =1 igin yani, y,
uzunlugu (span) koruyan benzerlik grubundaki transformasyonlar i¢in ¢  bir mutlak

invarianttir. Bdylece ¢ ayn1 zamanda bir g, invarianttir. Hatta iki paralel izotrop

olmayan dogrunun ¢  uzaklig1 bir basit izotrop ve aym sekilde Oklidsel anlamda, Sekil

2.5’te gosterildigi gibi olmasina olanak saglar.
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v

c

Sekil 2.5
@, parlel iki S eg,, S,eg, noktalarmin s(S,, S,) uzunluguna esittir.
Burada ¢, X=X, izotrop dogrusunun segimine bagl degildir. Oklidsel bakista ¢, iKi

S,€0,, S,eg, noktalar1 arasindaki Oklidsel uzakliktir, 8yle ki bu uzaklik y-paralel

herhangi bir koordinat sisteminde bulunur. Bu diisiince Teorem 2.7°de benzer

oldugundan ispat tamamlanir.

Teorem 2.7: g, (X = Xfo)), g, (X = x§°)) izotrop dogrulart;

o=x"~x" (2:20)

L, invariantina sahiptir. ¢, Y e ait rolatif bir invarianttir. Bir izotrop olmayan
dogru ve bir izotrop dogru g.e ait bir invarianta sahip degildir ve dolayisiyla
L,, W, ve Y, e ait bir invarianta sahip degildir.

Ispat:

I. Y. deki transformasyonlardan, gergekten (2.5) geregince;

o=x" -x" =a+px” —a-p” = p(x" - x” )= pp
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saglanir. Yani uzakliklar1 koruyan izotrop benzerlikler icinde @, p=1 i¢in mutlak

invaryanttir.

Il. Son ifadeyi anlamak i¢in gOstermeliyiz ki, verilen izotrop olmayan
9,(u, V), 9,(u, v,) dogrular igin dyle ki g, dogrusu g, iizerine resmeden ve
verilen bir h izotrop dogrusu tamamen sabit birakan bir izotrop hareket daima vardir ve

verilen bir h izotrop dogrusu tamamen sabit izotrop dogrusu x =x® =sabit seklinde

verilmigse Oncelikle (2.13) te a=0 yazmaliyiz. Bununla ve p=q=1 ise (2.15)den

U=c+uU, V=Db+v saglanr.

U, =C+u,, V, =b+Vv, gosterim denklemleri, bdylece ,-transformasyonuna
uygun aranan b ve c katsayilar1 elde edilir ki bu katsayilar yardimiyla g, dogrusu g,

tizerine resmedilir. Bir | invariant1 i¢in bununla g, e ait;

I (h’ gl): I (h’ gz)

dontigiimii saglanir.

Suna dikkat edilmelidir ki, ¢ da bir g, -invarianttir.

Teorem 2.8: Izotrop hareket grubu ., agilari koruyan izotrop benzerligin W,
grubunda bir normal bélendir.
Ispat: Her GeW, transformasyonu i¢in Gg, = »,G esitliginin gegerliligi

gosterilmek tizere;

X =a+ pX X=a +X
G...... , B,.....
y=b+cx+qy y=b+cx+y
X=a,+X
B,..... , By, B, e,
y=Db,+C,x+y

saglansi. Bu durumda;
GoB, =B,0G

yardimuiyla;
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{pa1:a2' G, =G, Cai+pb1:b2+cza}

denklem sistemi olusur. Bu sistem a, b, ¢, p=0 ile belirlidir ve verilen a, b, c, ler

daima a,, b,, c,ler cinsinden tek tiirlii ¢oziilebilirdir ve tersi de dogrudur.

Tamim 2.7: g, izotrop olmayan bir dogru, P ¢ g olsun. Bu durumda P den g ye
olan izotrop normal denilince P den gegen izotrop dogru anlasilir.

Bu tanim geregince izotrop normal tek olarak belirlidir. Tersine olarak, o halde
her g — I, dogrusu her izotrop dogrusuna diktir. Bu tanim, apagiktir ki Y, invarianttir.
Tanimlanan normal ifadesi ve simdiye kadar verilen invariantlar gecerlidir. Diger

invariantlar izotrop diizlemde elde edilirler. Ornek olarak, P( P, pz) noktasinin ¢, €

ait izotrop olmayan g (u, v) dogrusuna uzakligi agiklayalim.

Sekil 2.6

Bunun i¢in, P den g ye olan izotrop normali ve bunun g ile kesisme noktasini S
yi belirleyelim.

s(S, P) spanmi (uzunluk) @, -invarianttir (hatta y, —invariant ve P, izotrop
uzaklik olarak tanimlanabilir (Sekil 2.6).

Analitik olarak;

P, =PF—-up,—Vv (2.21)

seklinde bulunur.
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Bu bolimde son olarak izotrop diizlemde yiizey alaninin tanimi ile
ilgilenilmektedir. Bunun i¢cin a=AB, b=AD vektorleriyle gerilen bir A, B, C, D
paralelkenar1 verilsin. ave b vektdrleri lineer bagimsizdirlar. (2.3) afinitesinin A, B,
C, D noktalarina uygulanmasiyla, & = ¢, vektor doniisiimii icin Detg = Det(aik);tO

saglanir. Buradan;

Det(é, B): Det(a, b).Dety

bagmntis1 saglanir. Det(a, b)=[a, b] seklinde ifade edelim. O halde ozellikle genel

izotrop benzerlik olan;

[5, 5]:[a, b] pq (2.22)
bagintis1 saglanir.

Boylece [a, b] determinanti, Yge ait bir relatif invarianttir, fakat her izotrop
benzerlige kars1 bir mutlak invariant olmasi i¢in ek olarak p.q =1 saglanmalidir.

Tanim 2.8: |, de a ve b tarafindan gerilen bir paralelkenarin izotrop yiizey
alani denilince [a, b] determinant1 anlasilir. Izotrop benzerlige, p.q=1 olmak iizere,
alan1 koruyan izotrop benzerlik denir.

Teorem 2.9: Yiizey alanini koruyan izotrop benzerlikler 4-bilesenli bir f, < Y,

alt grubunu olustururlar. (IZ, f4) geometrisine alani koruyan izotrop benzerlik

geometrisi denir.
Ispat: Teorem 2.2’deki yolla yapilir.
Uyarilar:
1. Olusturulan yiizey alan1 yonliidiir. Cilinkii;
[b.]=~[a, ]
dir. Bu ézellik afin ve Oklid denkleminde de gegerlidir.

2. p=1 q=1 saglandigindan izotrop olan 6zel (,-invarianttir. Buraya kadar

elde edilen diisiincelerin sonucu olarak su teorem verilebilir:
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Teorem 2.10: Izotrop hareketler uzunlugu korur, uzakligi “span”1 korur, acry1
korur, alam1 korur ve ¢ Ve ¢ y1 invariant birakir. Uzunlugu koruyan benzerlikler

acilart korumazlar ve alanlar1 korumazlar. Spann1 koruyan benzerlikler ne uzunluklar

ne agilar1 ve ne de alani korurlar.

Bu teorem gosterir ki, Oklidsel benzerlik geometrisi ve izotrop geometri
arasinda onemli farklilik vardir. Oklid geometrisinde uzunluklar1 koruyan benzerlikler
bilindigi gibi agilar1 ve alanlar1 korur. Cesitli izotrop benzerlikler gruplarma gore
izotrop benzerlikler geometrisi Oklidyen benzerlik geometrisine gore onemli sekil

zenginligine sahiptir.

Izotrop benzerliklerin cesitli tiplerinin sistematik bir incelemesini N. M.

Makrowa 1957 [7] yayinladigi bir makalesinde vermistir.
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IIL. BOLUM
3.1. izotrop Diizlemin Elemanter Geometrisi

[zotrop diizlemin elemanter geometirisi denilince |,deki iiggen ve gember
esaslarmin g, izotrop hareket grubuna goére izahatin1 anlayacagiz. g, grubu simdiye

kadar elde edilen biitliin metrik invariantlar1 gegerli kildigindan bir geometrinin olusumu

icin fevkalade uygundur.
Tanim 3.1: 1, izotrop diizleminde dogrudas olmayan {i¢ noktanin olusturdugu
siralt {A, B, C} kiimesine tiggen denir. A, B, C noktalarina tiggenin koseleri ve
AB=rc, BC=a, CA=Db

de tiggenin kenarlar1 ad1 verilir. Eger bir iicgenin hi¢bir kenar1 izotrop degilse

boyle bir tiggene “kabul edilebilir (uygun) tiggen” diyecegiz.

{A, B, C} sirali oldugundan A— B —C — A siralamasi ile bir anlamda devir

tahsis edilmektedir. Uggen uygun ise, bu durumda;
d(A B)=lc|[, d(B, C)=lal, d(C, A)=]b|
dirve [a]#0, |b|=0, |c[#0 olur. Benzer sekilde yonlendirilmis agilar igin;
a=<x(b, ¢)#0, f=<(c, a)#0, y=<x(a b)=0
olur.

Teorem 3.1: izotrop diizlemin bir uygun iicgeninde ydnlendirilmis kenarlarin

uzunluklari toplam1 ve ayn1 sekilde yonlendirilmis agilarin dlgiileri toplami sifirdir.
Ispat:
I. Ucgenin koselerinin koordinatlar1 A= (ai, az), B= (bl, bz), C= (Cl, C2)

olsun. (2.8)’e gore;

bl=d(C, A)=a ¢,

28



den;
|a]+|b|+|c|=c,—b, +a,—¢, +b,—a, =0
oldugu gortiliir.
I1. Ucgenin kenarlar1 yonlii olduguna gore bunlari vektdr olarak;

AB

(bl_al’ bz_az)
BC=(c,-b, ¢,-b,)

CA=(a-c, 3,-C,)

seklinde alabiliriz. ¢, a, b  birlestirme dogrularinin  u-degerleri
yararlanilarak;
b, —a
u(c)=u(AB)=-—=-—=,
(c)=u(AB)=3 =
u(a):u(BC):CZ_bE
Cl_bl
a,—C
u(b)=u(CA)=—-—=2
(6)-u(cw)- 2=

seklinde bulunur. Bu degerler (2.15)’de yerlerine yazilirsa;

b-a, a -c
=u(c)=u(b)==2 2 P 2’
a=u(c)-u(b) b s & c
c,—hb, b —a
—u(a)- _ 2 M 2’
pru@) )= Ty e
az Cz Cz_bz
7_U(b)_U() a-C C1_b1

olur ve bu degerler yerlerine konur ve hesaplamalar yapilirsa;
a+pf+y=0

oldugu goriiliir.
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Sekil 3.1

Teorem 3.1 izotrop liggen geometrisinin Oklidyen geometriden ¢ok farkl
oldugunu gostermektedir. Sekil 3.1°de bu geometrik hal standart koordinat sisteminde

acik bir sekilde gosterilmektedir.

Tanim 3.2: Bir izotrop ¢ember denilince, P, (IR)de F yi igeren ve F de f mutlak

dogrusuna teget olan 2. dereceden regiiler bir egri anlasilir.

P, projektif diizleminde 2. dereceden regiiler bir egri konik kesiti olarak ifade
edilir ve {F, f} mutlak sekil, mutlak ¢izgisel eleman olarak alinirsa bdylece “izotrop

cember” kisaca mutlak ¢izgisel eleman1 i¢eren bir konik kesiti seklinde tanimlanabilir.

Teorem 3.2: |, izotrop diizleminde, g,e goére izotrop ¢emberlerin bir tig-

parametreli ¢esidi olusur. Bu ise;
y=Rx’+ax+p, R0 ise a, feR (3.1)
ile gosterilir. Her cember;
y=Rx’, R#0 (3.2)

g, —normal formuna doénistiiriilebilir. R, bir g,-invarianttir ve izotrop g¢emberin

yarigap1 olarak isimlendirilir. Her uygun (tam) iiggen bir tek olarak belirli olan bir

izotrop c¢evrel gembere sahiptir.
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ispat:
1. P,(R) de (X, : X, :X,) projektif koordinatlariyla bir 2. dereceden c egrisi;
aooxg + a11X12 + 0{22X22 + 200, XX + 200, XX, +20,%, %, =0 Q; € R *)

seklinde kuadratik bir formda gosterilir. Bu konik F (0 :0: 1) noktasindan gececeginden
(*) da bu degerler yerine konulursa «,, =0 olur. Simdi 2. derece C egrisi ile X, =0

sonsuzdaki dogrusunun kesisme noktasini belirleyelim. «,, =0 oldugundan;
allxiz +20,% X, =0 (**)
(Burada x, =0 olmasi durumunda F noktasi egri iizerindedir)

elde edilir. Burada x, =0 ¢dziimii F(0:0:1) noktasim verir (X, =0, x =0 dan) ki bu

da olmasi1 gerekir. Bu durumda f, ¢ ye F noktasinda tegettir ve f ile ¢ nin F de baska

kesisme noktast yoktur, yani x, =0, yine (**) denkleminin ¢6ziimiidiir. Bu ise sadece

a,, =0 i¢in miimkiindiir. Verilen kuadratik formun katsayilar matrisi;
Hop Ay Ay
A=la, o, O

o, 0 O

Formundadir. «,, =0 olursa Rang A<2 olur ve ¢ 2. dereceden regiiler egri
olmaz. Benzer sekilde ¢, #0 bulunur. Sonu¢ olarak afin koordinatlara gecilirse

oy, # 0 olmak iizere;
Qg + 0 XC + 20, X+ 200,y =0

konik kesit denklemi elde edilir. Burada;
—_=R#0, ——2=q, ——2=7

kisaltmalari yapilirsa (3.1) denklemi elde edilir.
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2. Simdi bir (3.1) ¢emberinin bir g,-Normal formunu inceleyelim, yani (2.12)

izotrop hareketlerinin uygulanmasiyla (3.1)in yapisin1 (sekli) miimkiin oldugunca

basitlestirelim. Verilen R, «, f ile 6nce (3.1)den;

2 2

a a
=R X+— | +f——
y ( ZRJ P 4R

elde edilir. Simdi izotrop hareket uygulanirsa;

_ [04
X =—+X

2R

2
v_% s
y AR B+y
den;
¥y =RX?

olur ve cizgiler kaldirilirsa (3.2)deki y = R x* elde edilir.

3. (3.1)deki R nin g, -invarianthigm Ispatlamak igin (3.1)e (2.12) seklinde bir

izotrop hareket uygulayalim. Burada;

dan hareketle kisa bir deformasyon sonucu;
b+cx+y= R(a+x)2 +a(a+x)+p
dan;
y=Rx*+(2Ra+a—c)x+Ra’+ca+S-b
olusur. Bu ise bize x* katsayisinin sabit kaldigini gosterir.

4. A(x, Y1), B(X, ¥,), C(X, Yy;) noktalari (uygun) tam ii¢genin kose

noktalar1 olsun. Bu durumda bir taraftan bu noktalar dogrudas olmadiklarindan dolayi;

1 1 1
X, X, X|#0
Yi Yo Vs
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dir, diger taraftan bu noktalarin herhangi ikisi paralel olmadiklarindan;
(% =%) (% =%) (% —%,) #0
dir. Bu ii¢ A, B, C noktasi bir (3.1) cemberine aitseler, bunlar;
yi =R +ax+B8 (i=123)
denklemini saglamak zorundalar. Buradan su lineer denklem sistemi elde edilir:
RX*+ax—y+3=0
R +ax, —Yy,+B=0

RX +ax,—Y,+B=0

R +ax,—y,+8=0

olur. Burada R, &, f, (1) bilinmeyenlerdir ve asikdr olmayan apagik olmayacak

¢oziim bulunabilir. Buradan aranan izotrop ¢emberin denklemi olarak gerekli olan;

X Xy

2

- h A (3.3)
X2 XZ y2

Xs X Vs

elde edilir. Tersine olarak (3.3) bagintis1 bir izotrop ¢emberi belirler. Clinkii (3.3)

denkleminde uygun sekilde diizenlemeler yapilirsa;

11 1
Y, =x) (X=X ) (X =%, ) =X X, X|x*+Ax+B
Yi Yo Y5

denklemi kesin olarak izotrop ¢emberi belirler. Burada A ve B katsayilari yalniz
X, Ve 'y, (i =1 2, 3) ye baghdir ve diger hicbir seyle ilgili degildir. Yukaridaki denklem

gercekten bir izotrop ¢emberdir ve bunun yarigapi;

1 1 1
X X X
R Y, Y. Vs _ 2x(tigenin alani) 0 (3.4)

(% —%) (% =% )(X —X,) 7 Uggenin kenar uzunluklart

dir ve bu ¢ember bir tek olarak belirlidir.
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Uyarilar:

1. Bir izotrop ¢ember Oklidsel anlamda (3.2) ile verilen ekseni izotrop eksen
dogrultusunda olan bir paraboldiir. E. Study, bu sekildeki ¢ember kavramini izotrop

diizleme aktarmis ve buna “parabolik ¢cember” demistir.

2. Oklid diizleminde dogrudas olmayan her ii¢ nokta ile bir tek cember
belirlenir. Bu diisiince izotrop diizlemde karigiktir. Burada herhangi iki nokta ayrica

paralel olmalidir.

3. Tanim 3.2°de verilen izotrop ¢ember, 5.Boliimde’de genisletildi.

4. Bazi yazarlar [8] R = % bigiminde ifade ederler ve P ye izotrop ¢emberin
parametresi olarak bakarlar.

(3.4) formu basit bir geometrik anlam verir. Sayilar determinanti {A, B, C}

ticgeni ile belirlenen alanin iki katina esittir. Bu ylizey alan1 F ile gosterilirse;
X, =% =[c|[, X—x =—[pb|, X —X,=]|a
olmak iizere;

2F

R=—_—“
[a]|blc]

olur. R= % terimi, Oklidsel elemanter geometrinin {iggen formuna analog olarak elde
edilir.

__[al[bld
4P

. (3.5)

P: Cevrel ¢emberin parametresidir.

Az once gosterildigi gibi (2.21)’e uygun olarak ii¢
A(a, a,), B(b, b,), C(c, c,) noktasi i¢in g, e gore;

1 1 1 1
F=Jla b oo (3.6)
a‘2 b2 C2
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invaryantt elde edilir. Bu deger A, B, C ile belirlenen tiggenin alanidir. Birbirinden

farkli i¢ izotrop olmayan dogru;

1 1 1
1
Pt oy = (U, =) (V5 =V ) = (U =, ) (V, —V4) 3.7
Vl V2 V3

ve ¢,, 0,, g, dogrularmin belirledigi li¢ kenarmn “dual orani1” olarak gosterelim. (2.4)

geregince bir izotrop olmayan;
{T=c+u, V=(b-ac)-au+v}
dogrusunun dogru koordinatlarinin transformasyon i¢in gercerlidir ve buradan hesapla
goriiliiyor ki;
E=F

saglanir. Yani, F bir mutlak 0, -invarianttir. (3.7)’den kolayca goriiliiyor ki, eger
0,, 9,, 0, dogrulari paralel veya ayn: demete sahipseler F=0dir.

Buradan su teorem verilebilir:

Teorem 3.3: Herhangi ikisi paralel olmayan ve izotrop olmayan farkl: ii¢ dogru
g, (i=1 2, 3) bir tek k izotrop ¢emberini belirtirler, Syle ki bu ¢ember her ii¢ dogruya
da teget olur.

a=<(9, 9:), B=<(9 %) r==(9 )

ile gostermek {lizere;

F= afy (3.8)

NG v]

saglanir. P i¢ teget cemberin parametresidir.

Ispat: Ispatlamak icin egri sinifi olarak, yani tegetler kiimesi olarak (3.1)’in ele

alinmasi1 uygundur. (3.1)’in herhangi bir P(XO, yo) noktasindaki tegeti;
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y :(a+2RxO)x+(,B—2Rx§)
ile verilmistir ve bu nedenle asla izotrop degildir.
U=a+2Rx,, V=L-2RX

ile (3.1)’den derhal k nin sinifin1 belirleyen denklem olarak;

o P p 2
k.v_—Eu +pau+5(4R,B—a)

saglanir.

1 . . o :
P= R burada bir mutlak g, -invarianttir. Bir izotrop c¢emberde yerine
konulursa egri sinifin1 belirlemek i¢in;
V =Ru?+4u+j,

ki burada;

dir, Teorem 3.2°deki yolla benzer sekilde ispat tamamlanabilir.

Soyle ki k izotrop olmayan ii¢ g,:y=ux+v, (i=1 2, 3) dogruyu tegetler

olarak kabul ederse,

v, =Ru’ +au, + 4 (i=1 2, 3)
saglanmak zorundadur.

(u, —u, )(us —u; )(u, —u, ) =0

kosul vardir. Ciinkii g,, 9,, 9; dogrularindan herhangi ikisi paralel degildir. Bu kosul

altinda;
1 1 1
1 A
2 u Uu, Ul=F=0
Vl V2 V3
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olur. Buise g,, 9,, g, dogrularinin bir demete ait olmadiklarin1 gosterir ve hatta paralel

olmadigini da gosterir. (3.4)’e analog sekilde;

1 1 1
ul u2 u3
Ro Y Ml g

(Uz _u1)(u3 _Ul)(us _uz)

bulunur. (3.7) ve ¢ =u, —u,, f=u,—U,, y=u,—u, ile buradan;

2F
apfy

R

olusur. Burada R = —g formiilii ile (3.8)’in saglandig1 goriliir.

Oklidsel geometride, birbirinden farkli ii¢ dogruya teget olan dért cember var
olmasina karsin, izotrop diizlemde sadece bir ¢ember tegettir. O halde tam iicgenin
kenarlar1 izotrop degilse, hatta noktadas veya paralel degilse, boyle bir tiggen “bir tek
olarak belirli bir i¢ teget cembere” sahiptir. I¢ teget cemberin yarigapt p ile ve cevrel

¢cemberin yaricapt da R ile gosterilecektir. |a|, |b|, |C| kenarlar ve «, f, y acilar ile

A

R, p arasindaki bagintiy1 arastiralim ve izotrop diizlemdeki bir tam iiggenin F ve F
invariantlarini olusturalim. Burada bu iicgenin izotrop yiiksekliklerini de h,, h, h, ve
bu yiiksekliklerin uzunluklarini da |h,|, |hy|, |h| ile gdsterelim (Sekil 3.2). Ornegin h,
yiiksekligini elde edelim. Bunun igin de ¢ de {iggenin ¢= AB Kkenari gizilen izotrop
normal gdsterelim. h,, cyi bir L(c) noktasinda keser. Biz bunu |h|:=s(L(c), C) ile

gosterelim. Benzer sekilde |h,| ve || yi tanimlayalim. |h,|, |h,[, |h;| olmalar1 nedeniyle

izotrop diizlemdeki bir liggenin yiiksekliklerinin kesigme noktalar1 yoktur. Ancak
projektif genisletilmis diizlemde bu yiiksekliklerin kesisme noktasi olarak F mutlak

noktas1 aliabilir.
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P X

Sekil 3.2

Teorem 3.4: izotrop diizlemdeki bir tam {icgende asagidaki bagintilar vardir:

al _lol_Id__1.
« Fr (3.92)
a By
_=_=_=—4p
la o] el
Ih|=loler,  [h.[=c][ 5, [n]=[a]»
(3.9b)
2F =|al.|h,[=]o].|hy,|=c]-|n,|
2F =—alh,|=-B|n|=-7|n];
(3.9¢)

Ispat: Verilen formiilleri Ispatlamak i¢in, 6nce ABC ii¢geni bir izotrop hareketle

asagidaki 6zel konumuna getirelim:

A noktasimi standart koordinat sistemini baslangic noktasina getirelim ve B

noktast da x-ekseni iizerine gelsin. Boylece bir g, —transformasyonu elde edilir. O

halde tliggenin kdselerinin koordinatlari;

A(0, 0), B(b,0), C(e,c,)

olur.
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O halde sunlar1 hesaplayabiliriz:

F Ya

C(cq,co)

A(0,0) B (by, 0)

Sekil 3.3
AB =(b, 0)=>|c|=b; U(AB)=0

C,
Cl_bl

B%CZ(Cl_bl’ CZ):>|a|ch_b1; U (?C):

CA:(ai—cl, aZ—C2)=(—C1, _Cz):>|b|=—C1; U((ﬁ):

olo

a=(b, c):u(ﬁ)_u(a\):_%

C,
C, _bl

p=<(c, a)=U(BC)-U(AB)=

y=<x(a, b)=U (FA)—U (ﬁ):_i

c.(c,—b)
(1) Bu esitliklerden hemen,;
e _[ol_le| __a(e-b)
gy C,

elde edilir. O halde (3.4)’den;
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elde edilir. Boylece (3.9a) formiilii Ispatlamir. Uggenin c=g,, a=g,, b=g, kenarlar

i¢cin hesaplama yaparsak;

u =0, v, =0;
u, = G , Vv, = &b ,v3:C—2, v, =0
C _bl C, _bl C,
elde edilir. Boylece (3.7)’den;
polooh 1o g
2¢(c-h) 2

bulunur. (3.8)’de eger p = Zi oldugu dikkate alinirsa;
p

Lok
2=47

olur ve sonug olarak =—4p bulunur. Bununla da (3.9a)’nin ispat: tamamlanr.

(2) (2.20)’den
=, =lle. In= 2=l [h|=-b 2=l =fly
hesaplanur. (3.5)’den;
F =—[a[Joljc]
=allbl» =[hy b
saglanir. Burada (3.9a) kullanilarak diger esitliklerin ispat: da tamamlanr.
(3) 2F =-a.B[c| bagmtisindan (3.9b) geregince
2F =—a|h,|
olur. (3.9a) ve (3.9b)’den;
alh,|=Blh|=7h|

bulunur.

40



Boylece buldugumuz formiillerden;

7|y

- =R
Jallh.|

F_
F

ve benzer sekilde
R=4p
elde edilir.

Teorem 3.4 izotrop diizlemde tam iiggen “izotrop trigonometri”nin olusmasina
olanak saglar. Oyle ki, 6rnegin (3.9a) da oldugu gibi Oklidsel trigonometride gegerli
olan siniis teoremi saglanir. Burada interesan bir sonug, bir tam iiggenin izotrop ¢evresel
¢emberin yarigapinin izotrop i¢ teget ¢emberin yarigapinin dort kati olmasidir. Bu
ozellik L-Berwald [9] tarafindan gosterildi [10, 11]. Izotrop trigonometri basit bir

sekilde izotrop diizlemin tam {iggeni i¢in esitlik teoremini verir.

Tamm 3.3: Izotrop diizlemin iki {A, B, C}, {A, B, C_Z} tam {icgenine
kongruenttir (esit sekiller) denir, eger bir T eg, izotrop hareketle TA=A,
TB=B, TC=C elde ediliyorsa.

Belli ki kongruent iiggenler biitiin olarak bir hareketle c¢akisirlar, dyle ki

a, b, c, a, f,y,-- gibi kenarlar ve agilar ¢akigir. O halde kongruent (esitlik) teoremine

gore verilen pargalar1 cakisan iki tam tiggen kongruenttirler. Hatta diizlemsel hiperbolik
ve Oklidsel geometride iiggenler igin kongruent teoremi elde edilir. Ornegin hiperbolik
diizlemde iki tiggen hiperbolik kongruenttir [12, 13], eger bunlarin {i¢ kenar1 karsilikli
olarak cakigirsa. Fakat bu ifade izotrop diizlemde yanlhstir. Sekilde goriildiigli gibi has

{A, B, C} ve {A, B, C_l} iicgenlerinin 3. kenar1 ¢akismisdir. Fakat o =2¢ ’dir. 1zotr0p

diizlemde, bununla beraber su teorem gegerlidir.
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P x

w
1]
ol

A=A [C] = ||

Sekil 3.4
Teorem 3.5: izotrop diizlemde has iki {icgen kongruenttir.
a) Eger 3-kenar ve bir ag1 ¢akisirsa, veya
b) Eger 3-ag1 ve bir kenar (gakisirsa) iist iiste getirilebilirse

Ispat: Her iki has iicgenin koordinatlari;

dir. iki iiggenin kongruent olmasi halinde bir izotrop hareket;
{(X=a+Xx, ¥=B+yx+Yy}

a, B, v katsayilariyla belirlenen olusur, 6yle ki A, A iizerine, B, B iizerine
ve C, C iizerine resmedilir. Bylece homogen olmayan su lineer denklem sistemi elde

edilir:
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Burada 6 denklemden ii¢ «, S, y bilinmeyeni belirlenir. Bu sistemin birinci
grubundan;
a=a-a=b-b=c-c
saglanir, yani;
b-a=b-a, c¢-h=c¢-b, a-c=a-c

dir. Bu ifade ise liggenlerin ii¢ kenarin gakistigini gosterir. Boylece « bir tiirlii olanak

belirli sabittir. Diger gruptaki ii¢ denklemden yine ¢6ziimii kolay yapilmaya uygundur.

S elimine (yok) edilirse;

dir. Burada ¢, —b, =c,—b, a —b =a, b esitlikleri kullamldu.

Bu ifade uygundur. Ciinkii B agisinin B agis1 ile ¢akistigini gosterir. Ikinci

grubun ilk iki denkleminden p ve y tek tiirli olarak belirlenir, ¢linkii katsayilar

determinanti;
1 a
=b-a#0
dir. O halde A ve B paralel degildirler. Oyleyse T tek tiirlii olusur.
(b) @, B, ¥ agilart ve megin |a| kenari verilsin. O zaman |b| ve |c| kenarlar
(3.9a)’daki bagintilar geregince tek tirlii belirlenirler. (a)’da verilenlerle ikinci

kongriians teoremi kolayca Ispatlanir [10].

Oklidsel elemanter geometride oldugu gibi izotrop hareket geometrisinde de

elemanter ¢cember geometrisinin gelisimi ozellikle caziptir. Oklidsel ¢evre agisina

analogdan bir teoremin Ispat1 gosterilmesiyle baslayalim.
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Teorem 3.6: P, Q bir k izotrop ¢emberinin farkli noktalarn A=P, A=Q

olacak sekilde k {iizerinde herhangi bir nokta olsun. O zaman izotrop agi

X (ﬁ, Q—A) =@, Aek noktasinin konumuna bagl degildir.

ispat:

— kn o o wm e m— — =

'1!‘

Sekil 3.5

Genelligi bozmadan k’y1 (3.2) normal formu;

y =RX
: 1 . e :
secelim. R = >0 yarigap olmak iizere k asagidaki gibi parametrik formdadir.
p
{x=2pt, y=2pt*}, te(-oo, +x) (3.10)

Burada t’nin farkli her degeri i¢in k tizerinde farkli nokta elde edilir.

P(2pt, 2pt7), Q(2pt, 2pt7), A(2pt, 2pt?)

t#t, t=t, t=t

olur. O halde izotrop cevresel a¢1 ¢ asagidaki sekilde hesaplanir.
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PA=(2p(t-1)). 2p(~€)

QA=(2p(t-t,)), 2p(t*-t})

— 1Pt

= u(PA)= =t+t, u(QA)=t+t,

-4

= p=u(QA)-u(PA)=t+t,~t—t =t,t,
Diger taraftan uzaklik i¢in;
d=d(P, Q)=2pt,—2pt, =2p(t,-t,)
olur. Boylece sonug olarak;
d=2pe (3.11)

saglanir. Bu da d’nin sadece P ve Q’ye bagimli oldugunu fakat p’nin sadece K’ya

bagimli oldugunu gosterir. O halde ¢ acis1 A€k "nin yerine bagl degildir.

Oklidsel geometride oldugu gibi A—P veya A—Q yaklasimiyla Teorem

3.6’ya analog sekilde olusan ag1 teget agisi teoremi olarak isimlendirilir. Boylece her
ac1y1 teget agisi olarak gosterebiliriz, yle ki P deki veya Q daki teget PQ kirisiyle bu
aciy1 belirler.

Teorem 3.7: Her k izotrop ¢emberinde bir PQ Kkirisine gore ¢evrel a¢1 bu PQ

kirisiyle P veya Q’deki tegeti arasindaki izotrop teget agisina esittir.
ispat: P ek noktasindaki t, teget vektorii;
—. |2p .
t, = =u(t,)=2
4ptl

olarak bulunur. Boylece P’deki «, teget agisi su sekilde hesaplanur.

2p tz _tl
PQ = ( ) u(P—Q)=t2+tl
2p(t; -t7)
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Analog sekilde;
% :u(@)—u(t;):tz +t -2t =t —t,=—¢

seklinde bulunur, yan1 ‘aQ‘ = |(p “dir.

Sonuclar:

1. Bir g dogrusu bir Kk izotrop ¢emberi farkli ve gergel iki P, Q noktasinda kessin.

Bu halde g ile k’nin P ve Q’daki kesisme agilari esittir.

A
FT y

|"¢[t[PLFUQ]“ E{p

e = e e e = e e o =

Sekil 3.6

Ispat: g ile k’nin kesisme agis1 olarak, K ile g’nin bir kesisme noktasindan tegeti

ile g arasindaki agiy1 anlayacagiz. P #Q oldugundan g izotrop degildir. Teorem 3.7

Ispatindan &, = -, alabiliriz. Yani

‘O‘Q‘ = |0‘P|
dir.

ap Ve a, kesisme agilarmin ters isaretlere esit olduklara dikkat edelim.
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2. Iki izotrop k;, k, cemberi gercel farkli iki S,, S, noktasinda kesisirse,

S, ve S, ’deki kesisme agilar1 ayni biiyiikliiktedirler.

Ispat:

F

—5
U

Sekil 3.7

k, ile k, nin kesisme agis1 olarak k; Nk, ’nin bir noktasindaki k, 'in t, tegeti
ile k,'nin t, tegeti arasindaki ag¢ryr alacagiz. k; ve k,’nin S, ve S, kesisme
noktalarim birlestiren dogru g =S,.S, alinirsa sonuca gore Ispat tamamlanr.

Yine her iki izotrop ¢ember Kk, ve k,’nin a5 Ve ag kesisme agilarinin ters

isaretiyle esit olduklarina dikkat edelim (Sekil 15).

3. d=d(P, Q), izotrop yay PQ olarak aliirsa, o zaman su saglanir: Her

izotrop k gemberinde esit yaylar géren izotrop ¢evre agilari da esittir.
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ispat:

>

PQ=d ve BQ,=d,, k’nin iki yay1, @ ve ¢, ’de bu yaylar1 géren cevre agilar

olsun. O zaman (3.11) geregince su saglanir.
d=2pp, d,=2py d=d
ise, buradan;

d d

(2]

olur.

4. Her k izotrop ¢emberinde esit izotrop ¢evre agilarina ait izotrop yaylart da
esittir.

Ispat: d =2pep, d,=2pg,’den @ =¢ oldugundan d =d, olur.

5. Izotrop gember geometrisi, Oklidsel anlamda ayni dogrultuda eksenlere sahip
olan paraboller iizerine teoremleri verir. Bu tipten paraboller lizerine teoremler izotrop
diizlem ifadesi kullanmadan- 1935°de N. Graf ve R. Kahlau tarafindan verildi [14, 15,

16]. Asagida, dogrudas olmayan ve herhangi ikisi paralel olmayan ii¢ A, B, C noktasi

verilen bir k izotrop ¢emberin nokta-nokta ¢izimini verecegiz.

Teorem 3.2. geregince K tek tiirlii belirlidir. k {izerinde diger bir nokta X ile

gosterilsin. O zaman Teorem 3.2. geregince su gecerlidir:

«(CBX )= «(CAX)
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Burada aciy1 izotrop anlamda anlayacagiz. Buradan asagidaki basit ¢izim seli

elde edilir:

A’dan gegen keyfi bir h yardimer dogru alinir. h’nin AC ile olusturdugu izotrop
ag1 ¢ ile gosterilirse, B’den gecen ve BC ile ¢ izotrop agisini olusturan bir h, dogrusu
cizilir. hile h dogrusunun X kesisme noktasi k izotrop ¢emberin iizerinde bir noktadir.

h dogrusu A etrafinda dondiiriilerek elde edilen demet iizerinde K’ya ait belli sayida
diger noktalar1 ayn1 yontemle elde edilir. X veya C’deki teget, teget agis1 teoremiyle

olusturulabilir (Sekil 16).

J

F Y

-

Sekil 3.8

Oklidsel anlamda bununla asagidaki ¢izimsel problemi ¢dzelim. Bir parabol
nokta-nokta ve tegetlerle bulunur. Eger ekseninin dogrultusu ve farkli {i¢ noktasi
verilmisse. Cizimin basit degisimi ile tepe noktasi elde edilir ve paraboliin odak noktasi

bulunur (Sekil 3.9).

Bunun i¢in A’dan d’nin dogrultusuna dik olan bir h dogrusu ¢izilir ve bunun
iizerinde parabola ait olan X = A noktas1 belirlenir. AA’nin H orta noktast paraboliin a
eksenine aittir. Boylece a ekseni belirlenir. A’deki t tegetin a’y1 kestigi nokta T ile

gosterilirse, HT ’nin S orta noktasi paraboliin tepesini verir. A’deki t tegetinin S’deki

tepe tegeti kestigi N noktasindan t’ye dik olan dogru a ekseni F odak noktasinda keser.
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Verilen 6rnek ayn1 durumu farkli anlamlarin siklikla yeni anlamlara ve yeni geometrik

bilgilere aktardigini gdsteriyor.

Sekil 3.9

Tanim 3.2. ile verilen ¢ember tanim1 projektif tamamlanmis izotrop diizlemde
yararlanilarak verilmistir. izotrop diizlemde bir ¢gember tanimini vermek igin Oklidsel

diizlemdekine benzer sekilde tanim arastirmasi yapilir: Bir izotrop ¢ember, sabit bir
M(XO, yo) noktasindan sabit bir |r0|¢0 uzakligina sahip olan biitiin X(X, y)
noktalar kiimesidir. Fakat bu tanim basit bir sonucu ortaya koyar,

Oy Opreees X=X, 11,

olan dogrulardir. Bu yapiyr singiiler (tekil-bozulug) izotrop ¢ember olarak

adlandiracagiz.
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A
F Y
X(x,y)
9,
f‘Jf: — rﬂ ﬂ"-':_rn . -
U ) - - x
X=Xg= Ty X=Xg+ g
Sekil 3.10

Projektif diizlemin kullanilmasina gerek duyulmadan basit bir tanim, ¢evrel ac1
teoreminin tersiyle verilebilir. Bu tanim N. Kupier [10, 17] tarafindan izotrop ¢ember

geometrisinin olusturulmasinda kullanildi.

Teorem 3.8: |, izotrop diizleminin birbirinden farkli ve paralel olmayan iki P, Q

noktasindan sabit bir ¢, # 0 izotrop ac1 altinda goriilen noktalar kiimesi bir k izotrop

¢cemberi iizerinde bulunurlar ve bu cember P ve Q den gecer.

Ispat: Hareketli bir X (X, y) noktasini gz Sniine alahm. O zaman P(p,, p,)

ve Q(0,, g,)nin koordinatlari;

oY) 4 u(ex)- L

= y—0, _ y—p,

=@, #0
X_ql X_pl

hesaplanir. Buradan X noktalar1 kiimesi i¢in su denklem saglanir.
y(q1 - pl) = (Doxz +(q2 - pz _(Doql — @ pl) X+ @, p1q1 + ql P, — p1q2

Bu denklem, ¢, # p, ve ¢, #0 oldugundan (3.1) geregince bir izotrop ¢emberi

gosterir.
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Oklidsel gember geometriden hareketle izotrop diizlemde bilinen teoremlerin
elde edilislerini inceleyelim. Burada K. Strubecker [18] tarafindan bulunan izotrop
yiikseklik ayak noktalar1 {icgeni iizerine olan teoremi ele alalim. Once Sekil 3.11°de

verilenleri Oklidsel anlamda gdz 6niine alalim.

B t2

Sekil 3.11
Oklidsel bir k gemberi P, P,, P, noktalar1 t,, t,, t, tegetleriyle birlikte verilsin.
{Pl, P, P3} iicgenin yiiksekliklerinin ayak noktalarinin olusturdugu iicgen

{H,, H,, H,} olsun. Elemanter geometriden bilinen su teorem gegerlidir:
t//H,H;,, t//HH, t,//HH,

dir.

Burada izotrop analog yine elemanter olarak Oklidsel ifadesi vardir. Bu su

teoremle verilir:
Teorem 3.9: Bir izotrop ¢emberin birbirinden farkli B, P,, P, noktalarindan
t, t,, t, tegetleri izotrop yiikseklik tiggeni {H,, H,, H;}’in uygun kenarlarina

paraleldirler. Bu tegetler {Hl, H,, H 3} ticgeninin uygun kenarortaylarini birlestirir.
Ispat: Genelligi bozmadan k ¢gemberini (3.10) normal formunda secelim.

{x=2pt, y=2pt*}
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P noktalan, t; (i=1 2, 3) parametre degerine baghdirlar. g, =PPR,

birlestirme dogrulart;

Wy :{Xk_xi’ yk_yi}

dogrultu vektorlerine sahipler. Buradan;

u(RR) =N 2pt; —2pt; _

= = =t +1,
X=X 2ptk _Zpti

olur.
O Y=(t +t)x+V, formunda gosterilirse, buradan v, o sekilde belirlenir ki,
g bi(2pt, 2pt)
noktalarini igerir. Buna gore;
v, =-2ptt,
olur ve boylece;
Oa Y = (b +t) x—2ptt,
saglanir. Yiikseklik kesim noktast H,, X=2pt, izotrop dogrusu ile;
0,5 Y =(t+1,)X—2ptyt,
nin kesismesi olarak elde edilir. O halde H,, H,, H, noktalar1 soyle elde edilirler:
H,[2pt, 2p(tt,—tt,+tt,)]
H,[2pt,, 2p(tt, —tt +t,t,)]

Hi[2pt, 2p(tt —tt, +tt,)]
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Buradan sunlar hesaplanir:

/
'
i
|
|
i
]
]
I
|
1
|
H, :
— !
U | "
I
I
I
i
]
i
|
‘M,
Sekil 3.12
m ={2p(t2 —ts), 4pt1(t2 —t3)} :>U(H3H2):2t1
H,H, ={2p(t,-t,), 4|Ot3(t1—t2)}:>u(H2H1): 2t,

HH, ={2p(t,-t), 4pt,(t,-t)}= u(HlHS) = 2t,

Diger taraftan Teorem 3.7’nin Ispatindan t, (i=1, 2, 3) tegetleri u(t;)=2t,

seklinde elde edilenleri alalim. Buna gore;

dir.

kenarlarinin S;, S,, S; orta noktalarinin koordinatlarini hesaplayalim. Buna gore;

H.H, //t, HH,/t, H,H, /It

Simdi teoremin ikinci ifadesini Ispatlayalim. Bunun i¢in H,H,, H,H,, HH,
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S,[p(t,+t), 2ptyt, |
S,[p(t+t), 2ptt, ]|
S, p(t,+t,), 2ptt, ]
bulunur. Diger taraftan t, tegetlerinin denklemleri;
y=2tx-2pt? (=12 3)

Olarak hesaplanir ve S, noktalarmm k=i olmak iizere ft, (i, k=1 2, 3)

tegetleri iizerinde bulunduklar1 goriiliir. Bir izotrop c¢embere ait izotrop kuvvet

kavraminm artik verebiliriz.

Teorem 3.10: k bir izotrop ¢ember ve p, Kk ilizerinde bulunamayan bir nokta

olsun. P den gecen bir g dogrusunun K yi kestigi noktalar S, ve S, ile gosterilsin. O

zaman;
d(P, S,).d(P, S,)=f(P) (3.12)

izotrop uzaklik yalniz P ve k ya bagimlidir, g nin konumundan ise bagimsizdir. f (P)

ifadesi, P noktasini k ya gore izotrop kuvveti olarak isimlendirilir.

P den gegen Kk nin gergel tegetlerinin degme noktalart T, T, ise;
f(P):dz(P, Tl):dz(P, T2) (3.13)
saglanir.
Ispat:
y=RxX’ +ax+f

genel ¢emberiyle baslayalim. P(XO, yO) dan gegen g dogrusu ile k nin S;, S, kesisme

noktalarini hesaplayalim. u bir parametre olmak {izere, g nin parametrik denklemi;
(X=X + vy, Y =Yo+ MV, }

olsun. Burada V =(v,, v,) vektorii g nin dogrultu vektoriidiir. g izotrop olmadigindan

v, # 0°dir. Buradan kesisme problemi olarak kuadratik denklem;
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RV 1% +(2RXV, +aVy —V, )+ RX; +aX, — Y, + =0

olur. R#0, v,#0 oldugundan cebirsel anlamda daima iki ¢6zliimii vardir. Bunlari

Ly, U, ile gosterirsek, bunlarin ¢arpimi;

R +ax, -y, +
RV/

M-ty

dir. Diger taraftan;
d(P, S,).d(P, S,) =V,
oldugundan

1

a 1
d(P, Sl)d(P, 82)=X§+EXO—EyO +Eﬁ

elde eldir. Bu gosterim (ifade) sadece R nin k ya gore durumuna baghdir. z4 =g,

halinde k nin P deki tegeti elde edilir ve yukaridaki diisiince sabit kalir. O halde (3.13)

bagmtisinin dogru oldugu goriiliir.

Sonuclar:

1 . ) . o
1. R= 25 alindiginda izotrop kuvvetin hesaplanmasi teoremi daha basittir ve

p

¢ember denklemi;
f(x, y)=x"-2py+2pax+2pp
seklinde normal formda yazilir. O halde son ispattan;

f(P)=x —2py, +2paX, +2pB,  P(X, Yo) (3.13)

elde edilir.
2. (3.12) formiiliini y=2ix2 normal formdaki izotrop ¢ember {lizerinde

gosterelim. P(X, O) noktasini ve K tizerinde bulunan ve P ile dogrudas olan;
1 1
Sl[xl’ ﬁxfjf Sz(xzi Z_pxzzj
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noktalarini segelim. O zaman (3.12) ve (3.13)’den;

(%, =%)(x,—x)=x* (P mmn k ya gdre kuvveti g nin segiminde bagimsiz
oldugundan)

bulunur. Yani;
XX, = X(Xl + Xz)

olur. Bu denklem x,, X,, X =0 igin (X, X, X, =0 olursa P=S, =S, =(0, 0) olur)
e (3.14)

formunda yazilabilir. Kuvvet teoremi 3.10’un uygulanmasiyla fizikte onemli bir

denklem olan bir “nomogram” elde edilir.

I\

Sekil 3.13
. : 1, .
Agikea ¢izilmis olan bir Yy :2—x standart parabol varsa, X, X, apsislerinin ve
p

S,, S, dogrularinin aranmasinda p noktasinin X apsisi konstruktiv tanimlanabilir (Sekil

3.13).
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Tamm 3.4: iki izotrop gember;
kiy=RxX*+ax+8 (i=123)
eger R =R, ise “kongruent”, o, = ar, ise “es merkezli” olarak isimlendirilir.
Kongruent c¢emberlerin o, —transformasyonuyla st iiste getirilebilecegi

(3.2)’den dogrudan dogruya saglanir, bu yukaridaki tanima uygun olacak.

Teorem 3.11: Izotrop diizlemin aym anda kongruent ve es merkezli olmayan iki

k,, k, ¢emberlerine gore ayni kuvvete sahip olan biitiin noktalar kiimesi, her iki izotrop

¢emberin kuvvet dogrusu olarak adlandirilan bir p dogrusu lizerinde bulunurlar. P eger

varsa k;, k,nin kesisim noktalarmi da igerir. k; ve k, ¢emberle kongruent fakat es
merkezli degilseler p dogrusu izotrop olur. Eger k, ve k, cemberleri hem kongruent

hem de es merkezli iseler p dogrusu projektif tamamlanmis izotrop diizlemin

sonsuzdaki dogrusudur.

Ispat: k, ve k, cemberleri sirasiyla;
F(X y)=x*—2p,y+2pax+2p,f,
ve
F (X y)=x=2p,y+2p,a,x+2p,5

ile verilsinler. O zaman (3.13) geregince k; ve k,’ye gore ayni kuvvete sahip X (X, y)

noktalar1 kiimesi olarak;
X2 2P,y + 2P, X+ 2P B, = X2 = 2P,y +2P,a,X+ 2,3,
(P = P) Y+ (Pt = Py ) X+ P, — P, 3, =0 (*)
saglanir. Bu denklem;
(P~ Py Py —Pyat,)%(0, 0)

i¢cin bir p dogrusunu belirler. Bu kosul apagiktir ki kongruent ve esmerkezli cemberler

icin bozucu, g #/f, oldugundan bu Ozel halde sonsuzdaki dogru elde edilir.
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k, ve k,’nin kesisme noktalar;, yani f (x, y)=0 ve f,(x, y)=O0ifadelerin ikisini

birden sifir yapan degerler (*) denklemi i¢in de yeterlidir.

Sonug olarak, eger p,=p, yani R =R, ancak ¢, # a, saglanirsa ancak bu

halde p izotroptur.

Nihayet karsilikli durumda bulunan iki izotrop ¢ember iizerine inceleme

yapabiliriz. Projektif anlamda P, (R) projektif diizlemde 2. mertebeden cebirsel iki

egriye indirgenir. Bunlar Bezout teoremi geregince cebirsel anlamda C {izerinde dort

kesisme noktasmna sahipler [19, 20]. Bu durumda daima 2 kesisme noktas: (F, f)

mutlak ¢izgisel eleman iizerinde ¢alisirlar. Boylece izotrop diizlemin iki ¢gemberi 1,de 2

kesisme noktasi sahiptir.

Teorem 3.12: izotrop diizlemin iki kongruent olmayan ¢emberi C iizerinde
genel anlamda daima 2 kesim noktasina sahipler. ki kongruent, fakat es merkezli

olmayan g¢ember |,de yalniz bir kesisme noktasmna sahipler. iki kongruent ve es

merkezli gember 1, de kesisme noktasina sahip degildirler.
Ispat: iki izotrop gember igin;
ki iy=RxX*+ax+8 (i=12)
denklem sistemi;
y—RX*—ax—f,=0
y-RX*—a,x—,=0
dir. Bunu inceleyelim. Bunlardan ikinci denklemden birinciyi ¢ikarirsak;
(R,—R)X*+(a, — ) x+ B, 5,=0 (*)

denklemi elde edilir. Kuadratik bu denklem, ¢emberin kongruent olmamalar1 halinde

(R # RZ), cebirsel anlamda C de tam iki ¢6ziim sahiptir. Kongruent ¢emberler igin

(R1 - Rz) denklemde sadece;

(o, —et)x+ B, — =0
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lineer kismi kalir. Bu halde ¢, # «, igin bir tek ¢dziim elde eldir. ¢, =, icin ise |,de

hi¢bir ¢6ziim elde edilemez.
Sonuclar

1. (*) kuadratik denkleminin A diskriminantini hesaplarsak;

A=(a,—a;)" —4(R,—R) (B~ ) (3.15)

elde edilir. Bu diskriminantin A>0, A<0O veya A=0 olmas1 hallerinde, kongruent

olmayan iki ¢cember, sirastyla gercel ve farkli 2 noktada kesisirler, gergel olmayan 2
noktada kesisirler veya teget olurlar. Kongruent olmayan iki c¢emberin “degme

bagintis1”’n1 yeniden yazalim:

(az_a1)2_4(R2_R1)(ﬂ2_ﬂ1) (3.15)

Kongruent iki ¢ember |, nin hicbir noktasinda degmezler, onlar F mutlak
noktasinda birbiriyle Oskiilerdirler, yani (en az) ii¢ katli kesisme noktasi olarak

sayilirlar. Kongruent izotrop gemberler boylece (F, f) degme eleman: ile koniklerin
bir Oskiiler demetini olustururlar.
2. Kongruent ve esmerkezli Kk :y=RX* +aX+8 Ve Y=RX* +a,X+p,
¢emberleri i¢in;
R=R, ve o=0,
saglanir. O zaman onlar;
(X=X y=y+5-4}

Izotrop &telemeyle birbiri iizerine resmedilebilirler. Bu ¢emberler 6z kesisme

noktasina sahip olmak ve dort kat kesisme noktast olarak kabul edilen F noktasinda

birbiriyle hiperoskiilerdirler. Kongruent, esmerkezli izotrop ¢cemberler, boylece (F, f )

degme elemant ile koniklerin bir hiperoskiiler demetini olustururlar.

3. (3.15)’deki degme bagintisinin verilmesi yeterli olan oskiiler izotrop

cemberler F mutlak noktasinda hiperoskiilerdirler.
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Ispat: izotrop ¢ember Teorem 3.12 geregince |,’de ii¢ kath bir kesisme
noktasina asla sahip olamazlar. Oskiiler gemberler daima kongruent (R, =R,) ve F’de

oskiilerdirler. R, =R, ile (3.15)’den saglanir. Ancak ¢, =, kosuluyla.

Simdi gosterelim ki, iki izotrop k;, k, ¢emberi gercek ve farkli S, S,
noktalarinda ayni izotrop ag1 altinda kesisirler. Bunun i¢in su teoremi verelim:
Teorem 3.13: iki kongruent olmayan ¢ember;
ki:y=Rx*+ax+p (i=12)

izotrop diizlemde gercel S, # S, noktalarinda kesissin. Bu noktalarin kesisme agisi;

0 (K, k)=(a,—a) —4(R,~R)(5 - 1) (3.16)
olur. Iki kongruent, ancak esmerkezli olmayan ¢ember 6z bir S noktasinda;

p=a,—o (3.17)
acist altinda kesisir.

Ispat: Bir k, gemberinin bir S(X,, Y,) noktasindaki tegetinin egimi;

dy

=2R X, +¢,
dx

S

ile verilir. Boylece;
p=U,—-U = 2(R2 - Ri)XO +(0‘2 _al)

dir. k; ve k, kongruent olmadiklarinda, Teorem 3.12’nin Ispatindaki (*) denklemini

sifir yapan;

(L2) _ (0‘1 _az)i\/(az _0‘1)2 _4(Rz - R1)(132 _ﬂ1)
2(R, - Ri)

bulunur. Bu ise yukaridaki (3.16) saglar. O halde gergel ve farkli S, S, kesisme

noktalarinin elde edilmesi igin;

\/(az _al)z _4(R2 - R1)(ﬂ2 _181) >0
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saglanmalidir. Diger taraftan k; ve k, kongruent, fakat esmerkezli olmamasi halinde

I,’de k, ve k, nin bir tek gergel kesisme noktasi vardir. Bu ise Teorem 3.12’nin Ispati

geregi X, = b=h olur. R, =R, olmas1 ¢ ’yi yukaridaki denklem etkilemez ve (3.17)
o —a,
elde edilir.
a)
F S
ky %2
ky
B o
b)
F f
k
ky
B S
c)

F f
ky
1)

Bu konuda calismalar1 J. Lang [21] vermistir. Bunu yiiksek liggen geometrisi

adli ¢alismada yer verilmistir.
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IZOTROP-II
Ik uygulama olarak bilinen BROCARD [8, 12, 21] teoreminin izotrop

diizleminde ispati yapilmaktadir. {A, B, C} has (tam) tiggen olsun. Bdylece, her
izotrop gemberini k, = (A; BC) seklinde gdsterelim. Bu gember A noktasindan geger
ve BC dogrusuna B noktasinda tegettir. Benzer sekilde, k, =(B; CA) ve k, =(C; AB)
seklinde tanimlanir. Bu ¢ k;, k,, k; ¢emberlerine ABC ii¢genine ait birinci tipten
BROCARD’sel gemberler denir. Benzer gosterimle, her k, = (A; CB) izotrop ¢emberi
A noktasmmi igerir ve CB dogrusu C noktasinda teget olur. 122 =(B; AC) ve
IZS :(C; BA) cemberleri de benzer sekilde tanimlanirlar. Bu 121, 122, IZS cemberleri de
{A, B, C} iicgenine ait ikinci tipten BROCARD’sel ¢emberler olarak isimlendirilirler.
Buradan su teorem verilebilir.

Teorem 3.14: Bir iiggenin (has-6z) birinci tipten ii¢ Brocardsel ¢emberi bir W,
noktasinda ve ikinci tipten ii¢ Brocardsel cemberi de bir W, noktasinda kesisirler. Bu
noktalara sirastyla birinci ve ikinci Brocardsel noktalar denir. W, ve W, noktalarini

ticgenin A, B, C noktalarma birlestiren dogrular bu tiggenin sirasiyla AB, BC, CA ve

AC, BA, CB kenarlariyla sirasiyla aym1 W, ve W, izotrop acilari olustururlar. Bu acilar
sirasinda W, = -W, bagintist vardir ve bunlar Brocardsel agilar olarak isimlendirilir. W,

acis1 liggenin «, B, y acilariyla;

—i=1+£+1 (3.18)
woa p 7y
bagntisini olustururlar.

s d(AW) o d(B W) . _d(C W)

d(aw,) " TdEw,) CTdcw,)

oranlar1 kendilerine eslenen licgen kenarlariyla orantilidirlar. Yani,
~ b a
a;b;5:U;U;U (3.19)

dir.
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ispat:
A(0, 0), B(1 0), C(c, 1)
norm iicgenine Ispati uygulayalim;
k -y =RX*+aXx+p

cemberi A ve B noktalarindan gecen ¢ember olsun. Buradan ilk olarak

B, =0 ve ¢ =—R, bagmtilar1 bulunur. Ciinki;

A(0, 0) noktasindan gember gegtigi igin 4, =0 olur.

B(l, 0) noktasindan ¢gember gegtigi i¢in ¢, =—R, olur.
elde edilir. Cemberin B noktasindaki tegeti ise;

y'(B)=2R +,
dir. Yukaridaki deger, yani o =—R, yazilirsa;
y'(B)=R,

elde edilir. Buradan da goriiliir ki sekildeki ¢izim ile;

o v-y 1
u(Bc)=—iz_;’11=C—_l

bagintisinin saglanmasi zorunludur. Buradan;
1 1
= — , a = —
REr YT
saglanir ve boylece k; in denklemi;

{H:_gzizzﬂzi}

olur.

1 1
k, : y:—lxz——lx (1)
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bulunur. Benzer sekilde k, ve k, ¢emberlerinin denklemleri de;

1 1+c? C
k,:y=— X2+ X — 2
2- ¥ c(c-1)° c(c-1)"  (c-1)’ @)
1
K, : y=c—2x2 ©)
elde edilir.

Buradaki bu ii¢ cember c*—c+1#0 olmasi halinde ikiser ikiser kongruent

degildirler. Burada ¢® —c+1’i gergel sifir noktasmi igermedigini farz edecegiz.

Teorem 3.12°ye gore K (i =1 2, 3) ¢emberlerinin herhangi ikisiyle cebirsel
anlamda daima iki kesisme noktasi elde edilir. O halde bu ¢emberlerin ikiser ikiser
kesigmelerinde birer kesisme noktasi iiggenin bir kose noktasidir ve bu ¢emberler bu
noktalarda birbirine teget olamazlar. K (i =1 2, 3) cemberleri ikiser ikiser iliggenin

kose noktalarindan farkli gecrel birer noktada daha kesisirler. Ancak (1), (2) ve (3)

¢emberlerinin {i¢liniin de ortak bir noktasi vardir ve bu nokta;

c? c?

¢’ —c+1’ (cz—c+1)2

W, (3.20)

noktasidir. Yani ad1 gegen ii¢ gember bu noktadan gecerler. A¢ilarin esitligi, ¢cevre agisi

veya teget acis1 teoremin iki kez uygulanmasiyla agiklar. Bu da k; ¢emberindeki BW,

kirisi iizerine veya Kk, ¢emberindeki CW, Kkirisi iizerine uygulanmasiyla gosterilir.

Boylece (3.20)’deki degerler cinsinden;

1

= (A8, AW )=

seklinde hesaplanir. Teorem 3.4’iin Ispatindaki o6zellestirmeyle «, B ve y icin

formiiller elde eldir, oyle ki;

1
a:——1 =—, =
B=7 7

c c(1-c)

elde edilir ve bdylece (3.18)’in dogrulugu ispatlanmus olur.
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Bu norm {icgeninde adi gegen ifade genellikle gecerlidir. Burada ¢, den alinan

P

bir transformasyonla her ag¢1 bir — faktorii ile ¢carpilmistir. Ancak;

k, : y:ixz—ix (1)

bu yine (3.18) ile ¢akisir ve gosterilen esitlik bozulmaz.

2. Tipten 121, IZZ, I23 Brocardsel ¢emberler ve ikinci Brocardsel nokta benzer

sekilde belirlenir. Buna gore once;

K, : y——1x2+—x
c c

~ 1

k;: y= ~(x-1)°
c-1)

elde edilir ve bunlarla;
2
c (c-1) (3.21)

| e+l (cz—c+1)2

bulunur. (3.21)’in elemanlaryla;
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1

W, =<(E, AT\/2)=—CZ_—C+1=

_Wl

Hesaplanir. Agilarin esitliginin dogrulugu ¢evre ve teget aci1 teoreminin tekrar

uygulanmasiyla gosterilir. Buna gore sunlar1 hesaplayalim:

2

d(A,Wl):ﬁ
d(B,Wl)zczc_—_Cl+1
d(A, WZ):&—LM

c’—c+1
c’(1-c
d(C'WZ):cz(—c+i

elde edilirler.

Teorem 3.4’Un 1spat1nda verilen norm ii¢geninin |a|, |b|, |C| kenarlar1 i¢in elde
edilen formiillerin ayr1 ayr1 gosterimiyle kolayca |a|=c—1, |b|:—C, |C|:l oldugu
goriiliir ve bu da yukarida verilen (3.19) bagintisinin gegerliliginin Ispatidir.

Cok genel, fakat yeteri kadar gelistirilmis bir kavram J. Lang [21, 22] tarafindan

“izotrop diizleminde izotrop iiggen geometrisi ve Apollansel degme problemi” adlh

makalesinde ortaya konmustur. Buna gére {A, B, C} bir has iiggen ve ¢’de keyfi
olarak verilen bir ag1 olsun. P, ile gosterilen ve AB iliggeninde bulunan nokta i¢in
<XAWP. = ¢ saglansin. Benzer sekilde P, e BC ve B, e CA tanimlansin. Ayrica AB
lizerinde  «BW, F~’C =—¢ yl saglayan FN’C noktast ve benzer sekilde

P,eBC ve P, € CA noktalari belirlensin. Buna gore su teorem verilebilir.
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Teorem 3.15: Bir {A, B, C} has iiggeni ve sabit bir ¢ agisi altinda bulunan
P., P., P., P,, P,, P. noktalarinin tiimii bir k, cemberi lizerinde bulunurlarsa, bu

¢embere ¢ agisina gore TUCKER Cemberi denir.

ispat: P,, P,, P., P,, P,, P. noktalarinin tek anlamli olarak belirli olduklar

aciktir. Norm iiggeninde, bazi hesaplamalar bunlarin koordinatlari olarak;

2 c(l+gc 2
PA(/)C+1’£’ P, ( (0)’ PCCDC,O
N N N N

N N N N N

elde edilir. Burada N :=1+¢(C2—C+1) kisaltmas1 kullanilmigtir. Bu bagintilar ise

verilen noktalarin;

=~

_ 2 —gpc—-1) 2 2
. c(c-1) y_( pc-1) _[ g toctl (3.22)
N 4c(1—c)N 2N

¢cemberi iizerinde bulunduklarini gosterir.

Degisik uygulamalarla ilgili olarak J. Lang’in [21] makalesiyle karsilastirilabilir.

J. Lang ad1 gecen makalesine yiiksek licgen geometrisi ve ¢ember geometrisi arasinda

enteresan bir bagintiyr ortaya koymustur. Buna gore bir {A, B, C} has tliggeni bir P

noktast ve bir § =0 agis1 verilsin. Oyle ki P?, P, P noktalar1 iiggenin sirasiyla BC,

CA, AB kenarlar iizerinde;

<(PaP, BC)=6
<(PbP, CA)=§
<r(P°P, AB):5

Kosullarin1 saglayacak sekilde bir tek olarak belirlenirler. Bu sekilde olusan
{Pa, PP P°} licgenine {A, B, C} ye ait P noktasinin genellestirilmis ayak noktalar

ticgeni denir.
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Sekil 3.14

Teorem 3.16: Her 6 #0 i¢in bir P noktasinin genellestirilmis ayak {iggeninin
alani, {A, B, C} tiggeninin K, ¢evrel ¢emberine gore P nin f(P) izotrop kuvvetine
oranidir.

Ispat: Birkag hesaplamayla P(XO, yo) noktas1 cinsinden koordinatlariyla

{A, B, C} norm ticgeninin ayak iiggeninin kose noktalarinin koordinatlari olarak;

o[ (%) +(c=1) (5% +¥,) yo(c—l)+(1—x0)[l—§(c—l)]J
5(c-1) ’ §(c-1)’
o (50—1)x0+cy0’ (5c—1)x0+yOJ
oS¢ oc?

= (i(éxo +Y,), Oj
)
bulunur. Baz1 hesaplamalarla {Pa, P, PC} ticgeninin F alani igin;

e_1 X, (% —1)—c(c-1)y, (3.23)

2 s%?(c-1)
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elde edilir.

Diger taraftan norm tiggeninin ¢evrel ¢emberinin denklemi i¢in (3.3)’e uygun

olarak;
f(x, y)=x"-x-yc(c-1)=0
Hesaplanir. Boylece P noktasinin bu ¢cembere gore kuvveti olarak;
F(P)=% (% ~1)-yc(c-1)
bulunur. Bu ise tamamen (3.23)’deki payn aynisidir. P noktas1 k, ¢evrel ¢cemberin

uzerinde ise f (P) =0’dir ve P?, P°, P° noktalari her § #0 icin dogrudastirlar. Bu

suretle her P ek, noktasi sabit bir & #0’la bir g (&) dogrusuna eslenir.

P—g(5) resmetmeyi & ’nin degisken olmasi halinde paragraf 5°de daha

yakindan inceleyecegiz. Oklid diizleminde MORLEY’in bilinen teoremi W. VETTER

[23] tarafindan izotrop analog bir bi¢imde elde edilmistir.
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IV. BOLUM
4.1. Izotrop Diizlemde Cesitli Cemberler Arasindaki Lineer Bagintilar

Bu bdliimde izotrop diizlemdeki c¢emberler teorisini yeniden insa edelim.
Boylece uygun bir doniisiimle baslayalim ve 6zel lineer ¢gember ¢esitlerini inceleyelim.
Buradan M. MAKAROVA’nin [26] ve [27] SACHS’inda [28] c¢alismasiyla devam
edelim. Ozellikle [55] caligmasmi belirleyen déniisiim prensibini siirekli (daima)
kullanalim. Teorem 3.10°da izotrop diizlemlerin ¢gemberleri i¢in bu oran degerini alalim
ve simdi bu oran degeri icin dualiteyi kullanalim. Boylece, bir dogru lizerinde bir

cemberin izotrop oranmi ele alalm. ilk olarak Teorem 3.3’de c¢emberin Ispatini

animsayalim. Orada bir k gemberi (u, V) dogru koordinatlaryla;

y=Rx’+ax+pB, R=0 (4.1)
seklinde belirlenmistir.

y =UX+V tegetinin k gemberi iizerindeki degme noktas1 P(X,, ¥,) olsun. Buna

gore;

u=2Rx, +a

(4.2)

v=-Rx; +p3

olur ve k gemberinin denklemi dogru koordinatlariyla;
2
Voot 2 ARE-a (4.3)
4R 2R 4R

olur.

Teorem 4.1: k, 1, izotrop diizleminde bir cember ve g k’ya teget olmayan ve

izotrop olmayan bir dogru olsun ve X de g dogrusu iizerinde keyfi bir nokta olsun.
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g dogrusu tlizerindeki keyfi bir X noktasindan K ya gizilen tegetlerin g dogrusu ile
olusturdugu agilar1 6, ve 6, ile gosterelim. Agilarm 6.6, =K(g, k) carpimi X €
noktasinin konumundan bagimsizdir. K(g, k) ye g dogrusu lizerinde ¢emberin kuvveti
denir.

Ispat: g dogrusu y=Ax+B seklinde verilsin. g dogrusu ile izotrop olmayan
0, : Ax+ B, dogrularinin kesisme noktasini P ile gosterelim.

Izotrop olmayan Ag+ ug, =0 dogru demetinin bir dogrusunun g ile yaptigi 6

agisl i¢in;

__H _
0= /1+,u(Ai A) (4.4)

hesaplanir. Burada A+ g # 0 dir.

A =—u olmasi halinde ise demet izotrop dogru demeti olur. (A =—u ise 8 — o

olur. O halde dogru sonsuza gider. Bu da doru demetin izotrop dogru demeti olmasi

demektir)
Izotrop olmayan bu dogru demetinin dogru koordinatlarr;

y_AAtuA 2B+ uB

, (4.5)
A+u A+u
olur. (4.5), (4.3)’de yerine koyarsak,
al® +bAu+cu® =0 (4.6)

Kuadratik denklemi elde edilir. Bu denklemin katsayilar1 A, B, A, B, a, f ve
R ye baghdirlar. (4.6)’min (A, 1), (4, 1,) ¢ozimleri X den k ya tegetlerin
konumlarini belirler. g dogrusu K ye teget olmadigindan =0 ve (4.6)’nin bir ¢dzimii

degildir ve bu nedenle a = 0’dur.
(4.4) ve (4.6)’dan Vietaschen’in kok teoreminin kullanilmasiyla;

0,0, (1—E+Ej:(A1—A)2

a a
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bagintisi elde edilir. Buradan basit hesaplamayla;
66, =(A-a)’ +4R(B-p) 4.7)
elde edilir. (4.7) gosterir ki 6,6, ¢arpim1 A, B, ’den ve hatta X € g *den bagimsizdir.

UYARILAR

1. Teorem 4.1°deki 6, 6, agilar1 (2.15)’deki gibi yonlendirilmis dlgiileri olarak
bakacagiz. Kk c¢emberine ¢izilen tegetleri t, t, ile gosterelim. Buna gore
6=<x(9, %), 6,=<x(9,t,) ile gosterelim. x(g, k)>0 ise sgnd, =sgnd, dir. G
dogrusu k ¢gemberini iki farkli reel (gergel) noktada keser.

k

4
Eger K(g, k) <0 ise sgng, #sgnd,’dir ve g dogrusu k gemberini gergel
olmayan noktalarda keser. Bu baginti (3.15)’den agikga gegerlidir. Su hallerde;
a,=A, ag=a, R =0 R=R, S =B ve =0
Konulursa bunun gegerli oldugu agikca goriiliir.

2. Teorem 4.1 izotrop analog | seklinde Oklid diizleminde ¢ok iyi bilinen gember
tizerindeki bagintidir [29, 30].

3. (4.7) ile (4.3)’lin karsilagtirilmasindan goriliir ki K(g, k) kuvveti elde edilir.
k nin dogru koordinatlarina normlanmis dogru denkleminden x(g, k)kuvvetinin

gecerli oldugu elde edilebilecegi goriiliir ki orada u® nin katsayis1 1°dir.

y=Rx’ +ax+ B cemberi ile izotrop olmayan bir y= Ax+B dogrusunun ¢

kesigme acis1 (3.16)’dan hesaplanir. Boylece;

¢’ =(A-a) +R(B-p)
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bulunur ve (4.7) ile karsilastirilirsa buradan su teorem verilebilir.

Teorem 4.2: Izotrop diizlemin bir k gemberinin izotrop olmayan bir g dogrusuna

olan x(k, g) kuvveti g ile k nin kesisme agisinin karesine esittir.

Bu teorem [29] [23]’de verilen Oklidsel sonucun bir analogu seklinde ortaya

koymustur. Bu Teorem 4.2’nin anlaminda bir g dogrusu ile bir k ¢gemberinin ¢ kesisme
acis1 i¢in bir geometrik anlam vardir. Hatta, eger ¢ agisi imajiner (sanal) olsa da yine

geometrik anlam vardir. Yani, eger kK ve g nin gercel kesisme noktalarini igermeseydi.
Kongriient ¢emberler daima (3.17)’deki gercel a¢1 altinda kesisirler. Bu bagimnti

kongruent olmayan ¢emberler i¢cin daima gecerli degildir.

Teorem 4.3: izotrop diizlemin birbirine degmeyen kongruent olmayan iki k,, K,

¢cemberi daima gergel ya da kompleks eslenik iki orta tegete sahiptir. Her iki gemberin d

tegetsel uzakligi igin;

9 1 2
= 4RR, [(0‘2 _al) _4(R2_R1)(182_ﬂ1ﬂ
(4.8)
1 1 )
“4RR,  4RR, Y

saglanir.

Ispat: k;, k, gemberlerinin (u, V) ortak tegetleri (4.3)’e gore;

1 , q +4Riﬂi_ai2
4R 2R 4R,

(i=1 2)

denklemlerinin her ikisinin ¢6ziimii olarak elde edilir. Dual uzayda (u, V) nokta

koordinatlariyla belirleyelim. Yani (4.1)’den;
y =Rx® +ax+ p, R=0

dir. Paragraf 3’teki gibi yukaridaki dogrunun izotrop ¢ember ile kesisme noktalarini

belirleyelim.

R, # R, oldugundan kAi, k; dual ¢emberleri de kongurent degildirler ve

birbirlerine degmezler. Teorem 3.12°ye gore C iizerinde birbirinden farkli T, T,
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kesisme noktalar1 belirtirler. Bu kesisme noktalart k;, k,cemberlerinin orta t, t,

tegetlerine dual olarak eslenir.
T.(X, Vi) ek, T,(%, ¥,)ek, bu tegetlerden biridir. Boylece t, t, Ve t,

tegetlerinden birisinin se¢ilmesi halinde izotrop uzakligi ﬁ =:d ’den bagimsizdir. d ye

her iki cemberin tegetsel uzakligi denir.
(4.2)’den;
2R X +a, =2R X, + a,
B—RX =B, —RX,

(4.9)

olur. Bunlar elemanlar cinsinden yazilirsa;

d? =(X2_X1)2

yazilabilir. Bu da t ortak tegetinin se¢imi (4.8) formundan bagimsizdir. (4.8) formiilii

(3.16)’dan elde edilebilir.

Teorem 4.4: k,, k, izotrop diizlemin iki kongriien olmayan ve birbirine
degmeyen iki ¢ember olsun ve bunlarin yarigaplarint R, R, ve kesisim acilarmi ¢,
tanjant (tegetsel) uzakligmni d ile gosterelim. B, e€k;, P, €k, noktalar1 ayni izotrop
dogru tizerinde bulunuyorlarsa bunlarin spani 1 birimdir ve Kk, ’in P, ’deki ve aym

sekilde k, 'nin P,’deki tegetleri paraleldir. O halde sunlar gecerlidir.

a) k;, k, ¢emberleri gergel olmayan noktalarda kesisirler. Fakat, k; ve k, gercel

bir teget uzunluguna sahiptir. Buradan;
¢° =4RR,d? (4.10)
olur.

b) k, ve k, gercel olmayan kesisme noktalarina ve bunlarin gergel olmayan bir

teget uzunluguna sahip iseler;

¢’ 4L (R -R,) (4.11)

olur.
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ispat:

a) sikkindaki ifade (4.8)’den gegerlidir. O halde A<0 ve RR, <0’dur.

b) durumunda ise RR, >0 dir. B(x, y,)ek, P,(X,, y,)ek, nokta giftleri ki
bu noktalardaki k; ve k, tegetleri paraleldirler, ve B, ve P, ’nin birlestirme dogrusu da

izotroptur. O halde kisa bir hesaplama ile;

2
4L(R1 - Rz) = (0[2 _al) _4(132 _ﬂl)'(RZ - Ri)
elde edilir. Buradan ve (3.16)’dan (b) deki bagintinin dogrulugu goriiliir.

Iki izotrop diizlemde lineer ¢ember cesitlerine girisi 6grenmek icin Oklidsel
¢ember geometrisinde ¢emberin koordinatlarina yaklasmak ve bunlarin dontisiimlerini

incelemek tavsiye edilir [24].
QX2 + 20, X+ 200, Y + gy =0 (4.12)

genel c¢ember denkleminden hareketle (Teorem 3.2°nin Ispatindan elde edilen

sonuclardan) N. NAKAROWA nin [27, 31]’deki literatiirde gosterdigi;
Mo -Th -1, 13 = Oy - Oy * QL - Ol (4.13)
strali-dortlii koordinatlar gosterelim.

oy, 20 igin (4.12) bir tek ¢ember belirtir. Burada simdiye kadar parabolik
cember olarak ele aldigimiz kiime reel veya eslenik kompleks dogru-ciftine ve hatta
izotrop dogru-¢ifti olarak elde edilir.

a,, =0 i¢in gemberin biri sonsuzdaki f dogrusu ile biri izotrop olan veya izotrop
olmayan dogru-¢ifti elde edilir. Bu sekilde tanimlanan c¢ember kiimesi
Mo .1 :1,:1m,=0:0:0:0 dortliller-kiimesi  iizerine birebir-ortentirler. (4.13)’den

o, # 0 icin 5-li koordinatlar;

2
U £/ VE 2 PLo 0
XO'Xl'XZ'X3'X4_a11'a01'a02'a00a— (4.14)
02

tanimlayalim.
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Bu koordinatlardan sadece (3.1)’deki parabolik ¢emberi veya o, =0 igin

izotrop olmayan bir dogru elde edilir. Parabolik ¢emberler kiimesi ve izotrop olmayan

dogrular kiimesi y ile gosterilir.
5-1i koordinat sistemi bagimsiz degildir. Hatta aralarinda;
X — XX, —X,X, =0 (4.15)
Bagintisi vardir. Bu baginti (4.14)’ten hemen ortaya ¢ikar. (X ) homogen 5-liler

P, 4-boyutlu gergel projektif uzayda projektif koordinatlar olarak alinirsa.

O halde (4.15) denklemi M? — P, seklinde bir 3-boyutlu ikinci mertebeden bir
hiper-yiizey tanimlar. Daha yakindan incelemek i¢in (4.15)’e;
Do=Yot Y X=Vi %=Vt Y %=Yo—Ya %=V, Vi)
projektivitesini uygularsak;
~Yo + Y =Y, + Y5 +Y; =0
elde edilir [25]. O halde M? bir hiper-quadriktir. Lineer cebirden bilinen teoreme gore
M? lineer alt uzayinin maksimal boyutu U=4-2-1=1"dir. Yani bunlar dogrulardur.
H,:x, =0 hiper-diizlemi M iizerine S (O :0:0:0: 1) noktasinda hiper-tegetsel
diizlemdir ve bu diizlem M/ yi tek paral ikinci mertebeli N konigi ile konigin tepe

noktas1 S de kesisirler.

MZANZ=S

M2,

NZ boyunca N ile kesissin. O halde;



olusturulursa;

oy —>M? :N—gc P, (4.16)
2

elde edilir. K (X% % :1%:%,) Ve K (Yo:Yi:¥,:Ys:Y,) cemberleri kongruent

olmayan veya kongruent olan ve esmerkezli olmayan c¢emberler olsun. O halde

(3.16)’dan veya (3.17)’de;

gecerlidir. Bu deger (4.15)’e uygulanirsa k;, k, ¢gemberlerinin ¢ kesisme agisi;

2 _ _2X1y1 T XY+ XYoo T XY T XY,
X2y2

) (4.17)

Olur. k;, bir izotrop ¢ember ve K, izotrop olmaya dogru veya k; ve k, izotrop

olmayan ve paralel olmayan iki dogru ise (3.16) veya (2.15)’den hareketle (4.17)

bagintisi elde edilir.

Ozel olarak k;, k, € ¥ gemberlerinin degme bagmtis1 olarak;

—2x1y1+x0y3+x3y0+x2y4+x4y2 =0 (4-18)

elde edilir. (4.18)’in sol tarafi

2(X12 _Xoxs_X3X4)

polar formundadir.
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