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Bu tez dort boliim olarak diizenlenmigtir.

Ik boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler ver-
ilmigtir.

Ikinci boliimde; Adomian ayrisim metodu, Varyasyonel iterasyon metodu ve Homotopi
pertiirbasyon metodlarinin genel yapilar: anlatilmistir. Ayrica Adomian ayrigim metodu
uygulanirken ihtiyag¢ duyulan Adomian polinomlarinin hesaplamalar: verildi.

Uciincii boliimiin birinci ve ikinci kisminda Genellestirilmis KdV denklemi ve soliton
kavramlar1 anlatilmigtir. Bu boliimiin iigiincii kisminda da; GKdV denklemine sirasiyla
ADM, VIM ve HPM uygulanarak denklemin sayisal ¢oziimleri incelenmistir.

Dordiincii boliimde de; sayisal olarak irdelenen GKdV denklemi i¢in yontemlerin has-

sasligi hakkinda yorum yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: GKdV denklemi, Adomian ayrisim metodu (ADM), Varyasy-
onel iterasyon metodu (VIM), Homotopi pertiirbasyon metodu (HPM), Adomian polinom-

lar1, Lagrange carpani.
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This thesis is arrenged in four chapters.

In the first chapter, we give some fundemental definitions and theorems which will be
used in the later chapters.

In the second chapter, we give general structures of Adomian Decomposition Method,
Variational Iteration Method and Homotopy Perturbation Method. Furthermore, we give
the calculation of Adomian polynomials which we need in the course of applying Adomian
Decomposition Method.

In the first and second section of third chapter, we explain the concept of Generalized
KDV equation and soliton. In the third section of this chapter, numerical solitions of the
equation were investigated by applying ADM, VIM and HPM methods respectively to the
Generalized KDV equation.

In the fourth chapter, we remark about sensitivity of the methods of Generalized KDV

equation which investigated as numerical.

Key Words: GKdV equation, Adomian decomposition method (ADM), Variational
iteration method (VIM), Homotopy pertubation method (HPM), Adomian polinomials,

Lagrange multiplier.
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1. BOLUM

1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 1.1.1

X Dbos olmayan bir kiime olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan d : X x X — R
dontigiimiine X tizerinde bir metrik denir. (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir [1].

M1) Vz,y € X i¢in d(z,y) >0

M2)Vz,y € X igind(z,y) =0 < xz =y

M3) Vz,y € X igin d(z,y) = d(y, x)

M4) Vx,y,z € X i¢in d(x,y) < d(x,z) + d(z,y)

(X,d) bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsaksa X bir tam

metrik uzay adin alir.

Tanim 1.1.2

X bir vektor uzay1 olsun. || - |: X — RT doniisiimii asagidaki sartlar1 saghyorsa, bu
dontigiime bir norm ve (X, || - ||) ikilisine de bir normlu uzay denir. Vz,y € X i¢in

N1) [lz]| =0

N2)|z|| =0<= 2 =140

N3) [laz|| = |af [[z]| (askaler)

N4) [l + gl < |1zl + 1y

dir. Bir (X, | - ||) normlu uzay: tam ise, yani bu uzaydan alinan her Cauchy dizisi bu

normlu uzayn bir noktasina yakinsiyorsa bu normlu uzaya Banach uzay: denir [1].

Tanim 1.1.3

Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerini i¢cinde bulunduran bir denkleme diferensiyel
denklem denir. Bagka bir ifadeyle bir veya daha fazla bagimsiz degiskenli bir fonksiyon ile
bu fonksiyonun bagimsiz degiskenlere gore tiirevleri arasinda verilmig bagintiya diferensiyel

denklem denir. Bir diferensiyel denklem
, dy
- — O
< e dm)

dy d?y d"y\
f<x7y7d$7d$27"'7dxn 70

veya genel olarak

seklinde yazilir. Burada y bagimli degisken, x bagimsiz degisken olup, denklemde tek
degigkenin tiirevleri s6z konusu oldugunda denklemler, adi diferensiyel denklem olarak

isimlendirilir [2].



Tanim 1.1.4

I¢inde en az iki bagimsiz ve en az bir bagiml degisken ile bagiml degiskenin bagimsiz
degigkenlere gore cesitli basamaklardan kismi tiirevlerini kapsayan esitliklere kismi tiirevli
denklem denir [3].

z bagimli; x ve y bagimsiz degigkenler olmak iizere kismi tiirevli denklem genel olarak
F (.%', Y, 2, Zx, Zy, Zxx, Zg:y, Zyy, ) =0
seklindedir.

Tanim 1.1.5
Bir degigkenin skaler bir fonksiyonu i¢in Adomian polinomu agagidaki sekilde verilir.
f fonksiyonu n defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde Adomian polinomlar:

()

A, =

S

formiilii ile tanimlanir [4].

Tanim 1.1.6
A, B, C birer sabit say1 olmak iizere, x ve y serileri arasinda kesin olan tiirden cesitli

fonksiyonel iligkilere deterministik iligski denir. Ornegin;

y = Ax+ B (Dogrusal Ili@ki)

logy = log(Az+ B) (Tam logaritmik iligki)

ifadeleri birer deterministik iligkidirler. Bunlardan bagka daha pek ¢ok deterministik iligki
tipleri yazilabilir. Ciinkii serilerden birinin aldig1 deger bilindiginde, diger serinin alabile-
cegi deger kesin olarak hesaplanabilir. Ornegin; bir gazin hacmi ile basincr arasindaki
ters yonlii iligki, elektrik akimi ile direng arasindaki ters yonlii iligkiler birer deterministik

iligkidir [5)].

Tanim 1.1.7

Onceden hangi degerleri alacagi kesin olarak bilinmeyen, fakat yaklasik olarak bir
egilim belirleyen, olaylar arasindaki iliskiye stokastik iligki denir.

Bu tiir iligkilere konu olan olaylarin, hangi sonucu alacagi deney veya olay gergeklesme-

den bilinemez, ancak yaklagik olarak belli bir hata pay1 ile tahmin edilebilir [5].



Tanim 1.1.8
Bir a biiyiikliigiiniin yaklagik degeri a* ve gercek degeri a ise a* degerindeki e, mutlak
hata

eq =a* —a,

seklinde tanimlanmaktadir.

a* degerindeki e, Bagil hata ise

*_
eb:<a a>:e_a CL#O,
a

ile verilir [6].

Teorem 1.1.1

Iki degiskenli bir fonksiyon icin Adomian polinomlar agagidaki formda verilir [7].

An(U07Vb) = f(U07%)>

Upl Ulm VQ1
. _ 1 n 1
AO (U07“’7Un7%7"'7vn) - Z ] —‘—'
b1 P11t qi!
ann 8p1+p2+"'+p"+q1+QZ+---+q”

q1! Ouprtp2t.+Pn Qyditaat.t+an

pr+p2+..+nppt+tqgt+qg+..+ng, = n,
f(Uo,Vo),n # 0.

Tanim 1.1.9

Tanim ve deger kiimesi vektdr uzay: olan doniisiimlere operator denir [8].

Tanim 1.1.10

E, ve E, iki lineer uzay olsun. Tamm kiimesi E,’de, deger kiimesi F,’de bulunan
y = Ax operatoriinii ele alalhm. Agagidaki sartlar saglaniyorsa verilen bu A operatoriine
lineer operator denir [8].

L)A(x +y) = Az + Ay

L2)A(Ax) = Nz

Tanim 1.1.11

C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimlanmig bir H lineer vektoér uzayini goz oniine
alalim. H da ki her vektor ¢iftine bir say1 kars1 getiren bir (.,.) : H x H — C fonksiyonu,
daha dogru bir deyisle fonksiyoneli agagidaki kurallar1 sagladig: taktirde bir i¢ ¢arpim adini
alir [1]:



i)Vu,v € H igin (u,v) = (u,v),

i1)Vu,v € H ve a € Cigin (au,v) = a(u,v),
i19)Vu,v,w € H i¢in (u + v, w) = (u,w) + (v, w),
iw)Vu € H,u # 0 igin (u,v) > 0.

Tanim 1.1.12

Herhangi z, vy, z, ...elemanlar ciimlesini H ile gosterelim. H asagidaki kosullar saglasin

H1)H lineer komplex uzayidir.

H2)H da bulunan her x,y eleman ¢iftine bunlarin i¢ ¢carpimi denilen ve (z,y) ile gos-
terilen komplex (reel) bir say1 kargilik gelir.

H3)g(x,y) = ||x — y|| olacak sekilde norm anlaminda yakinsakliga gére H uzay: tamdur.

H4) Keyfi dogal n sayisi igin H uzayinda lineer bagimsiz n tane eleman mevcuttur.
Yani H sonsuz boyutludur.

H1), H2) ve H3) aksiyomlar1 saglaniyorsa H’a Uniter Hilbert uzay1 denir. H1), H2), H3)

ve H4) ozellikleri saglaniyor ise H’a Hilbert uzay: denir.

Tanim 1.1.13
FElemanlarini nokta olarak adlandiracagimiz bir X kiimesini kendi i¢ine doniistiiren bir
f: X — X fonksiyonunu géz oniine alahm. Bir z* € X noktasi f(z*) = z* bagintisini

saglhyorsa f fonksiyonunun bir sabit noktasi adim alir [9].

Tanim 1.1.14
(X, d) bir metrik uzay olsun ve f : X — X fonksiyonu bu uzay1 kendi i¢ine doniistiirsiin.

Her x,y € X nokta cifti ve 0 < k£ < 1 kosulunu saglayan bir k reel sayisi igin

d(f (), f(y)) < kd(z,y)

kosulunu sagliyorsa f bir biiziilme doniisiimii ya da sadece bir biiziilme adini alir [9].

Teorem 1.1.2 (Banach Sabit Nokta Teoremi)
(X, d) bir tam metrik uzay ve f bir biiziilme doniigiimii ise f fonksiyonunun tek bir

sabit noktasi vardir [9].



ispat:

Once f fonksiyonunun sabit noktas: varsa tek oldugunu gosterelim. Iki z*, z** € X
sabit noktasi varsa bu noktalar f(z*) = x* ve f(z**) = 2** bagmtilarim saglamalidir. Bu
durumda

d(a®, 2™) = d(f(«"), f(2™)) < kd(z", 2™)

yazilabileceginden d(z*,x**) # 0 ise k > 1 celigkisine varilir. Dolayisiyla d(z*,**) = 0
ve ¥ = 2** bulunur. Simdi tek olan sabit noktanin varligini gosterebiliriz. Her hangi bir
zo € X noktasmui segelim. f(zg) = xg ise sorun kalmamigtir. Ancak genellikle z; = f(z0)
bulunacaktir. Bir {z,,} C X dizisini x,, = f(zp—1),n > 1 seklinde olugturalim. Bu dizinin
elemanlarinin iteratif olarak x, = (fo...o f)(xg) = f"(x0) seklinde belirlenecegi agiktir.

{z,,} dizisi bir Cauchy dizisidir. Bu ozelligi gbrmek i¢in 6nce
Az, Tn) = d(f(Zm-1), f(@n-1)) < kd(@m—1, Tn-1)
islemini 6rnegin r kez yineleyelim. Kolaylikla
ATy ) < K"d(Tp—1,Tn—1)
bagintisini elde ederiz. Simdi yukaridaki ifadede r = m,n = m + 1 alirsak
(T, Tmr1) < K"d(z0, 1)

gikar. Genellikten kaybetmeksizin n > m se¢gmek kosuluyla iicgen esitsizliginden ardigik

olarak yararlanarak

d($m7 xn) < d(xma xm—‘rl) + d($m+17 xm+2) +...+ d($n—17 xn)

veya
, 1 — g
d(Tm, ) < (K™ 4+ ...+ K" )d(xo,x1) = k™ T % d(xo, 1)
ve n > m igin
d(zpm, xn) < md(wo,xl) (2.1.12)
(1K)

d(zo, 1)
en kiigiik dogal sayiy1 N (¢) ile gosterirsek m,n > N oldugunda d(z,, x,) < € buluruz. Bu

€
sonucuna variriz. Bir € > 0 sayisina karg: gelen (log ) /log k sayisindan biiyiik

da {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X metrik uzayi tam oldugundan bu

dizinin bir z* € X limiti var olacaktir. f siirekli oldugu igin de

n—oo n—oo n—oo
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elde edilecektir. Buna gore x* noktasi f fonksiyonunun sabit noktasidir.

Goriiliiyor ki f bir biiziilme doniigiimii oldugu taktirde X uzayimin her hangi bir
noktasindan baglayarak iteratif bir islemle ardigik olarak sabit noktaya yaklasabiliriz.
Baglangic noktasinin yeri yalniz yaklagim hizinmi etkileyebilir. m adimdaki hatay1

em = d(Tm, *) ile gosterir ve (2.1.12) de n — oo limitine gegersek.
em < md<x07f(x0))
ile cok duyarl olmasa da bu hata icin bir iist sinir elde ederiz.

Teorem 1.1.3

N bir biiziilme doniisiimii ve
|INp, — N|| =€, — 0,(n — o)
olmak iizere, S, serisi N(yp + S) = S ifadesinin ¢dziimii olan S i¢in
Sn+1 = Nn(yo + Sn), 5 =0
seklindeki yakimsaklig: verir [10].

Teorem 1.1.4
H bir Hilbert uzay, N H’da bir operator ve y’de

y—Ny=f

denkleminin bir ¢6ziimii olsun.

yo=f
Yn+1 = An(y07 Yi1,Yy2, ... 7?/n)
o0
ifadesinden olugan Z y; serisi; 30 < a < 1, ||yky1]| < allykll, Yk € NU{0} sartlar altinda

i=0
y’ye yakmsar [11].



ispat:

Burada

So = 0,

Sl = Y,

Sy = y1+y2,

Sp = yi+y2+...+yn.

olacak sekilde bir {S,} dizisini goz oniine alalm. Oncelikle bu {S,,} dizisinin H hilbert

uzayinda bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Bunun igin;

1Sn41 = Sull = lynsall < alynll < &2 Iyl < ... < @™ lyoll

oldugunu diigiinelim. Vn,m € N icin n > m olmak tizere

[0 = Smll = 1(Sn = Sn-1) + (Sn—1 = Sn—2) + ... + (Smt1 — Sw)ll »
< Sn = Snall + [[Sn—1 = Sn—all + - [|Smi1 — S|,
< o™ yoll + " lyoll + -+ ™ woll,
1 2 el
< @™ a2 4 ) ol = $— luol

ifadesi elde edilir.
Bu ifadeden lim [|S;, —Sy|| = 0 oldugu goriiliir. Boylece {S,} dizisi H hilbert

uzayinda bir Cauchy dizisidir ve bu da gosterir ki

35,5 € H, lim S, =5.5= yn
n=0

dizisidir. Ayrica y — Ny = f denkleminin ¢oziimii Teorem 1.1.3’de ki
S=N(yo+S)
denkleminin ¢oziimiine esittir ve bu ifadede N siirekli bir operator olmak {izere
N(yo +5) = N(lim (yo +.5)) = lim N(yo +5) = lim Syiy =S

olur. Yani S'de y — Ny = f denkleminin ¢oziimiidiir.



Teorem 1.1.5
H bir hilbert uzay olmak iizere, (.,.) H iizerinde bir i¢ garpim ve ||.|| ifadeside H iizerinde
bir norm tanimlasin. H hilbert uzay1 H= L?((c, 8) x [0, T]) bi¢imindedir. u fonksiyonunun

tanim aralig1 ise

u?(z, 8)dsdr < 4o00,u : (a, ) x [0,T] — R
(a,8)x[0,T]

seklinde tanimlansin ve

(u,v)g = u(z, s)v(x, s)dsdr
(,8)x[0,7]

dur. »’ nun norm ile iligkiside

Hu||%{ = / uz(a:, s)dsdr
(e,8)%x[0,T7]
formundadar.

Ele alinan problem operator formda
Lu+ Ru+ Nu=0

0
seklinde yazilir. Burada L = ey olarak tanmimlanan diferensiyel operator, R lineer opera-

toriin kalan kismi, N de non-lineer operatordiir.

Bir T operatorii

Tu=—Ru— Nu

olarak tamimlansin. Eger agagidaki iki hipotez metodun uygulandigi denklem i¢in saglanirsa
Adomian ayrigim metodu yakinsaktir.

Hy) Vu,v € H (T(u) —T(),u—v)>k|u—uv|?:k>0,

Hj) M > 0 herhangi bir say1 icin C(M) > 0 sabiti mevcuttur dyleki; u,v € H ve

lu|| < M, ||v]] < M olmak iizere
Vw e H igin (T'(u) — T(v),w) < C(M) ||u — vl ||w]|

yazilabilir.

Cherruault [10] ve Mavoungou [12] yukaridaki H; ve Hs hipotezleri ile Sibony nin [13]
gelistirmis oldugu metodu kullanarak yakinsaklig: ispatlamiglardir [14]. flerki boliimlerde
GKdV’nin yakinsakligi bu hipotezler yardimiyla gosterilecektir.



2. BOLUM

2.1 ADOMIiAN AYRISIM YONTEMI

Adomian ayrisitm metodu Amerikali bilim adami G. Adomian (1923-1996) tarafindan
tasarlanmigtir. Metod seri bigiminde bir ¢oziim elde edebilmek igin yapilan calismalara
dayanir. Miihendislik, fizik, biyoloji gibi bir ¢ok farkh alanda yapilan bilimsel ¢caligmalarda
kullanilan bir yontemdir [15].

Yapilan calismalarla; Adomian ayrisim metodu kullanilarak, geleneksel yontemlere
gore yaklagik ¢oziimleri olugturan serilerin elemanlarinin hesaplanmasinda daha hassas ve
daha hizli olundugu gozlemlenmistir. Ayrisim metodu yalnizca baglangig sartinin kullanil-
masiyla ¢oziimiin elde edilmesini saglar. Metod minimum hesaplama ve yiiksek dogruluklu,
etkili bir acgik ¢oziimii iiretir ve bu yoniiylede bir ¢ok bilim adami tarafindan da giivenilir
bir yéntem olarak goriiliir. Ayrigim metodu; lineer, lineer olmayan, homojen veya ho-
mojen olmayan gibi degisik tipdeki diferensiyel denklemler i¢in kullamlabilir. Yéntemin
geleneksel yontemlere gore bir ¢cok avantaji vardir. Bu metodla lineer ve lineer olmayan
problemlerde dogrusallagtirmalara ve araliklara ihtiya¢ duyulmaksizin yakinsak ¢oziimii
elde edebiliriz. Bazi durumlarda ¢otziim elemalarinin tam degerlerini bulmak miimkiin ol-
mayabilir, bu tiir durumlarda sayisal olarak yaklagik elemenlar alinir. Bu diislince sayisal
olarak Adomian ayrigim metodunun uygulanmasini amaglar. Yine Adomain yénteminde
onemli bir yeri olan birbirini gotiiren terimler (noise terms) olgusu, yalnizca iki iterasyon
kullanilarak ¢oziimiin bulunmasini saglar. Yanlizca homojen olmayan problemlerde olusan
noise terimler, ¢oziimiin cesitli elemanlarinda olusabilecek karsit durumlu 6zdes terimler
olarak tanimlanir.

Ayrisim yonteminin bir seri metodu oldugu ve birgok cebirsel, lineer veya lineer ol-
mayan diferensiyel denklemlere basarili bir gekilde uygulandg: bilinmektedir [4]-[33]. Genel
olarak bu metodu verecek olursak; kabul edelim ki F', hem lineer hem de lineer olmayan

terimleri iceren bir genel lineer olmayan adi diferensiyel operator olmak iizere;
F (u) =g (z) (2.1.1)

denklemini ele alalm. (2.1.1) denkleminde L; verilen diferansiyel denklemin en yiiksek
mertebeden tiirevini, R; lineer operatoriin kalan kismini1 ve N ise lineer olmayan terimi

gostermek iizere denklemi;

Lu+Ru+ Nu=g (2.1.2)



seklinde ayrigtirarak yazalim. L bir lineer operator ve tersi de mevcut olsun. (2.1.2)

esitligi;

Lu=g— Ru— Nu (2.1.3)

seklinde yazilabilir ve bu esitligin her iki tarafina soldan L~! operatérii uygulanirsa;

Lu=L "g—L "Ru—L "Nu 1.
L' u=L"'g— L 'Ru—L'N 2.14

elde edilir.
L’nin ikinci mertebeden ve tersi mevcut olan lineer bir operatér oldugunu kabul edelim.

(2.1.4) esitliginde gerekli iglemleri yaptiktan sonra;

w=u(0) +tu (0) — L 'Ru— L 'Nu (2.1.5)
¢oziim fonksiyonu bulunur. (2.1.5) ile elde edilen esitlikteki Nu lineer olmayan terim
Nu = > A, seklinde ifade edilmektedir. Buradaki A,, polinomlar1 6zel polinomlardir

n=0

ve bu polinomlar daha sonra incelenecektir. (2.1.5) esitligindeki u ayrigtirilmig seri ¢oziim
fonksiyonudur. Bu seri ¢oziim fonksiyonunun birinci terimi ug, verilen baslangic degeri
sag taraf fonksiyonun integrali olmak tizere ug = a + bt— L~ 1g ile bulunur daha sonra ug

terimi kullanilarak wq, uo, ug, ... terimleri elde edilerek ayrigtirilmig seri ¢oziim fonksiyonu;

u(z,t) = Zun(x, t) (2.1.6)
n=0

yazilabilir. Bu seri ¢oziimii kullanilarak (2.1.5) esitligi tekrar yazilirsa;

iun = ug — Liliun — LiliAn (2.1.7)
n=0 n=0 n=0

genel seri formu elde edilir. Benzer olarak (2.1.7) egitligi agik sekilde;

( Uy = —L_lRuo — L_le,

Ug = —LilRul — LilAl,
(2.1.8)

Uny1 = —L'Ru, — L7'A,, n>0.

formunda yazlabilir. Buradaki A,, polinomlar:1 her bir lineer olmayan terim igin genellegti-

rilebilir ve bu genellestirmede Ag sadece ug’a, A; sadece ug ve ui’e, As ise ug, uy, us’ye
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bagli ve benzer sekilde (2.1. 8) esitligindeki biitiin A,, Adomian polinomlari elde edilebilir.

A, Adomian polinomunun ayrigtirilmig hali ise literatiirde

Ay = f(u

Al = ul

0
<

= o) 0 () ()
<

1 -
An=——5 [cb (ZA un>L0, n >0, (2.1.9)

ile verilmektedir. Baz1 problemlerin sayisal ¢oziimlerinin daha hassas olmasinin istenildigi
durumlarda ayrigim serisi i¢in ¢ok sayida terimin hesaplanmasi gerekebilir. Bu gibi du-
rumlarda (2.1.9) genel formiiliiniin kullamlmasi, (2.1.6) ayristirma serisinin ¢ok sayida
teriminin hesaplanmasinda kolaylik saglamaktadir.

Ayrigim metodu kullamlarak u(z,t) kapal ¢oziim fonksiyonunun bu fonksiyona ait

sayisal ¢oziimlerin elde edilmesi i¢in;

n—1
O, (z,t) = Zun(:n,t) n >0 (2.1.10)
k=1
olmak iizere;
lim ®, = u(x,t) (2.1.11)

ifadesini (2.1.8) indirgeme bagmtisi gz oniine alinarak kolayca hesaplanabilir. Buna
ilaveten (2.1.11) seklindeki ayrigim seri ¢ziimii, genel olarak fiziksel problemlerde ¢ok hizh
olarak yakimsayan sonuglar vermektedir. Ayrigim serisinin yakinsakligi literatiirde bir ¢ok
yazar tarafindan aragtirilmigtir. Ayrigim serisinin yakinsakligi teorik olarak Y.Cherruault
ve arkadaglar1 tarafindan incelenmigtir [10]-[16]. Yakmsaklhig: ifade ederken sabit nokta

teoreminden faydalanmiglardir.

2.2 ADOMIAN POLINOMLARININ HESAPLANMASI
Wazwaz [34] tarafindan lineer olmayan terimlerin Adomian polinomlarini hesaplamak
igin son derece kullanigh bir algoritma geligtirdi. Bu algoritmanim kullanilmasiyla A,

Adomian polinomlarinin hesaplanmasi agagidaki yontemle verilir.
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2.2.1 LINEER OLMAYAN POLINOMLAR
1. DURUM
Eger F(y) = y? ise

e}
y=> Yn (2.2.1)
n=0
olmak tizere F(y) = y? lineeer olmayan terimi (2.2.1)’de yerine yazilirsa;
F(y)=@o+uy+y2+ys+..)° (2.2.2)
bulunur. Esitiligin sag tarafi agilirsa;
F(y) = (Y3 + 2yoy1 + 2y0y2 + Y7 + 25093 + 24192 + -..) (2.2.3)

elde edilir. (2.2.3)’deki acihmda indis toplamlar1 ayni olan terimleri bir araya getirirsek;

F(y) = 43+ 2you1 + 2002 + ¥i + 240y3 + 20192 (2.2.4)

+2y0ys + 2y1y3 + y% + 2y0y5 + 2y1y4 + 2y2y3 + . ..

olur. (2. 2.4)’den; F(y) = y* Adomian polinomlarr;

AO — yga
A1 = 2y,
Ay = yi+ 2yoye, (2.2.5)

Az = 2y192 + 2903,

Ay = Y3+ 251y3 + 2yoya,

formunda bulunur.

2. DURUM
Polinom tipinde verilen lineer olmayan terimler icin n € ZT olmak iizere asagidaki

genelleme yapilabilir;

Ao = o,

Ar = iV,

Ay = %n(n - 1)y(()n_2)y% + ny(()"_l)yg (2.2.6)
Ay =z D=2y + nln = Ds g+l
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3. DURUM

Eger n € Z~ ise bu taktirde Adomian polinomlari;

Ao = —yo ",

A = —nya(nﬂ)y

Ay = —%n(n ~ Do "y — nyy "y, (2.2.7)
Ay = o= 1)~ 255 "yt —n(n — 15 " Pyrgs — nyg Vs

formiiliiyle bulunur.

4. DURUM

Eger n ondalikli bir say1 ise bu taktirde Adomian polinomlari;

AO = yga
A = ny(()nil)ylv
n— 1 n—
Ay = ny(() l)yg + En(n — 1)y(() 2)y%, (2.2.8)
n— n— 1 n—
Ay = ny(() Dys + n(n — 1)y[() Dy + En(n —1)(n-— 2)y(() 3)y?,
olarak hesaplanir.
5. DURUM
Eger lineer olmayan terim F(y) = yy, ise
o0
y o= > U (2.2.9)
n=0
n=0
olmak tizere (2.2.9) ifades;
Fly) = (+uyi+y+y+.)W+y+y2+ys+..)z

= YoYor + Yox¥1 + YoUiz + Yox¥2 + YizY1 + Y22Y0 + Yozy3 + Y12Y2 (2.2.10)

+Y2zY1 + Y3zY0 + Yoz Y4 + YoYdz + Y12Y3 + -
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ve indis toplamlar1 ayni olan ifadeler gruplandirilirsa;

Ao = YoYoz,
A1 = Yoz¥1 + YY1z,
Ay = Yoz + Y1zy1 + Y20Y0, (2.2.11)
Az = Yoz¥3 + Y1z¥2 + Y22Y1 + Y3z Yo,
Ay = YoxVYa + YoYaz + Y1zY3 + Y22Y2 + Y321,
bulunur.
2.2.2 TRIGONOMETRIK LINEER OLMAYANLIK
1. DURUM

F(y) = siny ise o zaman ilk olarak Ay = F(yp) ifadesini diger terimlerden ayirmaliyiz.

Ciinkii diger terimler yo’a bagh olarak hesaplanmaktadir.
F(y) =siny
lineer olmayan terimi (2.2.11)’de yerine yazilirsa;
F(y) =sin[yo + (y1 + y2 + y3 + ...)] (2.2.12)

bulunur ve bu ifade de 0 = yo , ¢ = y1 +y2 +y3 + ... alinirsa,

sin(f 4+ ¢) = sin 6 cos ¢ + cos 0 sin ¢ (2.2.13)

ifadesinden;

F(y) =sinygcos(y1 + y2 + y3 + ...) + cosyo sin(y1 + y2 + y3 + ...) (2.2.14)

elde edilir. Burada cos(y1 +y2+ys—+...) ve sin(y1+y2+ys+...) ifadeleri Taylor serisine

acilirsa;

. 1 1
F(y) = siny <1 - E(yl +y2t+ys+.)i+ E(yl +y2t+ys+.)t— ---)(2-2-15)

1
+ cosyp <(y1 +y2+ys+..)— 5(3” +y2+ys + ...)3 + )

ve boylece;
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. 1 1
F(y) = sinyo (1—5(y%+2y1y2+...)+E(y%+y§+y§+...)—...) (2.2.16)

1
—+ cosyo ((y1 +y2+ys+...)— 5@{’ + yg’ + yg +..)+ )

bulunur. (2.2.16) ifadesi diizenlenirse;

Ay = sinyp,
A1 = yicosyp,
1 5.
Ay = yzcosyo—gy%smyg, (2.2.17)
: 1,
A = yscosyo — yiyasinyo — 5yi Cos Yo,

olur.

2. DURUM
Eger F(y) = cosy ise yukarida yapilan iglemlerin benzeri lineer olmayan terim olan

cosy icin uygulanirsa;

Ag = cosyg,

Ar = —yisinyo,
. 1

Ay = —yasinyo — i cosyp, (2.2.18)
. 1,

A3 = —yzsinyo — y1y2co8yo — gyl sin Yo,

bulunur.
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3. DURUM
Eger F(y) = sinhy ve F(y) = coshy seklinde hiperbolik lineer olmayanhga sahip ise

ayn algoritma kullanilarak Adomian polinomlar: sirasiyla;

Ao = sinhyp,
A1 = yicoshyo,
1
Ay = ypcoshyo + rui sinhyo, (2.2.19)
' . 1
As = wyscoshyo + y1y2 sinhyo + gyi” cosh yo,
ve
Ag = coshyg,
A; = yisinhyy,
1
Ay = yasinhyo + ui coshyo, (2.2.20)
. 1 5.
A3 = yssinhyg + y1y2 coshyo + gy% sinh yo,

formiilleriyle elde edilir.
2.2.3 USTEL LINEER OLMAYANLIK
1. DURUM
Eger F(y) = €Y ise bu taktirde F(yg) = €% teriminin diger terimlerden ayrilmasi

gerekir, ifade yerine yazilirsa;
F(y) = eWoty1+y2+ys+...) (2.2.21)

veya

F(y) — eYoe¥ity2tys+... (2222)

elde edilir. Bu son ifadede, e¥1¥27¥% terimi Taylor serisine acilirsa;

1
F(y) = &% [1+(y1+y2+y3+...)+§(y1+y2+y3+...)2+..}
Yo Yo L o L 3
= e Fnet+(ntqu e’ 4 ys +y1ye + 50 el (2.2.23)

1, 1 1
+ <y4 +y1ys + 5 + vive + Izﬁ‘) e + .
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bulunur. Buradan;

Ag = e,

A1 = e,

Ay = <y2 + %ﬁ) evo, (2.2.24)
Az = <y3 + Y192 + %?ff) e,

Ay = <y4 +y1ys + %y% + %y?yz + %ﬁ) e,

elde edilir.
2. DURUM

Eger F(y) = e Y ise bu taktirde Adomian polinomlari;

Ag = e,

A = —yre™™,

Ay = (—yg + %y%) e ¥, (2.2.25)
A = (—yg +y1y2 — %yi’) e %,

Ay = (—y4 +y1y3 + %y% - %yfyz + %?ﬁ) e ¥,

seklinde olur.

2.2.4 LOGARITMIK LINEER OLMAYANLIK
1. DURUM
Eger F(y) =Iny, y > 0 ise bu taktirde bu ifade (2.2.1)’de yerine yazilirsa ;

F(y) =In(yo+y1 +y2+...) (2.2.26)
bulunur.(2.2.26) ifadesi ise
F(y) =In [yo <1 SR L L )] (2.2.27)
Yo Yo

formunda yazilabilir.

In(af) =Ina+1Inp
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oldugundan (2.2.27) ifadesi

F(y) =Iny + In (1 I L £ ) (2.2.28)
Yo Yo

olur. (2.2.28)’de ikinci terim Taylor serisine agilirsa;

2
Fly) = lnyo+<ﬂ+&+...>— <ﬂ+%+...> (2.2.29)
Yo Yo

1wy oy L RV AT 4
o (2424 ) - (242400 +...
3\yo o 4 \yo Yo

elde edilir. (2.2.29)’da indis toplamlar1 ayni olan terimler gruplandirihrsa, F(y) = Iny

igin Adomian polinomlar:

AO = 1111907
Al = Ev
Yo
y2  1yi
Ay = - — 573, (2.2.30)
Yo 2.%
1 3
Ay = Ys  ny2 | L1yy

vo o vi o 3y

olur.

2. DURUM

Eger F(y) =In(1+y), =1 <y <1 ise o zaman Adomian polinomlar1

AO = 111(1-!-90)»

Al - L 5
I+yo
Y2 1y
Ay = — = , 2.2.31
2 1+yo 2(1+yo)? ( )
1 3
Ay = Y3 Yiy2 1 U

I+y (14+y)? 314wy

seklinde bulunur.
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2.3 VARYASYONEL iITERASYON METODU

Varyasyonel metodu (VIM) ilk olarak Cinli matematikci J. Huan He tarafindan ortaya
konulmustur. Bu metod lineer ve lineer olmayan problemlerde analitik ¢tziime yakinsak
yaklagik ¢oziimlerin hizli bir gekilde elde edilmesinde kullanilir. Genel olarak literatiirde
bu teknigin diger tekniklere gore avantaji olarak, hesaplamalardaki sadeligi verilmektedir.

Bu yaklagim; Blasius denklemi [35], Helmholtz denklemi [36], Burger’s denklemi [37],
coupled Burgers denklemi [37] gibi gesitli denklemlere uygulanmgtir.

Siradan veya kismi diferensiyel denklemlerin bu yéntemle ¢oziilmesi; varyasyonel teorisin
de tanimlanmig Lagrange carpani adindaki bir integral carpaninin kullanilmasiyla olus-
turulmus bir indirgeme formiiliinden elde edilir. Bu indirgeme formiiliinii iceren ilave
fonksiyon genellikle analitik c¢oziimle yakin olan diferansiyel denklemin ¢oziimiinii goz
oniinde bulundurur. Ozellikle son yillarda bu metod lineer olmayan diferensiyel denklem-
lerin ve integral denklemlerinin yaklagik ¢oziimlerini bulmak icin pek ¢ok yazar tarafindan
kullamlmigtir [38]-[48].

Ikinci dereceden bir kismi diferansiyel denklemi kapali formda
F($7ta u7ut>um>utt>umx>umt) =0 (2.3.1)

alahm. Burada x ve t bagimsiz degiskenler ve u bilinmeyen fonksiyon olsun. Boylece
baglangig sartlariyla verilmis olan problemin ¢oziimiiyle ilgileniriz. Kismi diferensiyel denk-
leme t ’ye bagh bir diizeltme fonksiyonunu (baglangictaki degiskene dayal ve lineer terimli

bagiml degiskenlerden tiiretilenlerden segilmis) agagidaki formda,

t
Unt1(2,t) = up(z,t) + /0 MNT)F (2, Ty uny (Un) gy (Un) 7y (Un)rry (Un) s (Un)er)dT (2.3.2)

verebiliriz, burada 4, simirlandirilmig varyasyondur. Bu durumda A 'min optimum degerini
bulmak i¢in du = 0 sabitli (2.3.2) denklemi tarafindan olugan diizeltme fonksiyonunu elde

ederiz. Boylece;

OUp+1(z,t) = dup(z,t) + 0 /t MNT)E(x, Ty un, (Un)zy (Un) 7y (Un)rry (Un)zz, (Un)gr)dT =0
’ (2.3.3)
olur. u ’dan X degeri tiiretildikten sonra sabit sartlarla (2.3.3) denklemini elde ederiz.
Boylece Lagrange carpani tanimlanmig olur ve diferensiyel denklemin ¢oziimii n > 0 igin

u, fonksiyonuyla agagidaki sekilde tanimlanmig olur.

Unt1(z,t) = up(z,t) + /0 MNT)F (2, Ty uny (Un) ey (Un)ry (Un)rry (Un)zzs (Un)er)dT (2.3.4)
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2.4 HOMOTOPI PERTURBASYON METODU

Homotopi pertiirbasyon metodu (HPM) ilk olarak Cinli matemetikci J. Huan He
tarafindan tasarlanmigtir [49]. Bu metodun temel diisiincesi; p € [0,1] arahgindaki bir
parametre iizerinde kurulmustur. HPM en dikkat ceken o6zelliklerinden biri uygun bir
¢oziim elde etmek igin yalmzca birkag pertiirbasyon teriminin yeterli olugudur. Ayrica
yontem dogruluk derecesi yiiksek, minimum hesaplamalarla yaklagik ¢oziimleri verdigin-
den daha kullanigh bir yontem olarak gosterilir.

HPM ile elde edilen ¢oziimlerin Adomian ayrisim metodu ile bulunan ¢oziimlere benzer
oldugu goriiliir. HPM ve ADM arasindaki en ¢nemli farklardan biri HPM metodu Ado-
mian polinomlarindan dolay1 olusan karigikliklarin giderilmesinde daha etkilidir. HPM
niimerik metodlarla kargilagtirildiginda lineer olmayan problemler i¢in dogrulugu daha
yiiksek ¢oziimler verir ve ¢oziimii verirken yiiksek hesaplamalara ihtiya¢ duyulmaz.

Metod giivenirliligi ve hesaplamalar1 azaltmasindan dolay1 genis bir kullanim alanina
sahiptir. Yontem lineer ve lineer olmayan denklemlerin ¢coguna yine lineer olmayan simir
deger problemlerine, lineer olmayan fractional kismi diferensiyel denklemler v.b. denklem-
lere uygulanmigtir [50]-[52].

Bu yontemin genel yapisini soyle aciklayabiliriz;
B(u,0u/0n) =0,n €l (2.4.1)

sinir gartlariyla verilen

A(u) — f(r) =0,r € Q (2.4.2)

lineer olmayan diferensiyel denklemi diisiinelim. A siradan bir diferensiyel operator, B bir
simir operatorii, f(r) bir analitik fonksiyon, I'da Q alanimn siniridir.
Genel olarak; A operatorii, L lineer bir operartoér, N de lineer olmayan bir operator

olmak tizere iki boliime ayrilabilir. Boylece (2.4.2) denklemi
L(u)+ N(u) — f(r)=0 (2.4.3)

seklinde yazilabilir.
Homotopi teknigiyle, v(r,p) : Q x [0.1] — R seklindeki bir homotopi

H(v,p) = (1 = p)[L(v) = L(uo)] + p[A(v) — f(r)] = 0, (2.4.4)

veya

H(v,p) = L(v) — L(uo) + pL(uo) + p[N(v) — f(r)] = 0, (2.4.5)
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sartlariyla kurulabilir. Burada p € [0.1] araliginda tanmimli br parametredir. Belirtilen
sartlar altinda, up (2.4.2) denkleminin baglangi¢ yaklasimidir. (2.4.4) ve (2.4.5) denklem-

lerinden acik olarak goriiliibilir ki;
H(v,0) = L(v) — L(up) =0, (2.4.6)

ve

H(v,1) = A(v) — f(r) =0, (2.4.7)

olur. p = 0 oldugu zaman (2.4.4) ve (2.4.5) denklemlerinin lineer oldugu, p = 1 oldugunda
da lineer olmadiklar goriiliir. p’yi sifirdan baglatarak aldigimiz degerlerle yapilan iglem-
lerle L(v) — L(ug) = 0 ve A(v) — f(r) = 0 olur. Siradan bir problem olan L(v) — L(ug) = 0,
A(v) — f(r) = 0 probleminin deformasyonuyla elde edilir ve bu iglem yapildikca p’nin
degeride sifirdan itibaren arttirilir. Homotopi yonteminin temel diisiincesi, ¢alisma alanin-
daki farkli problemlerin ¢oziimiinde basit bir problemin siirekli olarak degigtirilmesidir.
Ayrica homotopi metodu p ’yi ¢ok kiigiik bir parametre olarak kullanir.

Basit bir yaklagimla (2.4.4) iin ¢dziimiinii p’nin bir kuvvet serisi;
v =g + pu1 + p*vg + pPug + - (2.4.8)
formunda verebiliriz. Burada p = 1 igin (2.4.2) denkleminin yaklagik ¢oziimiiniin sonuglar:
uzzljii)x}lv:vo—l—vl—i-vg—kvg—i---' (2.4.9)

seklinde yazlabilir. (2.4.8) serisi p’den dolay1 biitiin ¢oziim alaninda yakinsak olabilir.
Bu metodun diger pertiirbasyon tekniklerindeki sinirlamalar: giderdigi goriilmiistiir.

Basgka bir deyigle diger pertiirbasyon tekniklerinden daha avantajhdir.
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3. BOLUM

3.1 GENELLESTIiRIiLMiS KdV DENKLEMIi

KdV denklemi olarak bilinen denklem, 1885 yilinda D.J. Korteweg ve G.de Vries [53]
adindaki iki bilim adami tarafindan s1g sulardaki dalga yayiliminin gézlenmesiyle olustu-
rulmugtur. Bu denklem gegen yiizyildan beri bilinmesine ragmen fiziksel 6zellikleri tam
olarak elde edilememigtir. KdV denklemi 1844’de John Scott Russell tarafindan gozlem-
lenmig tek dalgalar (solitary wave) i¢in en basit ve faydali modellerden biridir. Martin
Kruskal ve Norman Zabusky [54] adindaki iki bilim adami, dalga hareketine benzer tekrar-
lamalar1 KdV denklemi ile olugmus bir sistemle gozlemlemiglerdir. Bu tek dalga’nin énemli
ozelliklerinden biri de birbirleriyle ¢arpismalar1 ve bu ¢arpisma hareketi sonunda sekil ve
bigimlerini korumalaridir. Bu da tek dalgalar icin KdV denkleminin elastik oldugunu gos-
terir. Dalganin dogal yapisindan dolayi, Zabusky ve Kruskal bu tek dalga’y1 “soliton”
olarak adlandirmiglardir. Ayrica Zabusky ve Kruskal [54], peryodik siir gartlariyla KdV
denkleminin sayisal ¢oziimiinii gozlemlemiglerdir. Soliton kavram ilk olarak Fermi, Pasta,
Ulam [55] sistemindeki modelle anlatilmigtir.

Lineer olmayan dalga yapis1 hakkindaki bilgiler, modern matematiksel fizigin gelismesin-
de 6nemli kavramlardan biri olan soliton taniminin kullanildig: fizik ve matematik arasin-
daki ortak galigmalarla elde edilir. KdV denkleminin ¢oziimiinde solitonlar dagilma 6zel-
ligi gostermezler. Klasik KdV denklemi lineer olmayan baz fiziksel bolgelerde gozlem-
lenebilir. Baglangig olarak Karpman [56] ve Bisognano [57] tarafindan lineer olmayan
notr yiizeylerdeki dalga hareketi ve dairesel bir cemberdeki siddetli iginlar icin KdV denk-
leminden yararlanilarak teorik modeller gelistirilmistir. Bu denklem; kati, sivi, gaz ve
plazma; soguk bir yiizeyde ki magnetikhidrodinamiklerde; lineer olmayan yaylarla bir-
lestirilmis egit kiitleli bir boyutlu kafeslerde ki boylamsal dalga yayilimlarinda; Fermi prob-
leminde; soguk bir plazmadaki akustik iyon dalgalarinda; tiipteki akiskanin yoniinde ve
elastiki cubuklardaki boylamsal dalgalarda ve bunlar gibi daha bir ¢ok fiziksel uygulamaya
sahiptir.

Gegen 50 yil boyunca lineer olmayan denklemlerin tam ¢oziimlerinin yorumlar: igin
genis bir aragtirma sahasi olusturulmustur. Lineer olmayan denklemler icerisinde en iyi
bilinenlerden biride KdV denklemidir. Bununla birlikte matematik ve fizigin gesitli dal-
larinda lineer olmayan KdV denklemi kullanilmaktadir.

Genellegtirilmis Korteweg-de Vries denklemi (GKdV)
up + 6u" Uy + Uggr = 0
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seklinde verilebilir. Buradaki ikinci uu, ve iigiincii uy,, terimleri sirasiyla iletim ve
dagilma terimlerini gosterir. GKdV denkleminin solitonlar1 lineer olmayan iletim ve
dagilma terimleri arasindaki iligkiyle olusur. Dagilma etkisi dalgaformunun hizini olus-
tururken lineer olmayan iletim etkiside dalgaformunun seklini olusturur. Bu iki terimin
karsilikli etkilesimlerinden sabit bir dalgaformu olusur (solitary wave). Her bir soliton
kargilikli etkilegimlerine ragmen degismez. Ciinkii GKdV denklemi niceligini koruyan
sinirsiz bir gruba sahiptir. Solitonlarin yapisi sistemin parametrelerinin zamana bagh
oldugunu garanti eder ve boylece solitonlarin stabil oldugu goriiliir. GKdV denkleminin
en onemli durumlarindan biri modifiye edilmis Korteweg-de Vries (mKdV) denklemidir.
Bu denklem n = 2 igin GKdV denkleminin tiiretilmesiyle olugur ve bu denklem elek-
trodinamikler de, ince tabakalardaki elektromagnetik dalgalarda, yogunluk katmanlarinin
i¢ kisimlarinda, elastik araglarda ve trafik akiglari gibi bir ¢ok fiziksel uygulama alanina

sahiptir.
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3.2 SOLITON VE SOLITON ETKILESIMININ TARIHCESI
1834’de John Scott Rusell tek dalga (solitary wave)’y1, Edinburg-Glasgow kanalinda,
seklini degistirmeyen uzun bir su dalgasi olarak gozlemlemistir. Bu dalgay:1 “ biiyiik dalga

)

kaymasi ” olarak adlandirmig ve gozlemlerini 1844’de “Dalgalar iizerine rapor ( Report

b

on Wave ) ” makalesinde agiklamigtir. Bu makalede, tek dalganin periyodik bir dalga
olmay1ip seklini degistirmeyen, tiimsek seklinde, simetrik izole edilmis sekilde yayilan bir
dalga oldugunu aciklamigtir. Bunu takiben, benzer dalgalarin iiretilmesiyle ilgili daha
yogun c¢alismalar yapilmigtir. Bu deneysel bilgilere dayali olarak Rusell, tek dalganin
hiz1 ve sonlu bir h derinligindeki sivinin serbest yiizey iizerindeki maksimum a genligi

arasinda

u? = g(h+ a) (3.2.1)

formunda 6nemli bir baginti bulmustur. Burada g yercekimi ivmesidir. Su dalgalariyla
ilgili, Airy ve Stokes’in teorilerine zit olan bu goriigler, yani Rusell’in tek dalga hakkin-
daki yorumu, tek dalganin varligi ve bu dalganin bir sivi ortaminda geklini degigtirmeden
yayllmasiyla ilgili diigiincesiyle birlikte pek ¢ok problem ortaya ¢ikmigtir. 1870’lere kadar
bu fikirler pek kabul gormemesine ragmen, yanliz 1871’de J.Boussinesq [58] ve 1876’da
Lord Rayleigh [59] tarafindan benimsenmistir. Bu bilim adamlar: da yapigkan olmayan
ve sikigtirilamayan sivilarin hareket denklemini (3.2.1) formunda belirtmislerdir. Gergek-
tende onlar tek dalga profilini Sekil 3.2.1°deki, herhangi bir @ > 0 i¢in 2z = n(x,t),
B* = 3a/ {4h*(h + a)} olmak tizere;

n(x,t) = asec h® {B(x — ut)} (3.2.2)
¢oziimiinii bulmuslardir.

n(x,1)

v=

Sekil 3.2.1. Tek dalga (Solitary wave).
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Bu yazarlar sadece a < h olmak iizere gecerli olan sech? ¢oziimiinii bulmalarina
ragmen, (3.2.2)’yi ¢oziim kabul eden herhangi bir diferensiyel denklem bulamamiglardir.
Bununla birlikte Boussinesq, ¢ = v/gh s18 su dalgalarinin hizi olmak iizere boylesi uzun

dalgalar icin;
0

3 1
M = 02 |:77:r:1: + 5 <F>xw + §h2nxmzm:| (323)
seklinde lineer olmayan yayilma denklemini ortaya koymustur. Bu denklem Boussinesq

[58] denklemi olarak bilinir ve bunun ¢ziimii;
n(z,t) = asech? [(3a/h3) 1z (x £ ut)} (3.2.4)

seklindedir. Bu ¢oziim ise hem pozitif hem de negatif yonde hareket eden dalgay1 gosterir.

Bu galigmadan 60 yil sonra, 1885'de D.J. Korteweg ve G.de. Vries [53] adindaki
iki Hollandali bilim adami, Scott tarafindan yapilan gozlemlerin bir agiklamasini veren
matematiksel bir model ortaya koyarak, p yogunluklu bir su yiizeyi iizerinde tek yondeki
dalgalarin yayilisi icin

= % [(6 + gn> My + %Unm} (3.2.5)
denklemini elde etmisglerdir. Bu denklem KdV denklemi olarak bilinir.

1955’de Fermi, Pasta ve Ulam’in [55], Los Alamos bilim laboratuvarindaki lineer ol-
mayan kiitle-yay sistemlerinin sayisal modelleri iizerine raporlariyla KdV denkleminin tek
dalgasiyla ilgili teori ve uygulamada ki gelismeler devam etmistir. 1914’de Debye id-
dia ettiki; “Harmonik olmayan bir kafesin sonlu 1s1 iletkenligi, yaylardaki lineer olmayan
kuvvetler yiiziindendir.” Bu goriis Fermi, Pasta ve Ulam’1 diizgiin basglangic durumunun
sonunda lineer olmayan terimler yiiziinden biitiin sekiller arasinda enerjinin ayni oranda
dagildigina inandirmigtir. Fakat onlarin ¢aligmalar: gekiller arasinda enerjinin ayni oranda
dagilmadigimi gostermisgtir. Biitiin enerji baslangicta en diisiik seviyede olmasina ragmen,
degisik diisiik mertebeden sekiller arasinda ileri ve geri hareketinden sonra yine en diigiik
seviyesine geri doner. Bu ger¢ek Fermi, Pasta ve Ulam’in (FPU) tekrarlanan olay1 olarak
bilinir.

(FPU)’nun dikkate deger bu aragtirmasi, Martin Kruskal ve Norman Zabusky’nin [54],
tekrarlamanin nasil oldugunu anlamak icin lineer olmayan kiitle-yay sisteminin siirekli bir
modelini gelistirmelerine neden olmugtur. Kruskal ve Zabusky Boliim 3.1’de bahsedildigi
gibi bu tek dalgalar:1 solitonlar olarak adlandirmislardir.

Daha sonra, Gardner ve diger [60] ve Hirota [61]- [62] herhangi bir pozitif n tam-

sayisi i¢in n—soliton arasindaki etkilegimi acgiklayan KdV denkleminin analitik ¢6ziim-
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lerini ortaya koymuglardir. Solitonlarin deneysel dogrulanmasi ve etkilegimleri Zabusky
ve Galvin [63], Hammack ve Segur [64], Weidman ve Maxworty [65] tarafindan bagarili
bir gekilde gosterilmisgtir. Dolayisiyla bunlarin bu buluslar: son 30 yil boyunca yaygin,
teorik, deneysel ve iglemsel ¢aligmalara yol agmigstir. Simdi benzer ozelliklere sahip pek
¢ok lineer olmayan model denklemleri bulunmus olup uygulamali matematikte ve fizikte
cesitli bransglara ayrilmistir. Bu tiir denklemlerin soliton c¢oziimlerini bulmak icin pek cok
metot geligtirilmistir [66]-[67]. Son olarak agagidaki ifadeleri vermemiz uygun olacaktir.
Soliton kavraminin kesin tanimini vermek kolay degildir, bununla birlikte lineer olmayan
kismi diferansiyel denklem veya sistemlerin herhangi bir ¢oziimiiyle iligkilendirilebilir. KdV
denklemi ve diger benzer denklemlerin tek soliton ¢oziimii (solitary wave) genellikle tek
dalga olarak kullanilir, eger birden fazla soliton ¢oziimii varsa solitonlar olarak adlandirilir.
Bagka ifadeyle bir soliton diger bir solitondan sonsuz olarak ayriliyorsa bir tek dalgadir.
Ayrica KAV denkleminden bagka denklemler icin tek dalga ¢oziimii sec h? fonksiyonu ol-
mayabilir, fakat sec h veya tan~!(e%) olabilir. Gergekten de bazi lineer olmayan denk-
lemler tek dalga ¢oziimiinii sahip olup solitonlara sahip olmazken, KdV denklemi gibi
denk-

lemler solitonlar olan tek dalgalara sahiptirler. Gergekten soliton kavrami matematiksel
fizikte yeni bir paradizim olarak sekil almigtir. Son zamanlarda soliton kavrami ¢ok yaygin
olarak kullamlmigtir. Ornegin; lineer olmayan Schrodinger denklemi (NLS) [68]: plazma
dalgalarini, lineer olmayan optik dalgalarini, NLS denklemi sarmal (envelope) solitonlara
sahiptir. NLS denkleminin solitonlar1 genlige bagh degildir. Fiziksel olarak, onceki galis-
malarda bu tiir solitonlara diisiik frekansh solitonlar denirdi daha sonra Makhankov yap-
t181 calismalarda bu solitonlarm yiiksek frekansh solitonlar oldugunu s6ylemistir [69]- [71].
Bir bagka ¢énemli model denklemi de Sine-Gordon denklemidir. Bu denklem de elementer
parcaciklarin birlegtirilmesi teorisindeki lineer olmayan dalga hareketini, manyetik akintiy1
ve kristallerdeki bozuklugu tanimlamak igin kullanihir. SG denklemi ise soliton, antisoli-
ton (veya kinks, antikinks) ve ayni eksene gore simetrik solitonlara (breather solitonlara)

sahiptir. Ayrica bu solitonlarin hizi dalganin genligine bagh degildir.
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3.3 GKdV DENKLEMININ SAYISAL COZUMLERININ IRDELENMESI
3.3.1 AYRISIM METODUNUN GKdV DENKLEMINE UYGULANMASI

Bu kisimda 3.1 boliimiinde tanimlanmig olan GKdV denkleminin
up + 6u" Uy + Uggy = 0 (3.3.1)

verilen baslangig sartlar1 ( Tablo 3.3.1. ) altinda 2. Boliimde bahsedilmis olan Adomian
ayrigim metodu yardimiyla sayisal ¢oziimlerini bulup analitik ¢oziimleri ile kargilagtira-
cagiz. GKdV denkleminin ayrigim metodu yardimiyla ¢oziimii Helal ve Mehanna [14]
tarafindan verilmistir. Yaptiklar1 ¢alismada baglangig sarth (3.3.1) denkleminin ayrisim
metodu ve sonlu farklar metodu kullanarak elde ettikleri sayisal sonuglari kargilagtir-

miglardir.

Vesech(yex),
f/%sech:% (3+/cx) ,
(%) sec b2 (2+/cx),
(%) Fsoc? (30

Tablo 3.3.1. Verilen her bir n degeri i¢in kullanilacak baglangi¢ sartlari.

il

QU | = | WX | N

(3.3.1) denkleminde L; = at7 L, = %, Lyve = éd—;, olmak iizere bu denklem operator
formunda;
Liu(z,t) + 6u™(z,t) Lyu(x,t) + Lyggu(z,t) =0 (3.3.2)

seklinde yazilabilir. wu(z,t) ¢oziim fonksiyonunu bulmak igin (3.3.2) denklemine soldan

L; L operatoriinii uygularsak;
u(z,t) = u(z,0) + L7 [—6u" (2, t) Lyu(z,t) — Lyggu(z, t)] (3.3.3)

esitligini elde ederiz. Burada L; ! fo )dt integral operatoriinii gostermektedir. Ayrigim

metodu ile ¢oziimii

)= un(z,t) (3.3.4)
n=0

formunda ardigimizdan bu ifadeyi (3.3.3) de yerine yazarsak;

Zun z,t) z,0) + [ 6 (ZA x,t) ) - (iun(x,t)> ] (3.3.5)
n=0 rxrT
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bulunur. Burada indirgeme bagmtisini, f(z) Tablo 3.3.1’de ki u(z, 0) baglangi¢ sart1 olmak

uzere;

uo(z,t) = f(x), (3.3.6)
uk+1(a:,t) = Lt_l(—ﬁAk — (uk)mx), k 2 0

seklinde elde ederiz. Bu bagintida Ay,

Ak = ZAn(u(); to 7un)> k > 07
n=0

ifadesi Adomian polinomlari olarak adlandirilir. Herhangi bir kismi diferensiyel denklemde
ortaya cikacak lineer olmayan terim veya terimlerin durumuna gore Adomian polinom-
larinin nasil hesaplanacagi 2. Boliimde genig bir sekilde ifade edilmistir. Burada lineer

olmayan Ay = u"u, fonksiyonelini ele alirsak A,, terimlerinin bir kagi;

Ag = uguog,
-1
Al = nug upgpul + UugUis,
n—1 1 n—2, 2 n—1 n
Ay = nuf uiug + in(n — Duggug ™ “uf + nuggug ™ ug + uguay,
1 _ _ _
A = §n(n — Dugy 2u1zu% + n(n — 1)uggug 2uqus + nug L ug, (3.3.7)

1
~1 - -1
+nuy” uipu + En(n —1)(n — 2)uozug 3ud + nUueg Uy U3

n
+’U,0 U3z,

seklindedir. Diger polinomlarda benzer sekilde tiiretilebilir. Buna goére verilen baglangig

sartlariyla birlikte GKdV denkleminin ayrigim metodu kullanilarak;

up(z,t) = f(x),

ur(z,t) = Ly Y (—640 — (U0)zax),

ug(x,t) = L; (=641 — (u1)wa), (3.3.8)
ug(z,t) = Ly'(—6As — (u2)saz),

ug(z,t) = L; (=643 — (u3)rar),

terimleri bulunur ve 2. béliimde bahsedilen u(z,t) kapal ¢oziim fonksiyonlarina ait sayisal

¢oziimlerin elde edilmesi (2.1.10) ve (2.1.11) yardimiyla ayrisim serisinin ¢6ziim fonksiyonu
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bulunur ve elde edilen ayrigim serisinin terimleri (3.3.8) ve (3.3.4) seri formunda yerine
yazilirsa,;
oo
u(z,t) = Zun(x,t) =up(z,t) + ur(z,t) +ue(x,t) + us(x, t) + ug(z,t) +---  (3.3.9)
n=0
ayrigim serisinin ¢oziim fonksiyonu elde edilmig olur.
Bu kisimda ayrisim serisinin terimleri ne kadar ¢ok hesaplanirsa, elde edilecek sayisal
sonug da o kadar hassas olacaktir.
Sayisal kargilagtirma yapabilmek i¢in lineer olmayan GKdV denkleminin ayrigim seri

fonksiyonlari ile Tablo 3.3.2°de ki analitik ¢oziimlerini goz oniine alacagiz.

n u(z,t)

1 £ sec h? g(x—ct)) ,

2 Vesech(ye(x — ct)),

3 f’/%sec h3 (3Vec(z —ct)),
4 (%)i sec h%(2\/5(a: — ct)),
5| (%)% secht (§/e( —et)

Tablo 3.3.2. Verilen her bir n degerine kargilik gelen GKdV denkleminin analitik

¢oziimleri.

Simdi 1. Boliimde verilmig olan Teorem 1.1.5’i GKdV denklemine uygulayalim.

Teorem 3.3.1 (Yakinsakligin Yeterli Sart1):
0

Baslangi¢ ve sinir kosullar1 goz 6niine alinmayan GKdV (3.3.1) denkleminde L = g

secilirse Adomian ayrisim metodu bir 6zel ¢oziime yakinsar.

ispat:

Teoremi ispatlamak igin yakisakhgin (Hy) ve (Hs) sartlarmin saglandigim gostere-
cegiz. Bunun igin 6nce L(u) operatoriiniin (H;) yakinsaklik hipotezinin saglandigim
gosterecegiz.

GKdV denkleminde
_a n
L(u) = 5 (u) = Uy, R(u) = Ugyy VE N(u) = 6u"uy

olsun. Bu ifadelerden;

yazilabilir.
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T yarnisiirekli bir operator ve u,v € H icin k > 0 bir sabit olmak tizere,

(T(u) = T(v),u=v) = klu—wv|?

nOu n OV Bu v
T(u)—T(’U) = (6 %—6 8.’13) + <$—$>

— 6 2 n+l _  n+l
B n—i—l@m(u vt + ( — v
_ _ _ 6 2 n+l _ n+1 8_3 _ _
(T(uw) —TW),u—v) = (n—l—lax(u v —v |+ x3 JU—v |,

bulunur. Burada 1,02 > 0 reel sabitler olmak {izere

(8(1( ntl _ ”+1),u — v) < 4 Hu”'H — v"HH X |lu— v
< 0 |J(w—v) (W +u o+ U )| X [lu— |
< 01 fju—v| x Hu" +u o+ 20 U”H X |lu— vl
< (n+1)5M" |lu—v|?,
- (e = o) > s ol

elde edilir, burada |Ju|| < M, ||v|| < M dir.

(Za--0)

93 9
—(%(u—v),u—qo > o llu—o|*,

IN

02 [lu = vl X [Ju —of

N

82 lu—v||?,

(T'(u) — T(v),u—v) > <—6 (n+1)6;M™ ||u — v||2> — 8y |lu—v|* =k |lu — v|]?

n+1
yazilabilir. Boylece k = —601 M™ — §5 oldugundan (H7) hipotezi saglanmig olur.
Simdi (H2) hipotezinin saglandigini gosterelim. Bunun igin |jul| < M, |v|| < M

oldugunda

T -1 = 6 (2w =) + (=)

= 6(n+1)

= (6M" +1) [lu =[] w]| = C(M) [lu =[] |Jwl]],

(n+1)M" [lu — | [Jw]| + [u — vl fJw]

bulunur burada C(M) = 6M" + 1 dir. Teorem 1.1.5’in (H;) ve (Hz) yakisaklik hipotez-
leri saglandigindan GKdV denklemine Adomian ayrisgim metodu uygulandiginda bir 6zel

¢oziime yakinsar.
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1. DURUM
Simdi n» = 1 igin Tablo 3.3.1’de ki baglangi¢ kosullarimi kullanarak Adomian ayrigim
metodunu GKdV denklemine uygulayalim:

uo(z,t) = =sech? <£x> ,

2 2

1
ui(x,t) = chtsec h? <§$> tanh <§x) ,

1
ug(z,t) = §c4t2(—2 + cosh(v/cz) sec <§x> ,

1
us(z,t) = 4—801_21153 sec h° (%x) <—11 sinh (?:ﬂ) + sinh (37\/5:1:)) ,

terimleri elde edilir. Bu elde edilen ayrigim serisinin terimlerini (3.3.4) seri formunda
yerlerine yerlegtirirsek;
[ee)
u(x,t) = Zun(x,t) =g+ u; +us+us+...
n=0
ifadesinden;

w(@ ) = —csech <£x>5 (—9(—2 + A cos <§x> +3(2 4 A1) cosh (3%5:6)

48 2

+2c%t(6 — 563% 4 (6 + ¢3t?) cosh(y/cx]) sinh (gfﬁ)) LIRS

ayrisim serisinin ¢oziim fonksiyonu elde edilir. Adomian ayrigim metodu ile elde ettigimiz
yaklagik degerler ile Tablo 3.3.2’de verilmis olan analitik ¢oziimler arasindaki fark alinarak

hata tablosu asagidaki sekilde olusturulur.
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t/x

5

10

15

20

25

0.1

4.53239 x 1078

3.85455 x 10710

2.60101 x 1012

1.75256 x 1014

1.18087 x 1016

0.2

7.36168 x 107

6.29422 x 1079

4.24774 x 10711

2.8619 x 10713

1.92834 x 10715

0.3

3.78303 x 106

3.25292 x 108

2.19518 x 1010

1.47911 x 1012

9.9662 x 10~ 1°

0.4

0.0000121353

1.04983 x 10~7

7.08481 x 10710

477376 x 10712

3.21653 x 10714

0.5

0.0000300672

2.61799 x 10~7

1.76683 x 10~

1.1905 x 1011

8.0215 x 1014

0.6

0.0000632637

5.54662 x 10~7

3.74347 x 1079

2.52236 x 10~

1.69955 x 1013

0.7

0.000118905

1.05022 x 10~

7.08831 x 1079

4.77612 x 10711

3.21813 x 10713

0.8

0.000205745

1.83163 x 1076

1.2363 x 10~8

8.33019 x 10~1!

5.61284 x 1013

0.9

0.000334189

3.00034 x 106

2.02524 x 1078

1.36461 x 10710

0.19468 x 1013

1.0

0.000516351

4.67795 x 1076

3.1578 x 1078

212774 x 10710

1.43366 x 1012

Tablo 3.3.3. n =1 durumunda; ¢ = 1 igin Ayrigim serisinin 4 teriminin ve analitik

¢oziimiin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata.
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Sekil 3.3.1. ¢ =1 igin n = 1 durumunda, Ayrigim serisinin dort terimi kullanilarak elde

edilen ¢oziim ile analitik ¢oziimiin degisen ¢ zamanina gore karsilagtirilmasi.

Sekil 3.3.2. ¢ =1 i¢in n = 1 durumunda, Ayrigim serisinin dort terimi kullanilarak elde

edilen yaklagik ¢oziim ile analitik ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi.
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2. DURUM
n = 2 i¢in Tablo 3.3.1.’de verilen baglangi¢ sartlar1 altinda, GKdV denklemine (3.3.1)
Adomian ayrigim metodunu uygulayalim. Burada (3.3.6) indirgeme bagintis1 ve (3.3.7)

Adomian polinomlar1 géz éniinde bulundurulursa,

up(z,t) = +/csech(y/cx),
ui(z,t) = c*tsech(v/ex)tanh(y/ecx),

ug(x,t) = ic%t2(—3+cosh(2\/5x))sech(\/5x)3,

ug(z,t) = icf’t3 sec h(y/cx) (=23 sin(y/cz) + sinh(3v/cx)),

terimleri elde edilir. Bu elde edilen ayrigim serisinin terimlerini (3.3.4) seri formunda
yerlerine yerlestirirsek
(e o]
u(z, t) = Zun(x,t) —wuy+ur +us +ug+...
n=0
ifadesinden

1
u(z,t) = g vesec h(v/cx)(24 4 632 (=3 + cosh(2v/cx)) sec h(v/ex)? + ¢33 sec h(y/cx)?

(—23sin h(y/cx) + sinh(3y/cx) + 24c%ttanh(\/5:1:)) +...

ayrigim serisinin ¢oziim fonksiyonu bulunur.
Adomian ayrisgim metodu ile elde etdigimiz yaklagik degerler ve Tablo 3.3.2.’de verilmis

analitik coziimler arasindaki fark alinarak hata tablosu agagidaki sekilde elde edilir.
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t/x 5 10 15 20 25

0.1 | 5.70721 x 1078 | 0.0000136661 | 9.20813 x 10712 | 1.75256 x 10714 | 1.18087 x 10716
0.2 | 9.3182 x 1077 | 0.0000151086 | 1.01803 x 10~ | 2.86192 x 1013 | 1.92834 x 10~1°
0.3 | 4.81501 x 1076 | 0.000016722 | 1.12672 x 10710 | 1.47912 x 10712 | 9.96623 x 10~15
0.4 | 0.0000155369 | 0.0000185457 | 1.24961 x 10710 | 4.77376 x 10712 | 3.21653 x 1014
0.5 | 0.0000387376 | 0.0000206336 | 1.39028 x 102 | 1.19051 x 107! | 8.02152 x 1014
0.6 | 0.0000820542 | 0.0000230538 | 1.55335 x 1072 | 2.52236 x 10~ | 1.69955 x 10~13
0.7 | 0.000155327 | 0.0000258905 | 1.74449 x 10~ | 4.77612 x 10~1! | 3.21813 x 10713
0.8 | 0.000270824 | 0.000029246 | 1.97058 x 108 | 8.33019 x 107! | 5.61284 x 10713
0.9 | 0.000443493 | 0.0000332421 | 2.23984 x 1078 | 1.36461 x 10710 | 9.19468 x 10713
1.0 | 0.000691229 | 0.0000380225 | 2.56194 x 1078 | 2.12774 x 10710 | 1.43366 x 10~'2

Tablo 3.3.4. n = 2 durumunda; ¢ = 1 igin Ayrigim serisinin 4 teriminin ve analitik

¢oziimiin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata.
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Sekil 3.3.3. ¢ =1 i¢in n = 2 durumunda, Ayrigim serisinin dort terimi kullanilarak elde

edilen ¢oziim ile analitik ¢oziimiin degisen ¢ zamanina gore karsilagtirilmasi.

Sekil 3.3.4. ¢ =1 i¢in n = 2 durumunda, Ayrigim serisinin dort terimi kullanilarak elde

edilen yaklagik ¢oziim ile analitik ¢oziimiin ti¢ boyutlu resmi.
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3. DURUM
n = 3 i¢in Tablo 3.3.1.’de verilen baglangi¢ sartlar1 altinda, GKdV denklemine (3.3.1)
Adomian ayrigim metodunu uygulayalim. Burada (3.3.6) indirgeme bagintis1 ve (3.3.7)

Adomian polinomlar1 géz éniinde bulundurulursa,

I=

ui(x,t) =

1
3
uo(x,t) = 2C sech% §\/EH? )
9 2
1 3 v I
3 (3) ¥t comioymasocn’ (240 i (3

ug(z,t) = ol < ) c§t2(15380 — 15225 cosh(3+/cx) + 1356 cosh(6+/cx)
20 3\/_

+ cosh(9v/cz)) sech’s <—2 Cx) ,
1
1 5\3 3 3
ug(z,t) = ((—) 5 t3sec b <$$> — (249197706 sinh <$m>

1536 *\ 2
15
)

+79980828 sinh (97\/537> — 6862140 sinh (
+87327 sinh <212\/E:1:> + sinh <27\/E:1:> )

2

terimleri elde edilir. Elde edilen ayrigim serisinin terimlerini (3.3.4) seri formunda yerlerine

yazarsak,
[e.e]
u(z,t) = Zun(:c,t) =up+ur+us+uz+...
n=0
ifadesinden
1
1 3
u(@t) = el (g) c3 sec h3 <3T\/Ex> (1536 + 24¢3¢2(15380 — 15225 cosh(3+/cx)
41356 cosh(6v/cx) 4 cosh(9v/cx)) sec h® <3T\/Ez>
+e2td sec B <3T\/Ex> (—249197706 sinh (%@:) +..)
bulunur.

Adomian ayrigim metodu ile elde edilen yaklagik degerler ve Tablo 3.3.2.’de ki analitik

¢oziimler arasindaki fark alinarak agagidaki hata tablosu olusturulabilir.
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t/x

5

10

15

20

25

0.1

0.00202822

0.0000136661

9.20813 x 108

6.20439 x 1010

4.18048 x 10712

0.2

0.0224236

0.000015189

1.01803 x 10~ 7

6.85942 x 1010

4.62184 x 10712

0.3

0.00248176

0.000016722

1.12672 x 10~ 7

7.59177 x 10710

5.1153 x 1012

0.4

0.00275243

0.0000185457

1.2496 x 10~ 7

8.41975 x 10710

5.67318 x 1012

0.5

0.00306229

0.0000206336

1.39028 x 10~ 7

9.36764 x 10710

6.31187 x 10712

0.6

0.00342147

0.0000230538

1.55335 x 10~ 7

1.04664 x 10~*

7.0522 x 1012

0.7

0.00384248

0.0000258905

1.74449 x 1077

1.17543 x 107*

7.91997 x 10712

0.8

0.00434046

0.000029246

1.97058 x 10~7

1.32777 x 107°

8.94642 x 10712

0.9

0.00493351

0.0000332421

2.23984 x 1077

1.50919 x 10~*

1.01688 x 10~ 11

1.0

0.00564294

0.0000380225

2.5619 x 1077

1.72622 x 10~*

1.16312 x 1011

Tablo 3.3.5. n = 3 durumunda; ¢ = 1 igin Ayrigim serisinin 4 teriminin ve analitik

¢oziimiin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata.
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Sekil 3.3.5. ¢ =1 i¢gin n = 3 durumunda, Ayrigim serisinin dort terimi kullanilarak elde

edilen ¢oziim ile analitik ¢oziimiin degisen ¢ zamanina gore karsilagtirilmasi.

Sekil 3.3.6. ¢ =1 i¢in n = 3 durumunda, Ayrigim serisinin dort terimi kullanilarak elde

edilen yaklagik ¢oziim ile analitik ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi.
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4. DURUM
n = 4 i¢in Tablo 3.3.1.’de verilen baglangi¢ sartlar1 altinda, GKdV denklemine (3.3.1)

Adomian ayrisim metodunu uygularsak.
5¢\ 7
up(x,t) = <§> sec h%(2\/5x),
1
5\% =z 3 .
ui(x,t) = <§> citsec h2(2y/cx)sinh(2v/cx),

ug(x,t) = 1 (g) ! c%t2(—5 + cosh(4+/cx)) sec h(2\/5x)%,

ug(z,t) = 2—14 <g> LR sec h(2\/5x)% (—59sinh(2+y/cz) + sinh(6+/cz)),

terimleri elde edilir. Elde edilen ayrigim serisinin terimlerini (3.3.4) seri formunda yerlerine

yazarsak,
u(z, t) = Zun(x,t) —wuy+ur +us +ug+...
n=0
ifadesinden;
1 (5\7
u(z,t) = 21 <§> ¢ sec h(2\/5x)% (—9(—2 + 3¢3t?) cosh(2v/cx) + 3(2 + At?)

cos(6v/cx) + 2¢24(6 — 2932 + (6 + 312) cos(4y/cx) sinh(2/cx)) + . ..

ayrigim serisinin ¢oziim fonksiyonu elde edillir.
n = 4 olmasi durumunda Adomian ayrigim metodu ile elde edilen yaklagik degerler ve
Tablo 3.3.2.°de ki analitik ¢oziim arasindaki fark alinarak agagidaki hata tablosu olustu-

rulabilir.
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t/x

5

10

15

20

25

0.1

5.09401 x 108

3.43232 x 10710

2.31268 x 10712

1.55827 x 10714

1.04996 x 1016

0.2

8.31844 x 107

5.60493 x 1079

3.77657 x 10~ 11

2.54463 x 10713

1.71456 x 10715

0.3

4.29921 x 10~6

2.89679 x 108

1.95184 x 10710

1.31514 x 1012

8.86134 x 1015

0.4

0.0000138755

9.34922 x 108

6.29945 x 10710

4.24454 x 10712

2.85995 x 1014

0.5

0.0000346031

2.33154 x 1077

1.57098 x 1079

1.05852 x 1011

7.13224 x 10714

0.6

0.0000733151

4.93994 x 1077

3.3285 x 10

2.24273 x 10~

1.51114 x 10713

0.7

0.000138823

9.35385 x 1077

6.30257 x 1079

4.24664 x 10711

2.86136 x 10713

0.8

0.0002422126

1.63144 x 1076

1.09925 x 10~8

7.4067 x 10~

4.9906 x 10~13

0.9

0.000396639

2.67254 x 10~6

1.80074 x 1078

1.21333 x 1010

8.17536 x 1013

1.0

0.000618449

4.16709 x 1076

2.80776 x 1078

1.89185 x 1010

1.27472 x 10712

Tablo 3.3.6. n = 4 durumunda; ¢ = 1 igin Ayrigim serisinin 4 teriminin ve analitik

¢oziimiin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata.
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Sekil 3.3.7 ¢ =1 i¢gin n = 4 durumunda, Ayrisum serisinin dort terimi kullanilarak elde

edilen ¢oziim ile analitik ¢oziimiin degisen ¢ zamanina gore karsilagtirilmasi.

Sekil 3.3.8 ¢ =1 igin n = 4 durumunda, Ayrigim serisinin dért terimi kullanilarak elde

edilen yaklagik ¢oziim ile analitik ¢oziimiin ti¢ boyutlu resmi.
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5. DURUM
(3.3.6) indirgeme bagmtis1 ve n = 5 igin (3.3.7) Adomian polinomlar1 ve baglangig

kosulu g6z oniine alinirsa ayrisim serisinin agagidaki terimleri
% 5
up(x,t) = <§> sec h$ <§\/Ez> ,

1
7\3 ) )
ui(x,t) = <§) ciotsec hs (%x) sinh <$$> ,

1
1 5
ug(z,t) = 1 (g) c%t2(—6 + cosh(5+/cx)) sec hs (57\/51) ,

1
1 5 1
ug(z,t) = 71 <;> ciot3sech’s (57\/E$> <—83 sinh (57\/E$> + sinh <5T\/Ex>> ,

bulunur. Bu terimleri (3.3.4) seri formunda yerine yazarsak

1
1 /7\3 ) )
u(z,t) = 21 <§> cssechs (%x) ((18 — 33c3?) cosh (%x) +3(2 4 3t?)

) 5)
Ccos <$:ﬁ> + ZC%t(6 — 41632 + (6 + At%) cos(5+/cx) sinh (%x)) +...

elde edilir. Adomian ayrigim metodu ile elde edilen yaklagik degerler ve Tablo 3.3.2.’de ki

analitik ¢oziimler arasindaki fark alinarak agagidaki hata tablosu olusturulabilir.
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t/x 5 10 15 20 25

0.1 | 4.85608 x 1078 | 3.272 x 10710 | 2.20466 x 10712 | 1.48549 x 10714 | 1.00091 x 10716
0.2 | 7.92991 x 1077 | 5.34313 x 1079 | 3.60017 x 107! | 2.42578 x 10713 | 1.63448 x 10~1?
0.3 | 4.0984 x 1076 | 2.76148 x 1078 | 1.86067 x 10710 | 1.25371 x 10712 | 8.44744 x 10~1°
0.4 | 0.0000132274 | 8.91253 x 108 | 6.00521 x 10710 | 4.04628 x 10712 | 2.72636 x 1014
0.5 | 0.0000329869 | 2.22264 x 10~7 | 1.4976 x 1079 | 1.00908 x 10~'* | 6.7991 x 10~
0.6 | 0.0000698907 | 4.7092 x 10~7 | 3.17303 x 10~2 | 2.13797 x 10~ | 1.44056 x 10~13
0.7 | 0.000132339 | 8.91694 x 10~7 | 6.00819 x 1079 | 4.04828 x 10~ | 2.72771 x 10~13
0.8 | 0.000230817 | 1.55523 x 1076 | 1.04791 x 108 | 7.06075 x 10711 | 4.75749 x 1013
0.9 | 0.000378113 | 2.54771 x 1076 | 1.71663 x 1078 | 1.15666 x 101 | 8.7935 x 10~13
1.0 | 0.000589563 | 3.97245 x 1076 | 2.67661 x 107® | 1.80349 x 10710 | 1.21518 x 1072

Tablo 3.3.7. n =5 durumunda; ¢ = 1 igin Ayrigim serisinin 4 teriminin ve analitik

¢oziimiin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata.
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Sekil 3.3.9. ¢ =1 i¢in n = 5 durumunda, Ayrigim serisinin dort terimi kullanilarak elde

edilen ¢oziim ile analitik ¢oziimiin degisen ¢ zamanina gore karsilagtirilmasi.

Sekil 3.3.10. ¢ =1 i¢in n = 5 durumunda, Ayrigim serisinin dort terimi kullanmilarak

elde edilen yaklagik ¢oziim ile analitik ¢coziimiin iic boyutlu resmi.

45



3.3.2 VARYASYONEL ITERASYON METODUNUN GKdV

DENKLEMINE UYGULANMASI

Bu boliimde Ayrigim metodu ile ¢oziilmiis olan GKdV denkleminin (3.3.1) daha énce 2.
boliimde tanimlanmig olan Varyasyonel iterasyon metodu yardimiyla sayisal ¢oziimlerini
bulup analitik ¢oziimleri ile kargilagtiracagiz.

(3.3.1) denklemi i¢in diizeltme fonksiyonu

! Un (T, Un ) (2, 37171 x,
s (o.0) = () + [ A <%£f)+6un<x,f>a< )5, | ZE) 5>>d5

(3.3.10)
seklindedir. Sabit gartlarla iiretilen

ifadesinden Lagrange ¢arpani

A=-1
olur. Lagrange ¢arpaninin (3.3.10) denkleminde yerine yazilmasiyla olusan iterasyon for-
miilii;

A(un)(x,€) | O (an)(,§)
Ox * Ox3

Upt1(z,t) = up(x,t) — /0 <M + 6up(x,§)

% )dg,nzo

(3.3.11)
formundadir. Burada n’nin degerleri i¢in Tablo 3.3.1’de ki baglangi¢ sartlar1 géz oniinde
tutularak

uo(z,t), ui(z,t), ua(z,t), ug(z,t),--- (3.3.12)

terimleri bulunur. Burada

u(z,t) = lim uy, (x,t), (3.3.13)

n—oo

ifadesi ile GKdV denkleminin varyasyonel yontemiyle sayisal ¢oziimlerini bulmus oluruz.
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1. DURUM
(3.3.1) GKdV denkleminde n = 1 almmasiyla elde edilen denkleme (3.3.11) ile verilen

iterasyon formiiliinii uygularsak asagidaki terimler elde edilmis olur.

up(z,t) = = sech? <£w> :

2 2
1 Ve s Ve ! Ve
= = At Z N
ui(x,t) 2csech< 5 x) +t(202 sech( 5 ) tan 5L
1 s \/E 2 \/E 3
+502 sech (73:) tanh <7 > ,
1 .1
ug(z,t) = wy(z,t) — =c*t?sech ﬁx + ~c3tsech x tanh C
4 2 2 o
10 2 3
—§c%t3 sec h ﬁx tanh ﬁx + lc2tsech ﬁ tanh ﬁm
4 2 2 2 2
4 5
3
+ZC4t2 sec h <%> tanh <\/_x> 017 sec h <L> tanh <@)
1 2 6 7
+§c4t2 sec h <§x> tanh <§x) + c2t3sech <£ > tanh <7CZL‘> ,

[N

o w »-Pl@

terimleri bulunur ve (3.3.13) ifadesi ile de GKdV denkleminin varyasyonel yontemiyle

sayisal coziimlerini bulmus oluruz.
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t/x 5 10 15 20 25

0.1 | —0.00295688 | —0.0000205013 | —1.38163 x 107 | —9.30937 x 10710 | —6.2726 x 10712
0.2 | —0.00664515 | —0.0000459908 | —3.09938 x 1077 | —2.08835 x 1079 | —1.40712 x 10~
0.3 | —0.11182 | —0.0000769105 | —5.18284 x 1077 | —3.49218 x 1079 | —2.35301 x 10~ !
0.4 | —0.0167172 | —0.000113693 | —7.66086 x 10~7 | —5.16185 x 1072 | —3.47803 x 10~
0.5 | —0.0234121 | —0.000156759 | —1.05615 x 1076 | —7.11625 x 1079 | —4.79489 x 10~ 1!
0.6 | —0.0314876 | —0.00020652 | —1.39117 x 1076 | —9.37364 x 1079 | —6.31591 x 10~ !
0.7 | —0.0411807 | —0.000263372 | —1.77378 x 1076 | —1.19516 x 10~® | —8.05292 x 101!
0.8 | —0.0527702 | —0.000327697 | —2.20646 x 1076 | —1.48669 x 10~ | —1.00173 x 10710
0.9 | —0.0665743 | —0.000399886 | —2.69159 x 1076 | —1.81357 x 1078 | —1.22197 x 10~1°
1.0 | —0.0829541 | —0.000480208 | —3.23141 x 1076 | —2.17729 x 108 | —1.46704 x 10~1°

Tablo 3.3.8. n =1 durumunda; ¢ = 1 i¢in iterasyon formiilii ile hesaplanan 4 terimin ve

analitik coziimiin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata.
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Sekil 3.3.11. ¢ =1 igin n = 1 durumunda, iterasyon formiilii ile hesaplanan 4 terimin

kullanilmasiyla elde edilen ¢oziim ile analitik ¢éziimiin degisen ¢ zamanina gore

karsilagtirilmasi.

Sekil 3.3.12. ¢ =1 i¢in n = 1 durumunda, iterasyon formiilii ile hesaplanan 4 terimin ve

analitik ¢oziimiin kullanilmasiyla elde edilen yaklasik ¢oziim ile analitik ¢oziimiin iig

boyutlu resmi.
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2. DURUM
(3.3.1) GKdV denkleminde n = 2 almmasiyla elde edilen denkleme (3.3.11) ile verilen

iterasyon formiiliinii uygularsak

up(z,t) =
ui(z,t) =

ug(z,t) =

Vesech(vez),
Vesee h(y/ex)(1 + it tanh(y/cx)),
Vesee h(y/er)(1+ c2t tanh(v/ex) + c2t tanh(v/ex)? + 342 tanh(y/ex)*

+ sec h(\/Ex)Q(c%ttanh(\/Ex) +18¢2 3 tanh(y/cx)® + 6¢5¢ tanh(v/ex)?)),

bulunur. Burada varyasyonel yontemiyle bulmug oldugumuz yaklagik ¢oziimler ve Tablo

3.3.2.’de ki analitik ¢oziimler arasindaki fark alinarak hata tablosu agagidaki sekilde elde

edilir.

t/x 5 10 15 20 25

0.1 | —0.00304302 | —0.0000205052 | —1.38163 x 10~7 | —9.30937 x 10710 | —6.2726 x 10712
0.2 | —0.0682911 | —0.000045999 | —3.09938 x 1077 | —2.08835 x 1079 | —1.40712 x 10~
0.3 | —0.0114305 | —0.0000769203 | —5.18285 x 1077 | —3.49218 x 1079 | —2.35301 x 10~ !
0.4 | —0.0169231 | —0.000113697 | —7.66087 x 1077 | —5.16185 x 1079 | —3.47803 x 10~ !
0.5 | —0.0233871 | —0.000156746 | —1.05615 x 1076 | —7.11625 x 1079 | —4.79489 x 10~ 1!
0.6 | —0.0309077 | —0.000206468 | —1.39117 x 1076 | —9.37364 x 1079 | —6.31591 x 10~
0.7 | —0.0395764 | —0.000263251 | —1.77377 x 1076 | —1.19516 x 10~® | —8.05292 x 101!
0.8 | —0.0494918 | —0.000327466 | —2.20645 x 1076 | —1.48669 x 108 | —1.00173 x 10710
0.9 | —0.0607604 | —0.000399465 | —2.69157 x 1076 | —1.81357 x 1078 | —1.22197 x 10~1°
1.0 | —0.0734985 | —0.00047958 | —3.23138 x 1076 | —2.17729 x 108 | —1.46704 x 10~ 10

Tablo 3.3.9. n = 2 durumunda; ¢ = 1 i¢in iterasyon formiilii ile hesaplanan 4 terimin ve

analitik coziimiin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata.
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Sekil 3.3.13. ¢ =1 i¢in n = 2 durumunda, iterasyon formiilii ile hesaplanan 4 terimin

kullanilmasiyla elde edilen ¢6ziim ile analitik ¢oziimiin degisen ¢ zamanina gore

kargilagtirilmasi.
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Sekil 3.3.14. ¢ =1 i¢in n = 2 durumunda, iterasyon formiilii ile hesaplanan 4 terimin

ve analitik ¢oziimiin kullanilmasiyla elde edilen yaklagik ¢oziim ile analitik ¢oziimiin iig

3. DURUM

boyutlu resmi.

(3.3.1) GKdV denkleminde n = 3 almmasiyla elde edilen denkleme (3.3.11) ile verilen

iterasyon formiiliinii uygularsak

uo(z,t)

uy(z,t)

ug(x,t)

1

3
(%) sec h3 (;\/Ea:> ,

1
(g) * o5 sechl (g\/ar) +t(—9 <g
1

2
2.1 1 u (3 . ,3(3
+52353¢6 sech’s 5\/&[} sinh 5\/5:13 )

1
+t (—9 (g) 3 % sech3 (;\/Ea:) sinh <g\/5x> +.. )

1
3
+15 g) ¢3 sech’s (g\/zm> sinh <§\/Ea:>

bulunur. Burada varyasyonel yontemiyle bulmug oldugumuz yaklagik ¢oziimler ve Tablo

3.3.2.°de ki analitik ¢oziimler arasindaki fark alinarak hata tablosu agagidaki sekilde bu-

lunur.
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t/x 5 10 15 20 25

0.1 | —0.000835643 | —5.63047 x 1076 | —3.79378 x 1078 | —2.55623 x 10710 | —1.72237 x 10712
0.2 | —0.00418298 | —0.000028183710 | —1.89901 x 10~7 | —1.27954 x 1079 | —8.62147 x 10712
0.3 | —0.0826639 | —0.0000556934 | —3.75259 x 10°7 | —2.52848 x 109 | —1.70368 x 10~
0.4 | —0.013144 —0.0000885465 | —5.96622 x 107 | —4.02001 x 1072 | —2.70866 x 10~ !
0.5 | —0.188723 —0.000127117 | —8.56505 x 107 | —5.77109 x 1079 | —3.88853 x 101!
0.6 | —0.0255063 —0.000171763 | —1.15733 x 1076 | —7.79803 x 10~ | —5.25427 x 10~
0.7 | —0.0330992 —0.000222828 | —1.50141 x 107 | —1.01164 x 1078 | —6.81637 x 1071}
0.8 | —0.417025 —0.000280638 | —1.89092 x 1076 | —1.27409 x 10~% | —8.58478 x 10~
0.9 | —0.0513659 —0.000345497 | —2.32794 x 1076 | —1.56855 x 10~% | —1.05688 x 1010
1.0 | —0.0621372 —0.000417689 | —2.81437 x 1079 | —1.89631 x 1078 | —1.27772 x 10710

Tablo 3.3.10. n = 3 durumunda; ¢ = 1 igin iterasyon formiilii ile hesaplanan 4 terimin

ve analitik ¢oziimiin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata.
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Sekil 3.3.15. ¢ =1 igin n = 3 durumunda, iterasyon formiilii ile hesaplanan 4 terimin
kullanilmasiyla elde edilen ¢oziim ile analitik ¢coziimiin degisen ¢ zamanina gore

kargilagtirilmasi.

Sekil 3.3.16. ¢ =1 i¢in n = 3 durumunda, iterasyon formiilii ile hesaplanan 4 terimin ve
analitik ¢oziimiin kullanmilmasiyla elde edilen yaklagik ¢oziim ile analitik ¢oéziimiin iig

boyutlu resmi.
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4. DURUM
(3.3.1) GKdV denkleminde n = 4 almmasiyla elde edilen denkleme (3.3.11) ile verilen

iterasyon formiiliinii uygularsak
5e\ 4
uo(z,t) = (g) sec h%(2\/6$),
5\ 1 3.1 1 3 .
uy(z,t) = 3 c1y/sech(2y/cx) + t(—T72157¢1 sec h2 (24/c) sinh(2+/cx)
9\* 1 z . .3
+15 5 ) ctsec hz(2+/c)sinh®(2v/cz)),
5\ 4 1 3.1 1 3 .
ug(z,t) = 5) < \/sec h(2y/cx) + t(=T7215%c1 sec h2 (2y/c) sinh(2v/cx)

o7 sec h%(Z\/E) sinh3(2v/cx)) + t(—72%5ic% sec h%(Z\/E) sinh(2v/cz)

5
2
5\4% 7 z .13
+15 5) sec hZ (24/c) sinh®(2y/cx) — . ..

elde edilir. Burada varyasyonel yontemiyle bulmus oldugumuz yaklagik ¢oziimler ve Tablo

3.3.2.°de ki analitik c¢oziimler arasindaki fark alinarak hata tablosu asagidaki sekilde elde

edilir.

t/x 5 10 15 20 25

0.1 | —0.00270587 | —0.000018232 | —1.22846 x 1077 | —8.27733 x 10710 | —5.57722 x 10~12
0.2 | —0.00607003 | —0.0000408995 | —2.75579 x 10~7 | —1.85683 x 1079 | —1.25113 x 10712
0.3 | —0.0101504 | —0.0000683929 | —4.60828 x 10~7 | —3.10503 x 1079 | —2.09215 x 10~
0.4 | —0.0150036 | —0.0000101093 | —6.81158 x 10~7 | —4.58961 x 1079 | —3.09245 x 10~
0.5 | —0.0206844 | —0.000139369 | —9.39061 x 1077 | —6.32734 x 1079 | —4.26333 x 10711
0.6 | —0.0272461 | —0.000183579 | —1.23695 x 1076 | —8.33447 x 1079 | —5.61572 x 10~
0.7 | —0.0347397 | —0.000234067 | —1.57713 x 1076 | —1.06266 x 1078 | —7.16017 x 10~
0.8 | —0.432145 | —0.000291163 | —1.96184 x 1076 | —1.32188 x 107® | —8.90674 x 10~}
0.9 | —0.0527171 | —0.000355128 | —2.39318 x 1076 | —1.61251 x 10~® | —1.0865 x 1010
1.0 | —0.0632916 | —0.000426413 | —2.87315 x 1076 | —1.93591 x 108 | —1.30441 x 10710

Tablo 3.3.11. n = 4 durumunda; ¢ = 1 igin iterasyon formdilii ile hesaplanan 4 terimin

ve analitik ¢oziimiin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata..
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Sekil 3.3.17. ¢ =1 igin n = 4 durumunda, iterasyon formiilii ile hesaplanan 4 terimin

kullanilmasiyla elde edilen ¢oziim ile analitik ¢coziimiin degisen ¢ zamanina gore

kargilagtirilmasi.
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Sekil 3.3.18. ¢ = 1 i¢in n = 4 durumunda, iterasyon formiilii ile hesaplanan 4 terimin ve
analitik ¢oziimiin kullanmilmasiyla elde edilen yaklagik ¢oziim ile analitik ¢oéziimiin iig

boyutlu resmi.

5.DURUM
(3.3.1) GKdAV denkleminde n = 5 alinmasiyla elde edilen denkleme (3.3.11) ile verilen

iterasyon formiiliinii uygularsak

1
uop(z,t) = <E> ’ sec h <§\/E:L‘> ,
2 2
7\® 5 — \° 5 5
ui(x,t) = <§> ¢5 sech (5\/533) (COSh <§\/EZL‘> 1 ¢3tsinh <§\/E:L‘)> ,
ug(z,t) = B <§) cssech (5\/E$) (24 100c°t” + 21c2tsech <§\/Ew>

5
(cosh (g\/éw> 1 3tsinh <g\/5x>> (—GC%t + c%tcos(5\/5w) + sinh(5v/cx))
3 5 3,2 5 2 3 5 3
—38c2t tanh <§\/Ex) — 455¢°t* tanh <§\/E£L‘) + 42c2t tanh <§\/E:v> +...

bulunur. Burada varyasyonel yontemiyle bulmug oldugumuz yaklagik ¢oziimler ve Tablo

3.3.2.°de ki analitik c¢oziimler arasindaki fark alinarak hata tablosu asagidaki sekilde elde

edilir.
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t/x

5

10

15

20

25

0.1

—0.0033244

—0.0000223996

—1.50927 x 10~7

—1.01694 x 107?

—6.85209 x 1012

0.2

—0.0067536

—0.0000455054

—3.06613 x 1077

—2.06594 x 10~?

—1.39202 x 1011

0.3

—0.0109059

—0.0000734832

—4.95126 x 107

—3.33613 x 107?

—2.24787 x 10711

0.4

—0.0158385

—0.0000106718

—7.19063 x 1077

—4.84501 x 107?

—3.26454 x 10~

0.5

—0.0216071

—0.000145586

—9.80952 x 107

—6.60961 x 107°

—4.45352 x 1011

0.6

—0.0282657

—0.00019045

—1.28324 x 10~

—8.64642 x 107?

—5.28591 x 1011

0.7

—0.0358665

—0.000241661

—1.6283 x 1076

—1.09714 x 108

—7.39246 x 10~

0.8

—0.0444596

—0.000299555

—2.01839 x 10~

—1.35998 x 10~8

—9.16347 x 10711

0.9

—0.0540928

—0.000364455

—2.45568 x 1076

—1.65462 x 1078

—1.11488 x 10710

1.0

—0.0648115

—0.000436664

—2.94222 x 1076

—1.98245 x 10~8

—1.33576 x 10710

Tablo 3.3.12. n =5 durumunda; ¢ = 1 igin iterasyon formiilii ile hesaplanan 4 terimin

ve analitik ¢oziimiin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata.
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Sekil 3.3.19. ¢ =1 igin n = 5 durumunda, iterasyon formiilii ile hesaplanan 4 terimin
kullanilmasiyla elde edilen ¢oziim ile analitik ¢éziimiin degisen ¢t zamanina gore

karsilagtirilmasi.

Sekil 3.3.20. ¢ =1 i¢in n = 5 durumunda, iterasyon formiilii ile hesaplanan 4 terimin ve
analitik ¢oziimiin kullanmilmasiyla elde edilen yaklagik ¢oziim ile analitik ¢oéziimiin iig

boyutlu resmi.
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3.3.3 HOMOTOPI PERTURBASYON METODUNUN GKdV

DENKLEMINE UYGULANMASI

Bu kisimda da daha 6nce Ayrigim metodu ve Varyasyonel metodu ile ¢oziilmiig olan
(3.3.1) GKdV dekleminin, 2. béliimde tanimlanmis Homotopi pertiirbasyon metodu ile
say1sal ¢oziimlerini bulup analitik ¢oziimleri ile karsilagtiracagiz. Burada; p € [0.1] ara-

liginda bir parametre olmak iizere;

(1—p)(Y —1ig) +p(Y +6YY' +Y") =0, (3.3.14)

formundaki (3.3.1) denkleminin homotopisi kurulmug olur. Burada Y, t'ye gore, Y/, x'e
gore ve Y ’de m terimleri igin w'nun aldigi degerleri ifade eder. Tablo 3.3.1’de n ’'nin
degerlerine gore verilmis baslangig sartlar1 altinda, 2. boliimde tamimlanmis (2.4.8) ve

(2.4.9) denklemleri (2.4.7)’de kullanilacaktir.

1. DURUM
n = 1 igin Tablo 3.3.1’de verilen baglangig sartlar: altinda (3.3.1) GKdV denklemine

homotopi metodunun uygulanmasiyla bu denklem icin p nin kuvvetlerinden

Yo +pYi + p*Ya + p*Y3 + p*Va + p°Ys — g + pitg + 6pYoYy + 6p°YoY] + 6p°YoY;
+6p*YoYs4 + 6p°YoY] + 6p°Y1Yy + 6p°Y1Y{ + 6p*Y1YS + 6p°Y1 Yy + 6p°Y1 Y
+6p°Ya Yy + 6p*YaY] + 6p°YaYy + 6p*Y3Yy + 6p°Y3Y] + 6p°Y,Yy + 6ptYaY] + -
PV Y B Y 4 Y Y = 0
bulunur. Y;(z,t), i = 1,2, 3,4, bilinmiyenlerini bulmak igin beg bilinmiyen iceren bes den-
klemden olusan sistemi kurabiliriz. Burada; Yy = s, Y’ = uy ve Y = uyqe seklindedir.

Y (x,0) = u(z, 0) seklindeki baglangi¢ sartin1 goz éniinde bulundurarak (2.4.8) denkleminin
basglangic yaklagimindan

P’ o Yo—p=0,

pt o Y14+ 6YoYy + Yy =0,

P’ Yo+ 6YpY! +6Y1Y] + Y =0,

p* o Y3+ 6YpYy +6Y1Y] + 6YaY) + 5" =0,

pt Va4 6Y0Ys 4+ 6Y1Yy + 6YaY] 4+ 6Y3Y) + Yy =0,
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elde edilir. (2.4.6) denkleminden, eger ilk dort yaklagim yeterli ise yaklagik ¢oziimii
u(z,t) = liml Yi(z,t), k=0,1,2,3,---
p*)

ile verilir.
Boylece HPM'nun GKdV denkleminde n = 1 igin kullanilmasiyla agagidaki homotopi

serisinin terimleri

Yo(z,t) = gsec h? (%a:) ,

1
Yi(z,t) = Ecgtsec h? <§a}> tanh <§x> ,

Yo(z,t) = %C4t2(—2 + cosh(y/cx) sec h? <§x>

Ya(x,t) = 4_180%t3 sec h® <§x> <—11 sinh <§x> + sinh (37\/61‘)) ,

o

bulunur. Bu terimler (2.4.9) ifadesinde yerine yazilirsa

1
ue,t) = 48°°° e (%w) (—9(=2 + ¢*t? cos <§x> +3(2 + c3t?) cosh (37\/6:6>

+2¢%t(6 — 5632 4 (6 + ¢3t?) cosh(y/cx]) sinh (%x)) +..

elde edilir.
Homotopi pertiirbasyon metodu ve elde ettigimiz yaklagik degerler Tablo 3.3.2’de ve
rilmig olan analitik ¢oziimler arasindaki fark alinarak hata tablosu agagidaki sekilde olus-

turulur.
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t/x

5

10

15

20

25

3.85455 x 10710

2.60101 x 1012

1.75256 x 1014

1.18087 x 1016

6.29422 x 1079

4.2474 x 10711

2.8619 x 10713

1.92834 x 10715

3.25292 x 1078

2.19518 x 1010

1.47911 x 1012

9.9662 x 10~ 15

1.04983 x 107?

7.08481 x 10710

477376 x 10712

3.21653 x 10714

2.61799 x 1079

1.76683 x 10~°

1.1905 x 1011

8.0215 x 10~ 14

5.54662 x 1079

3.74347 x 1079

2.52236 x 10~

1.69955 x 1013

1.05022 x 1079

7.08831 x 1079

4.77612 x 10711

3.21813 x 10713

1.83163 x 10~?

1.2363 x 10~8

8.33019 x 10~1!

5.61284 x 1013

3.00034 x 1079

2.02524 x 108

1.36461 x 10710

0.19468 x 1012

0.1 | 4.53239 x 1079
0.2 | 7.36168 x 10~7
0.3 | 3.78303 x 1076
0.4 | 0.0000121353
0.5 | 0.0000300672
0.6 | 0.0000632637
0.7 0.000118905
0.8 0.000205745
0.9 0.000334189
1.0 0.000516351

4.67795 x 1079

3.1578 x 108

212774 x 10710

1.43366 x 1012

Tablo 3.3.13. n =1 durumunda; ¢ = 1 i¢gin Homotopi serisinin 4 teriminin ve analitik

¢oziimiin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata.
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0.5 o
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\
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2 0 2 4
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---- U tam ¢oz
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Sekil 3.3.21. ¢ =1 i¢gin n = 1 durumunda, Homotopi serisinin 4 terimi kullanilarak elde

edilen ¢oziim ile analitik ¢oziimiin degisen ¢ zamanina gore kargilagtirilmasi.

Sekil 3.3.22. ¢ =1 igin n = 1 durumunda, Homotopi serisinin 4 terimi kullanilarak elde

edilen yaklagik ¢oziim ile analitik ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi.
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2. DURUM
(3.3.1) GKdV denklemine n = 2 olmasi durumunda homotopi pertiirbasyon meto-

dunu uygularsak asagidaki denklem

Yo + pY1 + p*Ya + p*Y3 + p*Vi + pPYs — g + piig + 6pYFYy + 6p* VY] + 6p°Y7Ys

+6p*YGY; + 6p V7Y, + 6pY Yy + 6p° V7Y, + 6p*Y Y + 6p°Y7Yy + 6p°YY]

+6p3}/221/b/ + 6p41/22y'1/ + 6p5Y'22Y'2/ + 6p4Y'32)/0/ + 6295Y32Y1, + 6p5Y421/0/ + 6p4y42y'1/ 4.

—i—pYO'" +p2Y1/" —i—p?’YQIH +p4Y3"' +p53f4'" +p6Y5”/ — 07

elde edilir. Yj(z,t), i = 1,2,3,4, bilinmiyenlerini bulmak i¢in beg bilinmiyen igeren bes
denklemden olugan sistemi kurabiliriz. Burada; Yy = u, Y’ = uy ve Y = gy sek-
lindedir. Y (z,0) = u(zx,0) seklindeki baslangi¢ sartini goz éniinde bulundurarak agagidaki

p’nin kuvvetlerinden olugan sistem

P’ Yoo =0,

pt o Yiddg+6YZYy + Yy =0,

p? o Yo+ 6YFY{ +6Y2Y) + Y =0,

PP Vi 6YGY; 4 6YEY] 4 6Y5YG + Y5 =0,

pt o Yi+6YRY; + 6Y2Yy + 6Y2Y] 4+ 6Y2Y] + Yy =0,

bulunur. (2.4.6) denkleminden, eger ilk dort yaklagim yeterli ise:

u(:v,t) = Il)i_}HiYk(.’L',t), k=0,1,2,3,---

ifadesinde yerine yazilir.

Yukaridaki sistemin ¢oziilmesiyle homotopi serisinin agagidaki terimleri
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Yo(a,t) = +esech(Ven),
Yi(z,t) = CQtsech(\/Ex)tanh (\/51:),

1
Yo(z,t) = 1—605152(43 — 52 cosh(2v/cz) 4 cosh(4+/cx)) sec h® (Vex)
+2%83 sec b3 (\/EZL‘) tanh? (\/E:L‘) ,
1
Y3(z,t) = 13440 (Pt sec h™ (Vex) (12600315(—678 + 779 cosh(2v/cx)) — 138 cosh(4+/cx)

+ cosh(6v/cz)) sech® (Vex) + ...,
elde edilir. (2.4.9) ifadesinde yerine yazilirsa bulunan bu terimler

1
u(z,t) = esech (Vex) + 1—60% t2(43 — 52 cosh(2v/cx) + cosh(4+/cz)) sec h® (Vez)
—i—%c% t4(—678 + 779 cosh(2y/cx) — 138 cosh(4+/cz) + 5 cosh(6+/cz)) sec h® (Vez) ...
seklinde ki homotopi serisinin ¢6ziim fonksiyonunu verir.
Homotopi pertiirbasyon metodu ve elde ettigimiz yaklagik degerler Tablo 3.3.2° de

verilmis olan analitik c¢oziimler arasindaki fark alinarak hata tablosu agagidaki sekilde

olugturulur.
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t/x

5

10

15

20

25

0.1

3.46833 x 107

3.86116 x 10710

2.60103 x 1012

1.75256 x 1014

1.18087 x 10716

0.2

2.63326 x 106

6.30428 x 1079

4.24744 x 10~ 11

2.8619 x 10713

1.92834 x 10715

0.3

9.79691 x 10~6

3.25812 x 1078

2.1952 x 1010

1.47912 x 1012

9.9662 x 10~ 15

0.4

0.0000263252

1.05152 x 1077

7.08489 x 1010

477376 x 10712

3.21653 x 10714

0.5

0.0000548248

2.6223 x 10~7

1.76685 x 10~?

1.1905 x 1011

8.0215 x 10~ 14

0.6

0.0000114208

5.55596 x 107

3.74351 x 1079

2.52236 x 10~

1.69955 x 1013

0.7

0.000203897

1.05203 x 10~

7.08839 x 107

4.77612 x 10711

3.21813 x 10713

0.8

0.000340051

1.83487 x 10~

1.23631 x 10~8

8.33019 x 10~1!

5.61284 x 1013

0.9

0.000537812

3.00579 x 106

2.02526 x 108

1.36461 x 10710

0.19468 x 1012

1.0

0.000815175

4.68669 x 1076

3.15784 x 108

212774 x 10710

1.43366 x 1012

Tablo 3.3.14. n = 2 durumunda; ¢ = 1 i¢gin Homotopi serisinin 4 teriminin ve analitik

¢oziimiin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata.
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Sekil 3.3.23. ¢ =1 igin n = 2 durumunda, Homotopi serisinin 4 terimi kullanilarak elde
edilen ¢oziim ile analitik ¢oziimiin degisen ¢ zamaninin sirasiyla 0.5, 1, 1.5 ve 2

degerlerine gore karsilagtirilmasi.

Sekil 3.3.24. ¢ =1 igin n = 2 durumunda, Homotopi serisinin 4 terimi kullanilarak elde

edilen yaklagik ¢oziim ile analitik ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi.
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3. DURUM
GKdV denkleminde n = 3 alirsak agagidaki baglangic kosullu KdV

Yo + pY1 4+ p?Ya 4+ pPYs 4+ p?Yy 4+ pPYs — 1o + piig + 6pYSY] 4 6p* Y3 Y] + 6p3Y Yy

+6p Y5 Y5 + 6p Y Y + 6p*YP Yy + 6p°YPY] + 6p'YPYy + 6p° Yy + 6p° YY)

+6p3YSY] 4 6p*YSY] + 6p° Y5 Yy + 6p*YSYy + 6p°YSY] + 6p°Y Yy + 6prY Y] + - -

+pY0/” +p2Y1,/I —i—pSYg”/ +p4Yg” +p5Y4'" +p6Y5/// _ 0,

elde edilir. Bu denkleme homotopi metodunu uygularsak

P’ i Yo—ig =0,

pt o Yiddg+6YPY) + Yy =0,

PP Yo+ 6YPY! +6Y3Y) + Y =0,

PP Va4 6YRY; + 6YPY] +6Y3YE 4+ 5" =0,

Pt Y+ 6YPYS 4+ 6YPY 4+ 6Y5Y) 4+ 6Y5Yg + V" =0,

bulunur. Burada Y (z,0) = u(x,0) = formundaki baglangi¢ sartin1 gbz oniine alirsak, p’nin

kuvvetleri olan agagidaki denklem sistemi

u(:v,t) = Il)i_}HiYk(.’L',t), k=0,1,2,3,---

elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziilmesiyle homotopi serisinin terimleri
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Yo(z,t) = ﬁ%sech% <g\/5x>,

1/5\% u u (3 (3

Yi(z,t) = slz) ¢ t(11 + cosh(3+/cx)) sec h3 5\/5:1: sinh 5\/51‘ ,
1

1 /5\3 10,4 20 (3
Yo(z,t) = ailz) <® t“sech’s 5\/E$ (19160 — 18825 cosh(3+/cx)) + 1176 cosh(6+/cx)

+ cosh(9v/cx) + 3033 (11 + ... .,

1
1 5\3 20 5 20 (3 . 3

1
+99571488 sinh (gﬁx> — 81327760 sinh (;ﬁx> ...,

formunda bulunur. Bu elde edilen terimleri (2.4.9) ifadesinde yerine yazarsak

1
1 3
w(z,t) = m((%) c3 sec h3 @\/Ex) (787218432 + 12300288¢%¢2(19160

3
—18825 cosh(3+/cx) + 1176 cosh(6+/cx) + cosh(9v/cx)) sec h® <§\/EIL‘>
1512512¢3 83 sec h? @ﬁ:;;) (—3135824 sinh @ﬁx) ...

seklindeki homotopi serisinin ¢oziim fonksiyonu bulunur.
Homotopi perturbasyon metodu ve elde ettigimiz yaklagik degerler Tablo 3.3.2° de

verilmis olan analitik c¢oziimler arasindaki fark alinarak hata tablosu agagidaki sekilde

olugturulur.
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t/x

5

10

15

20

25

0.1 | —2.88458 x 1078 | 4.15835 x 10710 | 2.80188 x 10712 | 1.88789 x 10714 | 1.27205 x 1016
0.2 | 4.41096 x 1077 | 6.79052 x 1079 | 4.57542 x 10711 | 3.08289 x 10713 | 2.07724 x 10~1?
0.3 | 3.44565 x 1076 | 3.50954 x 1078 | 2.36471 x 10710 | 1.59333 x 10~!2 | 1.07358 x 10~ 14
0.4 0.0000127941 | 1.13268 x 10~7 | 7.63196 x 10710 | 5.14238 x 10712 | 3.36491 x 10~14
0.5 0.0000342549 | 2.82473 x 1077 | 1.90329 x 1079 | 1.28242 x 10! | 8.6409 x 10~14
0.6 0.0000757608 | 5.98487 x 10~7 | 4.03257 x 1072 | 2.71713 x 10~ 1 | 1.83079 x 1013
0.7 0.000147636 | 1.3324 x 1076 | 7.63574 x 1079 | 5.14492 x 107! | 3.46662 x 10713
0.8 0.000262845 | 1.97653 x 1076 | 1.33177 x 1078 | 8.97343 x 107! | 6.04625 x 10713
0.9 0.000437273 | 3.23785 x 1076 | 2.18165 x 1078 | 1.46998 x 10710 | 9.90467 x 10~13
1.0 0.000690031 | 5.04854 x 1076 | 3.40168 x 1078 | 2.29203 x 10710 | 1.54436 x 10712

Tablo 3.3.15. n = 3 durumunda; ¢ = 1 i¢in Homotopi serisinin 4 teriminin ve analitik

100 t

¢oziimiin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata.

---- u tan coz

---- u tan c¢coz
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Sekil 3.3.25. ¢ =1 i¢in n = 3 durumunda, Homotopi serisinin 4 terimi kullanilarak elde

edilen ¢oziim ile analitik ¢oziimiin degisen ¢ zamaninin sirasiyla 0.5, 1, 1.5 ve 2

degerlerine gore kargilagtirilmasi.

Sekil 3.3.26. ¢ =1 i¢in n = 3 durumunda, Homotopi serisinin 4 terimi kullanilarak elde

edilen yaklagik ¢oziim ile analitik ¢oziimiin ti¢ boyutlu resmi.
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4. DURUM
n = 4 i¢in Tablo 3.3.1°de verilen basglangi¢ sartlar altinda GKdV denklemine,

homotopi metodunu uygularsak

Yo + pY1 + p*Yo + p*Y3 + ptYa + pPYs — g + prio + 6pYy Yy + 6p?YyY{ + 6p°Y,'Ys

+6p*Y5'Y; + 6p°Y5'YS + 6p Y'Y + 6p°YITYY + 6p*YtY; + 6p°YiTYS + 6p°YtY]

+6p3}/241/b/ + 6p41/24y'1/ + 6p5Y'24Y'2/ + 6p4Y'34)/0/ + 6295}/},41/1, + 6p5Y441/0/ + 6p4y44y'1/ 4.

—i—pYO'" +p2Y1/" —i—p?’YQIH +p4Y3"' +p53f4'" +p6Y5”/ — 07

elde edilir. Y (z,0) = u(x,0) seklindeki baglangi¢ sartim1 goz 6niinde bulundurarak (2.4.8)

denkleminin bagalangi¢ yaklagimindan:

P’ i Yo—io=0,

pl oo Y+ 6YRY) + Y =0,

P’ Yo+ 6YyY] +6YiYy + V)" =0,

PP Y3+ 6YYs +6YY] +6Y5 Y] 4 Yy =0,

Pt Yot 6Yg'YE + 6Y'Y; + 6Y,'Y +6Y5'Yg + Y3 =0,

yazilabilir.
Yukaridaki denklem sistemi coziiliirse, homotopi serisinin terimleri asagidaki formda

bulunur.
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Vo = (F) sechdeve),
5\T 1 3 :
Yi(z,t) = 5 citsech? (2\/556) sinh (2\/&5) ,
1
Yo(z,t) = 1_16 <g> C R 2 sec h (2y/cz) (231 — 248 cosh(4+/cx)) + cosh(8+/cx)

148¢3 13 sinh? (2/cx) tanh® (2y/cz)) + ...,

1 5
Y; - 2
3(2, 1) 1376256(<2>

+847269 sinh (6+/cz) — 31495sinh (10\/cz) + ...

e

cFtdsech? (2y/cx) (3584(—3544915 sinh (2y/cx)

bulunur. Bu terimler (2.4.9) ifadesinde yerine yazilirsa

1
1 1
u(z,t) = 1376256(@) ciy[sec h (2v/cx) (1376256 + 86016¢°2(231 — 248 cosh(4+/cx)

+ cosh(8y/cx)) sec h' (2v/cxz) + 35843 3 sec h' (2v/cz) (—3544915 sinh (2y/cx)
+847269 sinh (6+/cz) — 31495 sinh (10y/cz) + sinh (14y/cz)) + . ..
seklinde ki homotopi serisinin ¢oziim fonksiyonu elde edilir.
Homotopi pertiirbasyon metodu ve elde ettigimiz yaklagik degerler Tablo 3.3.2° de

verilmis olan analitik ¢oziimler arasindaki fark alinarak hata tablosu agagidaki sekilde

olusturulur.
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t/x

5

10

15

20

25

0.1

5.10992 x 108

3.43232 x 10710

2.31268 x 10712

1.55827 x 10714

1.04996 x 1016

0.2

8.32998 x 10~

5.60493 x 1079

3.77657 x 10~ 11

2.54463 x 10713

1.71456 x 10715

0.3

4.30297 x 10~6

2.89679 x 108

1.95184 x 10710

1.31514 x 1012

8.86134 x 1015

0.4

0.0000138842

0.34922 x 108

6.29945 x 10710

4.24454 x 10712

2.85995 x 1014

0.5

0.0000346199

2.33154 x 1077

1.57098 x 10~?

1.05852 x 1011

7.13224 x 10714

0.6

0.0000733438

4.93994 x 1077

3.3285 x 10~

2.24273 x 10~

1.51114 x 10713

0.7

0.00038868

9.35385 x 10~7

6.30257 x 1079

4.24664 x 10711

2.86136 x 10713

0.8

0.000242192

1.63144 x 10~

1.09925 x 10~

7.4067 x 10711

4.9906 x 1013

0.9

0.000396732

2.67254 x 106

1.80074 x 10~8

1.21333 x 1010

8.17536 x 1013

1.0

0.000618575

4.16709 x 1076

2.80776 x 1078

1.89185 x 1010

1.27472 x 10712

Tablo 3.3.16. n = 4 durumunda; ¢ = 1 i¢gin Homotopi serisinin 4 teriminin ve analitik

¢oziimiin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata.

100 ¢
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Sekil 3.3.27. ¢ =1 igin n = 4 durumunda, Homotopi serisinin 4 terimi kullanilarak elde

edilen ¢oziim ile analitik ¢oziimiin degisen ¢ zamaninin sirasiyla 0.5, 1, 1.5 ve 2

degerlerine gore kargilagtirilmasi.

Sekil 3.3.28. ¢ =1 igin n = 4 durumunda, Homotopi serisinin 4 terimi kullanilarak elde

edilen yaklagik ¢oziim ile analitik ¢oziimiin ti¢ boyutlu resmi.
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5. DURUM
(3.3.1) GKdV denkleminde n = 5 alir ve gerekli baglangi¢ kogulunu kullanirsa, ho-

motopi metoduyla asagidaki denklem
+6p3Y3 Yy + 6pYPY] + 6p°Y3 Yy + 6p YY) + 6p°YY] 4 6p°YLY + 6pt VY] +

+pyl// Y/// Y/// Y/// Y/// Y/// — O7

bulunur. Y (z,0) = u(zx,0) seklindeki baglangig sartin1 gz éniinde bulundurursak

P’ i Yo—io=0,

Pl Y+ 6YPY) + Y =0,

P Yo 4 6YPY] +6YPY) + V" =0,

PP Y34 6YPYs + 6YPY! +6YPY] + Yy =0,

Pt Ya+6YDY] 4+ 6YYy +6YSY] + 6YPY) + Y =0,

sistemi elde edilir.

Bu sistemin ¢oziilmesiyle homotopi serisinin

Yl(.’L', t) =

Yo(z,t) = <%> sec b (g\/zw> ,
<;> cTotsec hs (gﬁ:p) sinh <g\/5x> ,
16

) 1
Yo(z,t) = 0 <—> 5 t2sech’s (g\/Ea:> (409 — 430 cosh(5+/cx)) 4 cosh(10y/cx)
+56¢%* sinh? (g\/E:L) tanh* (g\/E:L)) +

=

Vi t) = —— ([~ %c%t?’sech% 2 Jex ) (3662241792(— 11610643 sinh [ 2/cw
ST 1406300848128 1\ 2 2 2

15 25 35
+2710017 sinh <7 \/E:U) — 93739 sinh <? \/E:E> + sinh <7\/E$>) +...

terimleri bulunur. Bu terimler (2.4.9) ifadesinde yerine yazilirsa
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u(z,t)

seklinde ki homotopi serisinin ¢dziim fonksiyonu elde edilir.

1

ot

7T\5 1
1406300848128 <§) co see

—430 cosh(5+v/cz) + cosh(10y/cz)) sec h* (g\/&:)

+3662241792c51° sec b7 <g x/5x> (—11610643 sinh <g \/Ex>

)
h3 <§\/Ex> (1406300848128 + 87893803008¢°¢ (409

1 2
42710017 sinh <?5\/Ex> — 93739 sinh <?5\/E$) + sinh <%\/Ex> + ...

Homotopi pertiirbasyon metodu ve elde ettigimiz yaklagik degerler Tablo 3.3.2° de

verilmis olan analitik coziimler arasindaki fark alinarak hata tablosu agagidaki sekilde

olusturulur.
t/x 5 10 15 20 25
0.1 | 4.85636 x 1078 | 3.272 x 10710 | 2.20466 x 10712 | 1.48549 x 1014 | 1.00091 x 10716
0.2 | 7.93012 x 1077 | 5.34313 x 1079 | 3.60017 x 10711 | 2.42578 x 10713 | 1.63448 x 10~1?
0.3 | 4.09847 x 1075 | 2.76148 x 1078 | 1.86067 x 10710 | 1.25371 x 10712 | 8.44744 x 10~1%
0.4 | 0.0000132275 | 8.91253 x 10~% | 6.00521 x 10710 | 4.04628 x 1012 | 2.72636 x 10~ 14
0.5 | 0.0000329872 | 2.22264 x 1077 |  1.4976 x 1079 | 1.00908 x 10~ | 6.7991 x 1014
0.6 | 0.0000698913 | 4.7092 x 10~7 | 3.17303 x 10~ | 2.13797 x 10~ | 1.44056 x 10~
0.7 0.00013234 | 8.91694 x 107 | 6.00819 x 107° | 4.04828 x 10711 | 2.72771 x 10713
0.8 0.000230818 | 1.55523 x 1076 | 1.04791 x 1078 | 7.06075 x 101 | 4.75749 x 10~13
0.9 0.000378115 | 2.54771 x 1076 | 1.71663 x 1078 | 1.15666 x 1019 | 7.7935 x 10~13
1.0 0.000589566 | 3.97245 x 107° | 2.67661 x 1078 | 1.80349 x 10719 | 1.21518 x 1012

Tablo 3.3.17. n =5 durumunda; ¢ = 1 i¢gin Homotopi serisinin 4 teriminin ve analitik

¢oziimiin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata.
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= 5 durumunda, Homotopi serisinin 4 terimi kullanilarak elde

Sekil 3.3.29. c=1igin n

edilen ¢oziim ile analitik ¢oziimiin degisen ¢ zamaninin sirasiyla 0.5, 1, 1.5 ve 2

silagtirilmasi.

s

degerlerine gore kar:
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Sekil 3.3.30. ¢ =1 igin n = 5 durumunda,Homotopi serisinin 4 terimi kullanilarak elde

edilen yaklagik ¢oziim ile analitik ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi.
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4. BOLUM
SONUC ve TARTISMA
Bu calismada, matematiksel fizigin énemli denklemlerinden biri olan baglangi¢ sarth

GKdV denkleminin ayrigim metodu, varyasyonel iterasyon metodu ve homotopi pertiir-
basyon metodu ile sayisal ¢oziimleri elde edildi. FElde edilen bu sonuglar tablolar ve
sekillerle 3. boliimde ifade edildi. Tablolar analitik ¢oziim ile elde edilen yaklagik ¢oziimiin
farkinin mutlak degeri almarak olusturuldu. Ucg yontem icinde yapmis oldugumuz calis-
malarda ¢ € [0, 1] ve z € [5,25] arahginda alindi. Ayrica hesaplamalar yapilirken Mathe-
matika programindan yararlanildi.

Ik olarak denkleme Adomian ayrisim metodu uyguland: ve t—zamaninin kiiciik deger-
leri igin ¢oziimiin daha hassas degerler verdigi belirlendi. Ancak Tablo 1’de ki baglangig
sartlar1 altinda Adomian polinomlarimin varhigi ve n’in artan degerleri igin polinomlarin
coklugu hesaplamalarda zorluklar ortaya cikardi.

Varyasyonel iterasyon metodunun en énemli avantaji Adomian polinomlarinin hesap
lanmasinda ortaya cikan zorluklarin ortadan kalkmasidir. Dezavantaji ise terimlerin uzun
olmasi ve hesaplamalarin zaman alict olmasidir. Bu nedenle, GKdV denkleminde ¢ = 1
icin dordiincii terimden sonra bu metodla hesaplama yapilamadi.

Aym sartlar altinda iigiincii olarak denkleme Homotopi pertiirbasyon metodu uygu-
landi. Daha once yapilmis caligmalarin ¢ogunlugunda diger iki yontemden daha hassas
sonuglar verdigi belirtilen HPM bu denklem icin hassas sonuclar vermedi. Bu denklem
icin Adomian metodu ile elde ettigimiz sonuglar homotopi pertiirbasyon metodu ile elde
edilen sonuclara gore daha hassastir.

Sonug olarak GKdV denklemi icin aymi sartlar altinda uygulanan ii¢ yontem iginde
Adomian polinomlarinin hesaplanmasindaki zorluklara ragmen Ayrisim metodu diger iki
yonteme gore hem hesaplama esnasinda degerlerin daha hassas, hem de hesaplama siiresi
bakimindan daha kisa oldugundan, GKdV denklemi i¢in daha uygun bir ¢dziim yontemi

oldugu kanaatine varildi.
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