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OZET

Baz1 Lineer ve Lineer olmayan Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin Sayisal

Coziimleri

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin tarihsel gelisimi ve
¢oziim yontemleri hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci bolimde, bu ¢alismada gerekli olan bazi temel tamim ve teoremler ele
alinmustir.

Uciincii boliimde, Kesirli Adams—Bashforth-Moulton Metodu, Genellestirilmis
Deneme Denklem Metodu, Homotopi Analiz Metodu, Modifiye Edilmis Kudryashov
Metodu ve Modifiye Edilmis Deneme Denklem Metodunun genel yapilari tanitilmistir.

Dordiincii boliimde, kesirli mertebeden lineer ve lineer olmayan adi ve kismi
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimii elde edilmistir. Kesirli mertebeden
Genellestirilmis Fisher denkleminin, Zaman-kesirli Genellestirilmis Burgers denkleminin,
kesirli mertebeden Rosenau—Hyman denkleminin analitik ve sayisal ¢o6ziimleri
belirlenmistir. Her bir diferansiyel denklem i¢in elde edilen analitik ve sayisal ¢éziimlerin
iki ve ti¢ boyutlu grafikleri ¢izildi, sayisal veri tablolari olusturulmus ve mutlak hata
degerleri hesaplanmistir.

Besinci boliimde ise bu ¢alismada elde edilen analitik, sayisal ve yaklasik ¢oziimler

dikkate alinarak kullanilan metotlar hakkinda sonug ifade edilmistir.



SUMMARY

The Numerical Solutions of Some Linear and Nonlinear Fractional Differential
Equations

This study consist of the five chapters.

In the first chapter, it has been given informations on the solution techniques and
one the historical structures of differential equations with fractional order was given and

some information on the solution techniques were alsopresented.

In chapter two, some fundamental definitions and theorems which are necessary in
this study was introduced.

In chapter three, the general structures of fractional Adams—Bashforth—Moulton
Method, Extended Trial Equation Method, Homotopy Analysis Method, Modified
Kudryashov Method and Modified Trial Equation Method were.

In chapter four, the analytical and numerical solutions of fractional differential
equations, Rosenau—Hyman equation with fractional order, Generalized Fisher equation
with fractional order and Time-fractional Generalized Burgers equation with fractional
order were obtained. Additionally, the numerical data tables concerning with the numerical
results for every differential equations were constructed and the absolute errors related

with this equation were calculated and the graphics were scathed in 2D and 3D spaces.

In chapter five, it has been given a conclusion about techniques used by taking

into account analytical, numerical and approximate solutions obtained in this study.
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1. GIRIS
Kesirli mertebe kavrami 1695 yilinda L’Hospital’in Leibnitz’e yazmis oldugu

n

— tilirevinin nasil hesaplanacagi sorularak ilk defa

mektupta n= 1 olmasi durumunda
2 Dx

literatiire sunulmustur [1]. Leibnitz’in kesirli mertebe kavrami igin literatiire sunmus
oldugu c¢alismalardan ilham alan Riemann, Liouville, Abel, Loverro ve Miller gibi diger
bilim insanlar1 kesirli mertebe tizerine ¢alismalar yapmuslardir [2,3]. Yapilan ¢alismalarda
elde edilen sonuclar kesirli mertebeden tlirevin ve kesirli katli integrallerin genis bir
uygulama alanina sahip oldugunu goéstermistir.

Kesirli mertebeye sahip problemlerin olusturulmasi, olusturulan problemlerin
yaklagik ¢oziimlerinin, analitik ¢oziimlerinin ve sayisal ¢oziimlerinin elde edilmesi bilim
insanlar1 arasinda derin bir ilgi uyandirmistir. Bu ¢oziimlerin elde edilmesi igin farkli
metotlarin  gelistirilmesi ve uygulanilmasit bilim insanlar1 arasinda biliyik 6nem
kazanmistir. Gelistirilen metotlarin farkli olmasi, yaklasik veya sayisal ¢oziimlerin analitik
¢oziimden minimal diizeyde de olsa bir sapmaya neden oldugu gozlemlenmistir.

Literatiirde, tam say1 mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek
icin Homotopi Pertiirbasyon metodu (HPM) [4-16], Varyasyonel Iterasyon metodu (VIM)
[17], Homotopi Analiz metodu (HAM) [18-23] ve Adomian Ayrisim metodu (AAM) seri
formunda ¢6ziime dayali kapsamli sayida analitik ¢6ziime yakin yaklasik ¢oziimler veren
yari analitik metotlar ile ilgili galismalar mevcuttur [24-26].

Son yillarda ise kesirli mertebeden tiirev hesaplamalari; mithendislik, fizik, kimya,
uygulamali bilimler, kontrol teorisi, kesirli dinamik gibi bircok alanda ortaya ¢ikan
problemlerin ¢6ziimlerini elde etmek i¢in kullanilmistir. Kesirli mertebeden diferansiyel
denklemler iizerine yapilan ¢alismalardan bazilari ise asagidaki sekildedir.

Nikolay A. Kudryashov, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii
elde etmek i¢in kendi ismini verdigi yeni bir yaklagimu literatiire sunmustur [27].

Podlubny, Laplace doniisiim metodunu kullanarak kesirli mertebeden diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerini elde etmistir [28].

Momani ve Odibat, Homotopi Pertiirbasyon metodu ile Varyasyonel Iterasyon
metodunu kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlere uygulayarak elde edilen

¢ozlimler arasinda bir kiyaslama yapmistir [29].



George Adomian, lineer ve lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemlerin
yaklasik ¢oziimlerini veren ve temelde seri ¢oziimiine dayali bir yaklasim olan Adomian
Ayrisim Metodunu literatiire sunmustur [30-35]. Bu teknik ile bir diferansiyel denklemin
sayisal ¢oziimiinii indislemeye gerek duymadan sembolik hesaplama programlar: ile
kodlama yaparak, hesaplamada nispeten bir kolaylik saglanabilmektedir [36].

Seri seklinde ¢oziimler veren bir diger metot ise Homotopi Analiz metodudur
[37-45]. Ruyi, Homotopi Analiz metodunu matris sistemlerine basarili bir sekilde
uygulamistir.

Shaher Momani ve Ziad Odibat, Homotopi Pertiirbasyon metodunu ve Diferansiyel
Doniistim metodunu lineer ve lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere
ugulayarak matematiksel analizini yapmiglardir [46,47].

Yuri Luchko ve Rudolf Gorenflo, bir operasyonel metodu Caputo anlaminda kesirli
mertebeden diferansiyel denklemlere uygulayarak elde edilen ¢6ziimlerin matematiksel
analizini incelemistir [48].

Cheng-Shi Liu, kesirli mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
analitik ¢oziimlerini elde etmek i¢in Deneme Denklem metodu fikrini ileri stirmiistiir
[49,50]. Deneme Denklem metodu, kesirli mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin, eliptik fonksiyon ¢6ziimii, Jacobi eliptik fonksiyon ¢6ziimii, soliton ¢oziimii
ve hiperbolik fonksiyon ¢oziimii gibi analitik ¢oziimlerini veren analitik metottur. Elde
edilen ¢oziimlerin farkli tiir Ozelliklere sahip olmasi ise metodun uygulandigi kesirli
mertebeden diferansiyel denklemin yorumlanmasi ve elde edilen ¢dziimlerin incelenmesi
acisindan biiyiik 6neme sahiptir.

Diethelm, Galeone ve Amirali, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin sayisal
¢oziimlerini elde etmek i¢in Adams—Bashforth-Moulton Metodunu kullanmislardir [51-
54].

Bu calisma da ise, tam sayr mertebeden diferansiyel denklemlerin sayisal
¢oztimlerini elde etmek igin kullanilan Adams—Bashforth—-Moulton Metodunun modifiye
edilmis hali olan Kesirli Adams—Bashforth—-Moulton Metodu (KABMM) kullanilarak
lineer ve lineer olmayan kesirli mertebeden adi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri

elde edilmistir.


http://link.springer.com/search?facet-author=%22Cheng-Shi+Liu%22
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378475408001407

Kullanilan KABMM’nun dogrulugunu gostermek icin L,ayrik normu ve
L, maximum nodal normu kullanilmistir. Elde edilen sayisal ¢dzlimlerin iki boyutlu

grafigi ile mutlak hata degerlerinin iki boyutlu grafigi Mathematica programi kullanilarak
elde edilmistir.

Cheng-Shi Liu tarafindan literatiire sunulan Deneme Denklem metodunun modifiye
edilmis versiyonlar1 [49,50] Kesirli mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin analitik ¢6ziimlerini elde etmek i¢in uygulanmistir. Bu metotlardan GDDM,
kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin analitik ¢6ziimiinii elde etmek igin goz
Oniine alinmustir.

MEDDM ise, kesirli mertebeden zaman-kesirli genellestirilmis Burgers
denkleminin analitik ¢6ziimiinii bulmak icin ele alinmustir.

Nikolay A. Kudryashov’un yedinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin analitik ¢6ziimlerini elde etmek i¢in gelistirmis oldugu Kudryashov metodu
[27] modifiye edilerek elde edilen Modifiye Edilmis Kudryashov metodu (MEKM) kesirli
mertebeden genellestirilmis Fisher diferansiyel denkleminin Simetrik Hiperbolik Fibonacci
fonksiyon tiiriinden analitik ¢6ziimiinii elde etmek i¢in kullanilmistir [55].

Deneme denklemi metodu ile elde edilen analitik ¢6ziimlerin iki ve ii¢ boyutlu
grafikleri g¢izilerek sayisal veri tablolar1 olusturulmustur ve bu denklemler i¢in HAM
kullanilarak sayisal ¢oziimler elde edilmeye calisimistir. Elde edilen analitik ve sayisal
¢oziimlerin iki ve iUi¢ boyutlu uzaydaki grafikleri g¢izilerek mutlak hata tablolar

sunulmustur.


http://link.springer.com/search?facet-author=%22Cheng-Shi+Liu%22

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Tanim 2.1.

Gama fonksiyonu, z e Cve Re(z)>0 olmak iizere
T(z)=[e 't dt, (2.1)
0

integrali ile ifade edilir. Gama fonksiyonunun kullanilan en yaygin 6zelligi ise
I(z+1)=2I(2), (2.2)

olarak bilinir [28].

Tamm 2.2.
z,weC, Re(z) >0, Re(w) >0 olmak tizere iki degiskenli ﬂ(z, W) Beta

fonksiyonu
1
B(z.w)= [t (1-t)" " dt, (2.3)
0

seklinde tanimlanir [28].

Tamm 2.3.

Gama fonksiyonu ile Beta fonksiyonu arasindaki 6nemli bir baginti

L (z2)r(w)
Z,W)=——+—~, 24
p(zw) (z+w) (2.4)
olarak ifade edilebilirdir [28].
Tamm 2.4.
Ustel e* fonksiyonun bir parametreli genellesmis hali,
0 Zk
E.(2)=) —— (2.5)

i (ak+1)

k

Mittag-Leffler fonksiyonu olarak adlandirilir [28].



Tamm 2.5.
Iki parametreli Mittag- Leffler fonksiyonu

ZF ak +ﬂ) (26)

k=0

seri agilimi yardimiyla tanimlanir [28].

Tanim 2.6.

e™ iistel fonksiyonunun kesirli integrali igin kullanilan ve E, (v,a)ile gosterilen

Mellin-Ross fonksiyonu;

k

0

,a)=t"e™.I"(v,at) =t'E t), 2.7
E (v.a)=t"e v,a Z k+v+1) Len(at) (2.7)
esitligi ile tanimlanir. Burada verilen
* 1 i - -1
I (v,t)= e x"dx, 0, 2.8
(v,t) F(v)tv-([ X" tdx, v> (2.8)

ifadesi Tamamlanmamis Gama Fonksiyonu olarak adlandirilir [102,103].

Tanim 2.7.

0< p<l peR olmak tizere f (t) fonksiyonu her (a,t) sonlu araliginda siirekli ve

integrallenebilir olsun. Bu duruma Riemann-Liouville kesirli p mertebeden integrali

1

DPf(t)= 0 (t-7)"" f(r)dz, (2.9)

SD'—-"‘

olarak tamimlanir. k —« >0 olacak sekilde « sayisini ele alalim. Bu durumda Riemann-

Liouville kesirli k —a >0 mertebeden tirevi
_a 1 dk t
aDtk [ ]_ tkj ) ( )dT (0<a§1)’

olarak ifade edilir. Bu integralin tanimh olmasi i¢in « >0 olmalidir. Burada p=k -«

alinirsa
p _ 1 it ket _d_k ~(k-p) _
ath(t)—l_(k_ )dtki[(t o) (z) | dr (D7), (k-1 p<k),

elde edilir [28,58,106].



Tamm 2.8.
q>0,n-1<g<n,neZ, qeR've x>c olmak iizere bir f (x)fonksiyonunun

g—mertebeli Riemann-Liouville anlaminda kesirli integrali

3L F()]=cD[f(x)]=

ile temsil edilir [28,37,59].

diqf 1 f gq-1
e =m£(x—t) f (t)dt, (2.10)

Tanim 2.9.

Caputo kesirli mertebeden tiirevi N—1<a <n,heZ, a € R" olmak iizere

1L ()
r(a—n)!(t_g)“"“ de, (2.11)

Cha _
ODt -

olarak gosterilir [28].

Tanmm 2.10.
meZ peR, m-1<p<m ve f(t) fonksiyonuda m defa siirekli

diferensiyellenebilir olsun. Bu takdirde f(t) fonksiyonunun p —mertebeden Caputo

kesirli tiirevi,

t m (7
SDP[f(t)]= F[ml— o j (tf )(p_nll dr, (2.12)

-7

ile tanimlanir [60-69,109].

Tanim 2.11.
Ustel f (t)=e**" ve trigonometrik g (t) =sin (bt )fonksiyonunun Riemann-Liouville
kesirli mertebeden integrali

T (0)]= 1 e ] e
ol [g (t)] =,l [Sin(bt)] =b™ Sin(bt 106_;)

ile ifade edilir. Burada a>0, n—1<a<n,neZ, a e R"dir [63,107].

(2.13)



Teorem 2.2.
f (t) fonksiyonunun Griinwald-Letnikov anlaminda kesirli mertebeden tiirevi,
a ve t limit noktalar1 olmak tizere
SDP[f(t)]= lim h"’z(;(—l) C(p,r)f(t-rh), (2.14)
nh=t-a r=
ile ifade edilir. Burada n—-1<p<n,neZ, peR"olup p=m ise m. mertebeden tiirev,

p=-m ise M katli integrali temsil eder [70].

Teorem 2.3.

f(t)=(t— a)v olmak iizere f (t)’nin Riemann-Liouville anlaminda kesirli tiirevi,

) v T(v+])
D’ (t-a) “F—pD)

(t-a)"",

esitligini saglar ve burada n—-1<p<n,neZ, peR"dir [28,71-73].

Ispat:
f(t)=(t—a)" i¢in —p mertebeden Kesirli integrali alinirsa

.Df (t-a)’ :r(ip)i(t—r)pl(r—a)vdr, (2.15)

yazilir. Bu integralin yakinsamasi igin v>—-1 ve r=a+¢& (t — a) oldugunu kabul edelim.

Bu taktirde
. v 1 vop [ v —p-1
.DP (t-a) :F(_p)(t—a) [er(t-¢) " de
B (a)” 219
r(v+l v
:F(V(i/—;_)l)(t—a) (p<0v>-1)

elde edilir.



Teorem 2.4.

0O<m<p<m+l0<n<g<n+l ve f(t), f%(a)=0 olsun. Bu taktirde
k=0,1---, r—1 olmak tizere ,D’ ve ,D/ kesirli mertebeden tiireve sahip operatérlerin
birlesimi

D! (,DPf(t))=,DP(,DIf () D7 (1), (2.17)
esitligini saglar [70].

Tamm 2.12.

a noktast k=0,1,2,3,---,n—1 i¢in f® (a)=0 olsun; Riemann-Liouville kesirli

tirevi ile Caputo Kesirli tiirev arasindaki iliski;

0[] 5071 (0]+ St e @18)

olarak bilinir ve burada n—1<a <n dir [61,74].

Teorem 2.5.

Tamsay1 mertebeden kesirli tiirevlerin ve integrallerin birlesimi; k >n olsun f (t)

fonksiyonunun (k —n).mertebeden tiirevi
f (<) (t):kaj‘(t—r)nl f(r)dz, (2.19)
r(n) 2
dir ve burada D* operatorii k <0 oldugunda k katl integrali ifade eder [70].

Tanim 2.13.

n tamsay1 degerleri icin Cauchy anlaminda n katli integrasyon
n 1 n-1
f (t)=m£(t—r) f(r)dr,

dur. Yukarida verilen Cauchy formiiliinde p >0 reel sayisi ile n tamsayisi yer degistirirse;

D f (t)=ﬁj:(t—r)pl f(r)de

)1



p— katli kesirli integral tanim1 elde edilir. Burada n tamsayist n>1 sartin1 saglamalidir.
Bu durumda p >0 olmalidir. Eger t>a i¢in f (t) siirekli ise bu takdirde integrasyon
D7 (LD (1) =D E (1), (2.20)

bi¢imindeki 6zelligi korur[75],

Tanmim 2.14.

Jacobi eliptik fonksiyonlar, eliptik fonksiyonlarin standart formudur. Bu

fonksiyonlar, m eliptik modiil olmak iizere cn(u,m),dn(u,m) ve sn(u,m) olacak sekilde

tic temel fonksiyon ile gdsterilir. Bu ii¢ temel fonksiyon

!1/1 m?sin?(t)

seklinde verilen birinci tip eliptik integralin versiyonundan ortaya ¢ikar.

dt, 0<m? <1, (2.21)

Burada m=modu ve ¢@=am(u,m)=am(u)olmak iizere Jacobi genliktir ve ayrica

@=F"(u,m)=am(u,m) ile tamimlanir. Bu agiklamalardan sonra
sin(p) =sin(am(u,m))=sn(u,m), (2.22)
cos((p) = cos(am(u, m))=cn(u,m), (2.23)
\jl— m’sn’(¢) = \/1— m? sin? (am(u, m)) =dn(u,m), (2.24)

esitlikleri yazilabilirdir. Burada m — 0 ve m — 1 iken sirasi ile bu fonksiyonlar
sn(u,0)=sin(u), sn(u,1)=tanh(u), (2.25)
cn(u,0)=cos(u), cn(u,1)=sech(u), (2.26)
dn(u,0)=1, dn(u,1)=sech(u), (2.27)

olarak tanimlanir. Ayrica Jacobi eliptik fonksiyonlar iizerinde tiirevler
;—u(sn(u))zcn(u)dn(u), (2.28)
;—u(cn(u))z—sn(u)dn(u), (2.29)



d
—(dn(u))=-m?sn(u)en(u), 2.30
S5 (dn(w)) (u)en(u) (2.30)
esitlikleri ile gosterilebilirdir. Jacobi eliptik fonksiyonlarin bu 6zelliklerinin yanisira bu

fonksiyonlar arasinda
sn?(u)+cn®(u) =1 (2.31)
m?sn(u)+dn?®(u)=1, (2.32)

bagntilar1 vardir [23].

Tamm 2.15.

Bir bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun muhtelif tiirevlerini igeren
matematiksel denklemlere diferansiyel denklemler denir. Bir denklemde belirli bir
degiskene gore tiirev aliniyorsa, o degiskene bagimsiz degisken, denklemde tiirevi alinan
degiskene ise bagimli degisken denir.

Bir tek bagimsiz degisken iceren diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem
denir ve genel olarak n. mertebeden adi bir diferansiyel denklem;

F(xy v,y y™)=0, (2.33)
seklinde gosterilir. Iki veya daha fazla bagimsiz degisken ihtiva eden diferansiyel denkleme
kismi diferansiyel denklem denir ve n. mertebeden bir kusmi diferansiyel denklem

2 2 2 2 n
F(X,y’t’u’a_ua_u ou ou d'u o du 0 ujZO’ (2.3

ox oy ot o oxoy oyt ot X
olarak yazilir [77,78].

Tanim 2.16.

Bir diferansiyel denklem lineer ve lincer olmayan olmak iizere iki sekilde
siiflandirilir. Eger bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin katsayilar
bagimsiz degisken ihtiva ediyorsa bu diferansiyel denkleme degisken katsayiuli lineer
diferansiyel denklem denir. Eger bir diferansiyel denklem de bagimli degisken kendisi veya
tiirevleri ile carpim yada boliim durumunda ise veya bagimli degisken iistel, trigonometrik,

yada logaritmik olarak bulunuyor ise veya bagimli degiskenin herhangi bir tlirevinin

10



derecesi iki ve ikiden biiyiikk ise bu tir diferansiyel denklemlere lineer olmayan

diferansiyel denklem denir [77,78].

Tanim 2.17.

Lineer olmayan herhangi bir adi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden

. g ) . . Y
lineer olan terim @ ve en yiksek mertebeden lineer olmayan terim u’ ile

d&’
verilsin. Bu durumdaM dengeleme terimi olmak iizere M +q=Mp+s(M+r) esitligi
yazilabilirdir [23].

Tanim 2.18.

Bir a <x<baraliginda tanimli bir ® fonksiyonu a< x <b araliginda bulunan her

X i¢in tanimli ve ilk n. mertebeden tiireve sahip fonksiyonu

F (% ®(x),@'(x),0"(x),--, " (x)) =0, (2.35)

ise @ fonksiyonuna (2.33) denkleminin ¢oziimiidiir denir. Bir adi diferansiyel denklem,
denklemin mertebesi kadar sabit icerir. C6ziim fonksiyonundaki sabitlere verilen her bir
degere karsilik bulunan ¢oziime de ozel ¢oziim denir.

Bir adi diferansiyel denklemin ¢6ziimii egri ailesine karsilik gelmesine karsin, bir
kismi diferansiyel denklemin ¢dziimii yiizey ailesine karsilik gelir. Ozel olarak, ikinci
mertebeden bir diferansiyel denklem goz 6niine alindiginda bu tip denklemlerin ¢oziimleri
iki sabit i¢erdiginden bu sabitleri bulmak icin iki ek sart verilmelidir. Eger sartlar; bagimh
degisken ve tiirevleri iizerinde bagimsiz degiskenin ayni degeri i¢in verilen sartlar ise
baslangi¢ sartlari, bagimsiz degiskenin farkli degerleri i¢in verilen sartlar ise sinir sartlart

ile tanimlanir [23].

Tamm 2.19.

E, ve E, iki lineer uzay olsun. Tanim kiimesi E,’ de, deger kiimesi E ’ de

bulunan y=Ax seklinde tanimlanan A operatorii asagidaki sartlar1 sagliyorsa A
operatoriine lineerdir denir [77,79];
L1) A(x+Yy) = Ax+ Ay,

(2.36)
L2) A(Ax) = AAX.
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Tanmm 2.20.

Tanim ve deger kiimesi vektor uzayi olan doniisiimlere operator denir [80].

Tanim 2.21.

V' bos olmayan, iizerinde vektorel bir toplama ve skalerle (gergel sayilarla) garpim
tanimlanmig bir kiime olsun. Simgesel olarak, vektorel toplama ve skalerle ¢arpim
islemlert,

X,yeV, i¢in Xx+YyeV,

reR, i¢in rxeV,
bi¢iminde tanimli olsun; yani, V kiimesi vektorel toplama ve skalerle carpma islemlerine
gore kapali olsun. Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa V kiimesine R (gercel sayilar

kiimesi) tizerinde bir vektor uzay: denir [81].

V,: Her x,y €V i¢in X+ Yy =Yy+X olmalidir. (Toplamanin yer degistirme 6zelligi)

V,: Her x,y,Z€V icin (X+ y) +Z=X+ ( y+ Z) olmalidir. (Toplamanin degisme
ozelligi)

V,: Her xeVicin X+0=0+ X=X olacak sekilde birO €V bulunmalidir.
(Toplama islemine gore etkisiz eleman)

V,: Her xeVicin X+Yy=Yy+Xx=0 olacak sekilde bir y €V bulunmalidir.
(Toplama islemine gore ters eleman)

V,: Her x,y eV veher ceR igin c(x+y)=cx+cy olmalidir.
(Skaler ile garpmanin toplama tizerine dagilimi)

V,: Her xeV ve c,,c, €R igin (¢, +C,)X=CX+C,X olmaldur.

V,:Her xeV ve c¢,c, eR i¢gin (qcz)x = Cl(CZX) olmalidir.

Vi Her xeV i¢in 1.X = X olmalidir.

Tanmim 2.22.

Eger bir f (x) fonksiyonu x = X, noktasi civarmda

i fn(xo)rgi(_xo)n

n=0

(2.37)
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seklinde Taylor serisine agilabiliyorsa ve X, noktasini iceren bir acik aralikta x’in biitiin
degerleri i¢in Taylor agilim1  f (X) fonksiyonuna yakinsiyorsa f (X) fonksiyonuna

X = X, noktasinda analitik fonksiyondur denir [82].

Tanim 2.23.

Matematiksel bir terim olarak iyi tamimli problem kavrami ilk olarak Jacques
Hadamard tarafindan literatiire sunulan bir tanimla ortaya ¢ikmustir. Hadamard, fiziksel
olaylarin matematiksel modellemelerinin asagidaki 6zellikler saglanacak sekilde iyi tanimli

olmasi1 gerektigini savunmustur.

i) Coziim vardir,
i) Coziim tektir,

iil) Coziim kararlidir.

Matematiksel olarak bir problemin ¢ézlimiiniin var olmasi, ¢ézlim uzayini
genisleterek saglanir. Bir problemin ¢oziimiiniin tek olmasi, mutlak bir fonksiyon sinifina
gore ¢Oziim tektir anlamina gelir. Bir problemin birden fazla ¢oziimii varsa model
hakkinda daha fazla bilgiye ihtiya¢ vardir.

Eger baslangic yada smir kosullart ve parametre degerlerinde yapilan kiigiik bir

degisiklik ¢6ziimde kiigiik degisikliklere neden oluyorsa bu ¢oziim kararlidir.

Matematiksel olarak iyi tanimlilik asagidaki sekilde ifade edilebilir. X ve Y iki
normlu uzay ve K:X —Y lineer (veya lineer olmayan) bir doniisiim olsun. Asagidaki

esitlikler saglaniyorsa, Kx =y denklemi iyi tanimli olarak adlandirilir.
1. Varlik: Her y €Y i¢in Kx =y olacak sekilde en az bir X € X vardir.
2. Teklik: Her y €Y i¢in Kx =y olacak sekilde en fazla bir X € X vardir.

3. Kararlilik: X ¢6ziimii daima y ’ya baglidir. Yani n — oo iken Kx, — Kxolacak

sekilde her (Xn ) c X dizisi igin X, — X olmasidir [80].
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Teorem 2.6.

Siirekli f (x,t) fonksiyonu {(x,t):a<x<b, c<t<d} dikddrtgensel bir bolgede

stirekli 2—1; kismi tiirevine sahip olsun. Bu takdirdec <t <d i¢in

d o
a! f (x,t)dx :.!:a f(x,t)dx, (2.38)

dir. Eger f fonksiyonu bu teoremin sartlarini saglayan bir fonksiyon a(t) ve b(t) de

¢ <t <d araliginda siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar ise

g™ b(t)af(x,t) , ,

d_(tf a(jt) = dx+ f (b(t),t)b'(t)- f (a(t),t)a’(t), (2.39)
dir [83,84].

Tamm 2.24.

Bazi 6zel trigonometrik fonksiyonlarin Riemann-Liouville anlaminda kesirli tiirev

ve integralleri asagidaki sekilde elde edilir. Kesirli integral taniminda & =t—7 degisken

degistirmesi yapilarak m < p <m+1 olmak {izere

t

,D; "[cos(at) = )g[ép_lcos(( 5))]d§ C.(p.a), p>0,

t (2.40)
OD;p[sin(at)]:—i[é" “sin(a(t —é))]dézSt(p,a), p>0,

elde edilir. (2.40) denkleminde p :% alinirsa

oD, 2[cos at) |= C( j \/7[C x)cos(at)+S(x)sin(at)],
oD, 2[sm at) |= S( j \F[C x)sin(at)—S(x)sin(at)],

elde edilir. Burada x = ’E olmak tizere
T
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dir. Benzer olarak

oDf [ cos(at) |=C,(-p.a),
oD [sin(at)]=S,(-p.a),
olur [106].

Tanim 2.25.

f (t)=C sabit fonksiyonunun Riemann-Liouville anlaminda kesirli integrali

_ C
N I'[1+a]

oD [ F(t)]=,D“[C]=C,D“[t°] t*, (2.41)

ile ifade edilir. Burada n—-1<a<n,neZ, acR"dir [63].

Tanmim 2.26.
f (t) =C sabit fonksiyonunun Riemann-Liouville anlaminda kesirli mertebeden

tirevi

C

oD [F (6] =D [€]=Colr [ ] =1

e, (2.42)

ile ifade edilir. Burada n—-1<a<n,neZ, a R"dir [28,63].

Teorem 2.7.
f (t) =(t—a)v olmak iizere f (t) nin Riemann-Liouville anlaminda kesirli katli

integrali,

ALt @]= ey =

(Vv+p+1) (t=a) ", (243)

esitligini saglar ve burada n—-1<p<n,neZ, peR"dir[63].
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Tanim 2.27.
m-l<a<m meZ', a€R ve J” Riemann-Liouville integral operatorii olmak

tizere Caputo anlaminds kesirli tiireve sahip terime uygulanmasi asagidaki sekilde

tanimlanir [85];

Je[°Def(t)|=f (t)—rzz f<k)(o+):<—k!. (2.44)

Tamm 2.28. (Tek Adim Metodu)
Bir diferansiyel denklemin ¢6zlimii i¢in en basit sayisal metot Euler metodudur. Bu
metot bir noktada bagimli degiskenin degeri, bir dnceki noktadan gegen bir dogru boyunca

ekstrapolasyonla elde edilir.

y(%)=Y, baslangic kosulu ile verilmis y’(X)z%zf(x, y) diferansiyel

denklemini g6z Oniine alalim. Bu taktirde baslangic kosullar1 kullanilarak

y'(xo) =f (XO, Yo ) hesaplanabilir ve Taylor serisinin ilk iki teriminin kullanilmasiyla
y(X, +h) i¢in bir yaklagik deger bulunabilir.

y(% +h)= Yo +hy' (%), (2.45)
X, =% +h,

olmak tlizere

y(%+h) =y, +hy'(x,),

ifadesinde

y(%+h)=y(x)=y, (2.46)
alinirsa

Y=Y, +.[ f(x y)dx, (2.47)

Xy
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denklemi

Y1 = Yo +hf (X, Yo ). (2.48)
seklinde yazilir. Ayni tiir iglem tekrarlanirsa ikinci adimda;

y(%+2h)=y(%)=Y,, (2.49)
i¢in

Y, =Y +hf (%, ), (2.50)

bulunur. Genel olarak x, ve y, cinsinden bir sonraki x,,,noktasindaki y, , degeri;

yn+1 = yn + hf (Xn’ yn)’ (251)

ile tanimlanir. Bu tiir metoda “tek adim metodu” denir [86].

Tamm 2.29. (Cok Adim Metodu)

Y(Xo): Y, baslangi¢ kosulu ile verilmis y'=f (X, y), y(XO) =y, diferansiyel
denkleminin herhangi bir x=x_, (m IS N) noktasindaki sayisal ¢oziimii, bu nokta
civarinda, yeni X=X, , ve y=Y_ ., degerinin ve dolayisiyla Yy’ ,’in bilinmesini
gerektirir. Boylece X=X, noktasindaki y=Yy_ degerini bulabilmek i¢in birden fazla
noktalarda ¢6ziimiin bilinmesi zorunludur.

Bu degerlerin bulunmasinda kullanilacak metoda “¢cok adim metodu” adi verilir.

Buna gore; y'= f(x,y), y(0)=y, baslangi¢ deger probleminin

Yor Y Yoo Yo

Lo , (2.52)
Yor Yir Yo s Ynon

degerlerini once yaklasik olarak herhangi bir yontemle hesaplanmis oldugu varsayilir.

Sonra 'y, ve Yy degeri hesaplanmak istenir. Bu metotlarin bazilari Hamming,

Adams-Moulton, Adams-Bashford metotlaridir [86].
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Tamm 2.30. (Yamuk Metodu)
Bu yontemle ilgili yaklasim bagintisim1 bulmak icin asagidaki sekli gbz Oniine

alalim.

y=/(x)

L 4

Burada s6z konusu alan yaklasik olarak ACC'A’ yamugunun alanmi ile, CBB'C’

yamugunun alanlari toplamina esit olarak alinabilir. Eger tarali alanlar birbirine ne kadar

yakinsa, kullanilan yontem o kadar dogru sonug verir. Bu ise ya y = f (x) fonksiyonunun

grafiginin dogruya yakin olmasi ile yada A ile B arasini olabildigi kadar ¢ok sayida esit

parcalara boliip, bunlar ilizerine ¢ok sayida yamuk kurarak saglanabilir. Uygulamada
y="f (X) fonksiyonunun seklini degistiremeyecegimize goére, daha ¢ok yamuk sayisi
artirtlarak sayisal iglemin dogrulugu artirilir. Simdi yamuk yonteminin yaklagim bagitisin

cikaralim. C noktasi (A,B) araliginin orta noktasi ve |AC|=|CB|=holsun. Buna gore

ACC'A’ yamugunun alani

Alan(ACC'A) :%(|AA' +|cc))h, (2.53)
1
:E( f(a)+f(c))h, (2.54)
ve CBB'C’' yamugunun alani
Alan(CBB'C’) :%(|cc' +|BB'|)h, (2.55)
1
:E(f (c)+ f (b))h, (2.63)

o a+b
yazilir. Bu iki alanin toplar ve ¢ = oldugunu g6z 6niine alacak olursak;
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b
[t (x)dx;g{f (a)+2f (%b}u f (b)} (2.56)
yaklasim bagintisin1 buluruz. Buna yamuk metodunun temel bagmtisi adi verilir. Eger

(a, b) seklindeki aralig1 uzunluklari holan n esit par¢aya bolecek olursak;

yo;y11y21"'; yn_]_; (257)
ve y. bolme noktalarindaki f (X) fonksiyonunun degerleri olmak {izere yukaridaki

yaklasim bagintisi;

f(x)dng[y0+2yl+2y2+---+2ynl+yn], (2.58)

D e T

olarak yazilir [86].

Tamm 2.31. (Libschitz Sarti)

a,b ve n sabitler ve f(X, y) de a<x<b,—oco<y<+oo ile tanimlanmig D
bolgesinin biitiin noktalarnda tammli ve siirekli bir fonksiyon olmak iizere y(a)=n

dy

baslangi¢ kosulu ile verilmis ™ =f (X, y) diferansiyel denklemini g6z oniine alalim.
X

Ozel olarak, D bolgesindeki biitiin (X, y) noktalar: i¢in y ’ye gore siirekli tiirevler

ile iglem yapilir ve ortalama deger teoremi kullanilirsa; y <y < y* olmak {izere

of (X, ¥
f(x,y)—f(x,y*):M(y_y*), (2.59)
oy
yazilir. Agikca gortilecegi gibi,
L=(xy)eD %‘ (2.60)

olarak segildiginde (2.59) esitligi asikar olarak saglanir [86,87].
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Tamim 2.32. (Integral Denklemleri)

Integral denklemler, yapilarina gore ii¢ sinifa ayrilir. Bilinmeyen fonksiyon u (X) ve

gekirdek fonksiyon K (x,t)olmak iizere

¢(x)=iK(x,t)u(t)dt, (2.61)

seklindeki bir integral denkleme |. tir integral denklemi denir. Bilinmeyen fonksiyon

sadece integral i¢inde mevcuttur. Burada ¢(x) fonksiyonu bilinen bir fonksiyondur.

Benzer sekilde
é(x)= f(x)+j.K(x,t)u(t)dt, (2.62)

seklindeki bir integral denklem de yine 1. tiir integral denklemidir. Burada da ¢(x) ve

f (x) bilinen fonksiyonlardur.

u(x):j.K(x,t)u(t)dt, (2.63)
veya
u(x)= f(x)+TK(x,t)u(t)dt, (2.64)

a

seklindeki integral denklemler ise II. tir integral denklemler sinifina girmektedir.

Goriildigi gibi, bilinmeyen u(x) fonksiyonu integralin hem iginde hem de disinda

bulunmaktadir. Bu iki tiir integral denklemden baska ¢(x), f (x) ve K(x,t) fonksiyonlar:

bilinen

b

g(x)u(x)= f(x)+jK(x,t)u(t)dt, (2.65)

a

seklindeki integral denklemlere ise Ill. tir integral denklemler denir.
Integral denklemler integral sinirlarmin degisken veya sabit olmasina gore de

smiflandirilirlar. Lineer ve homojen olup olmadiklarina bakmaksizin

#(x)= £ ()+ [ K (x)u(t)ct, (2.66)
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u(x)= f(x)+_[K(x,t)u(t)dt, (2.67)
u(x)= f(x)+J.K(x,t)u(t)dt, (2.68)

g(x)u(x)= f(x)+jK(x,t)u(t)dt, (2.69)

a
gibi denklemlere Volterra integral denklemleri denilmektedir. Bu tiir denklemlerde,
integral isaretinin st sinirinda (veya sinirlarindan birinde) x degiskeni bulunmaktadir. X

degiskeninin x =b gibi sabit bir degere esit olmasi halinde yazilabilecek

$(x)= f(X)+IK(X,t)U(t)dt, (2.70)
0= K (e e
0= 10+ [K (1Dt @)
Hu(x) = (9 K (xu(t)et, @7

a
seklindeki denklemlere ise Fredholm integral denklemleri denilmektedir. Volterra ve
Fredholm integral denklemleri arasindaki tek fark bu sinir yapisinda ortaya ¢ikmaktadir.
Ancak bu iki denklem tiiriiniin incelenmesi, zaman zaman i¢ ige girmis bir goriiniim

verebilmektedir [76].
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3. MATERYAL VE METOTLAR
3.1. Kesirli Adams—Bashforth—Moulton Metodu

Baslangig kosullari ile birlikte verilen kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin
sayisal c¢oziimlerini elde etmek igin kullanilan tek adimli kesirli Adams—Bashforth—
Moulton metodunun genel yapisi asagidaki sekilde ele alinir;

o >0 olmak lizere

D[y (t)]=f(t.y(1)), (3.1.1)
ve baslangic kosullart

y"“ (0)=y, (3.1.2)
ikenburada k=0,1,2,---,[ a]-1, ve D[.] operatorii

D[ z(t)]=3"“D"[ z(t)], (3.1.3)

seklinde tanimlanan Caputo anlaminda tiirev operatorii olup n, « ’dan biiyiik en kiiciik

tam say1, D tam mertebeden tiirev operatorii ve J operatorii ise; g >0 olmak {izere

t

J”[z(t)]=ﬁ!(t—u)"1z(u)du, (3.1.4)

seklinde tanimlanan Riemann-Liouville integral operatoriidiir.
(3.1.1) baslangic deger probleminin (2.44) ifadesine gore Riemann-Liouville

anlaminda integrali alinirsa;

y(t)::Z_:: gv)f/—v!+ﬁ;[(t—u)“_lf(u,y(u))du, (3.1.5)

seklinde ikinci tiir Volterra integral denklemi elde edilir. Boylece (3.1.5) denkleminde
bulunan integralin degerini veren yapi elde edilmelidir. Bu yapmnin elde edilmesine
gegmeden Once tam sayr mertebeden diferansiyel denklemler igin tek adimli Adams—
Bashforth—Moulton metodunun genel yapisindan bahsetmek icin diferansiyel denklem ele
alinabilirdir [88-90]. Burada

Dy(t)]=f(t.y(t)), (3.1.6)

baslangi¢ kosulu
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y(0)=Y,, (3.1.7)

olmak tizere (3.1.6) denkleminin [O,T ] araliginin N adima boliinerek her bir noktasi igin

.
N (3.1.8)
t;=jh, j=012,3,N,
ve
yj :y(tj)’ j:O’l!2!3!“"k1 (319)
iken y(t,,,) yaklagimi
e
Y(tea)=y(t)+ [ F(z.y(2))dz, (3.1.10)
t
dir. (3.1.10) denklemindeki integral
p b-a
Jo(z)dz ~—-[9(a)+g(b)]. (3.1.11)
bigiminde ele alinir ve buna iki nokta yamuk kurali uygulanirsa (3.1.10) denklemi
h
Y(tea)= y(tk)+5[f (tey(t)+ f (ten Y (tea)) |, (3.1.12)

olarak yeniden yazilabilirdir [88-91]. (3.1.9) denklemindeki y(t,)=y,ve Y(t.i)=Yiu

ifadeleri (3.1.12) denkleminde yazilirsa

h
Yii = Yx +EI: f (tk ’ Yk)+ f (tk+1’ yk+1):|’ (3.1.13)

elde edilir. (3.1.13) denkleminde vy, ifadesi esitligin her iki tarafinda oldugu igin
dogrudan ¢oziimi elde etmek kolay olmaz. (3.1.13) denkleminin sag tarafinda bulunan
Y. ilk yaklagim icin y.”, kestirici degeri i¢in;

b

[a(z)dz=(b-a)g(a), (3.1.14)

a

yamuk kural1 uygulanirsa
Yea =Y +0f (8, %), (3.1.15)
bigimindeki ileri Euler veya tek adimli Adams—Bashforth metodu olarak bilinen denklemi

elde edilir.
23



(3.1.15) esitligine gore (3.1.13) ifadesi yeniden yazilirsa tam say1 mertebeden diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢ozlimleri igin tek adimli Adams—Bashforth-Moulton metodu

Yiir = Yk +g|:f (tk! yk)+ f (tk+1’ ykp+l):|’ (3.1.16)

bulunur. (3.1.15) ve (3.1.16) denklemleri birlikte g6z Oniine alinarak (3.1.1) seklinde
tamimlanan Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerini veren tek
adiml kesirli Adams—Bashforth-Moulton metodunun yapisi elde edilir. Burada (3.1.5)
integral ifadesi ile (3.1.10) integral ifadesi arasindaki temel farklilik alt smirin sifirdan
baglamasidir. Boylece Adams metodunun kesirli mertebeden integrallere uygulanmasi igin

integral araliginin alt smirinin t, yerine 0 dan baglayarak alinmasi gerekir. (3.1.5)

ifadesindeki integrali degistirmek i¢in (tk+1 —.)a_l agirlik fonksiyonuna gére yamuk kurali

kullanilirsa;
tea e
J ta=2)"g(2)dz~ [ (ta=2)" G (2) (3.1.17)
0 0

yazilir. Burada §,,,, t;=jh digim noktalarina sahip g(z) icin parcalt linner

interpolasyondur [88]. Bu anlamda, C. Lubich [92] tarafindan literatiire kazandirilan
integral teorisi olduk¢a dogal bir yaklasimdir. Standart quadrature teknigi geregince,
(3.1.17) ifadesindeki sag tarafli integral agagidaki sekilde gosterildigi gibi yeniden yazilirsa

b k+1

J. (tk+1 - Z)m_1 Ok (Z)dZ = Zaj,k+1g (tj ) (3.1.18)

0

elde edilir [89,90]. Burada
k- (k-a)(k+1)", j=0,
a . a+l \a+l

h* (k—j+2)" +(k-1j)
ala+l) | _ok-j+1)t,  1<j<k
1, j=k+1,

(3.1.19)

A =

dir. (3.1.17), (3.1.18) ve (3.1.19) ifadeleri (3.1.5) denkleminde yerine yazilarak yeniden
diizenlenirse diizeltici formiilii tek adimli kesirli Adams-Moulton metodu asagidaki sekilde
elde edilir [88];
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n—:

1 ti ) 1 k
Y = Z k-+1 Y(()J) t— 3 Zaj,k+1f (tj’ yj )+ak+1,k+1f (tk+1' Ykp+1) . (3-1-20)
i J! Ile]|§=

(3.1.20) ifadesinde bulunan y,”, kesitirici formiilii, tek adimli Adams-Moulton metodunda

da oldugu gibi ayn1 sekilde tek adimli kesirli Adams-Bashforth metodu geregince
ti k
[ (ta=2)"g(2)dz~ Dby, 0 (1)) (3.1.21)
0 j=0
bigiminde yazilabilirdir. Burada
hlZ

b ;[(kﬂ—j)“—(k—j)“] (3.1.22)

ikl =

dir [89]. (3.1.20) ifadesinde bulunan 'y, kesitirici formiilii kesirli Adams-Bashforth

metodu tarafindan

n—ltj ) 1 k
> kﬁ yo +F[a]z{;bj,mf (t;.y;) (3.1.23)
1= ) 1=

olarak elde edilir. Boylece (3.1.23) ve (3.1.20) esitlikleri birlikte g6z 6niinde alinirsa kesirli

P _
yk+1 -

mertebeden diferansiyel denklemlerin belirli aralikta sayisal ¢oziimiinli veren tek adimli

kesirli Adams-Bashforth-Moulton metodu bulunmus olur.
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3.2 Homotopi Analiz Metodu (HAM)

Bu bélimde yar1 analitik metotlardan birisi olan homotopi analiz metodu ele
alinacaktir [100]. Homotopi analiz metodu ilk defa Liao tarafindan 1992 yilinda Doktora
tezi olarak literatiire sunulmustur [18]. Liao 2003 yilindaki eserinde bu metodun Fen ve
Miihendislik alanlarindaki uygulamalar1 ve diger analitik yontemler ile arasindaki iligkileri
ortaya koymustur [19]. Taylor seri a¢ilimina dayanan homotopi analiz metodu lineer ve
lineer olmayan bir¢gok adi ve kismi diferansiyel denklemlerin seri ¢6ziimiinli bulmak i¢in

kullanilmigtir [37]. Lineer olmayan bir diferansiyel denklem

N[u(xt)]=0, (3.2.)
seklinde ele alinsin. N hem lineer hem de lineer olmayan terimleri igeren genel bir lineer
olmayan kismi diferansiyel operatdr, x ve t bagimsiz degiskenler, u(x,t)ise denklemin

¢Oziimiinii ifade etmektedir.
U, (X, t) sinir sartlarim1 saglayan tahmini bir baslangi¢ fonksiyonu ve pe [0,1]
homotopi parametresi (topolojide gdmme parametresi olarak adlandirilir) olmak iizere
Ipig(\)d)(x,t; P)=U,(x,t)=u(x,0), (3.2.2)
seklinde @ (X, t; p) fonksiyonu tanimlansin. Eger genel homotopi teknigi kullanilarak
Ligg(l)(x,t; p)=u(xt), (3.2.3)
seklinde bir esitlik yazilirsa Liao nun sifirinct mertebeden deformasyon denklemi
(1-p)L[®(x,t; p)—Uy(x,t) ]=hpH (X, t)N[D(x,t; p)], (3.2.4)
yazilir [37]. Burada h yakinsaklik araligini belirlemede kullanilan parametre,

H (x,t)homotopi fonksiyonu ve L lineer bir operatordiir. p parametresi 0 °dan 1’e
artarken @(x,t; p) ¢dziim fonksiyonu U, (x,t) baslangi¢ kosulundan u(x,t) a kadar
degisir. Homotopi analiz teorisi geregince @ (X,t; p) ¢dziim fonksiyonunun Taylor seri

acilima;
D(x,t; p):uo(x,t)+ium(x,t) p", (3.2.5)
=1

seklindedir [37].
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Burada u,, (x,t) fonksiyonu;

_iam‘lcl)(x,t; p)

1 2.
um(x ) ml apm—l (3 6)
p=0
dir. (3.2.5) denkleminde p —1ise
u(x,t):uo(x,t)+§um(x,t), (3.2.7)
m=1

olur. (3.2.4) ile verilen deformasyon denklemi p ’ye gére m kez diferansiyellenir ve m!ile
boliiniir daha sonra p =0 alinirsa deformasyon denklemi;

LUy (%) = 2l (%, 1) [=hH (X, 1) R [T, (x,t) ], (3.2.8)

seklinde yeniden yazilabilirdir. Burada R [d,,_, | fonksiyonu;

. 1 IN[o(xt; p)]| 529)
mEm (m-1)! op"™t o
ve
{9 m=t (3.2.10)
7y mst <

olarak tanimlanir [37].

3.3 Modifiye Edilmis Kudryashov Metodu (MEKM)

Nikolay A. Kudryashov’un yedinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin analitik ¢oziimlerini elde etmek igin literatiire sunmus oldugu Kudryashov
metodunun genisletilmis hali olan modifiye edilmis Kudryashov metodu asagidaki gibi
dort adimda ele alinabilirdir [27,93-95].

Adim 1. U fonksiyonu X ve t gibi iki bagimsiz degiskene bagl bir bagimh

fonksiyon olmak iizere
P (U, D{U, Uy, Uy, Uy ++) =0, (3.3.1)

seklinde zaman kesirli kismi diferansiyel denklemini ele alalim. (3.3.1) i¢in dalga

doniisiim denklemi [96];

u(x.t)=u(z), n:kx—%, (33.2)
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seklinde olup burada k, Asabit ve A2=0 dir. (3.3.1) denklemine (3.3.2) doniistimii
uygulanirsa (3.3.1) kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemi
N(X,t,u,u,,u”,u”l;'“):O’ (333)

seklinde lineer olmayan adi diferansiyel denklemine doniisiir.

Adim 2. (3.3.3) adi diferansiyel denklemi igin deneme denklem fonksiyonu

asagidaki gibi alinir;
N
u(z)= Zanj, (3.3.4)
j=0
burada Q = ! dur. Q fonksiyonu ise
1¥a’
Q. =Ina(Q’-Q), (3.3.5)

denkleminin bir ¢6zimiidiir.

Adim 3. Modifiye edilmis Kudryashov metoduna gore (3.3.3) lineer olmayan adi

diferansiyel denkleminin ¢6ziimii asagidaki sekilde aranir;

u(z)=a,+aQ+a,Q* +---+a,Q" +---. (3.3.6)
Klasik Kudryashov metodunun kosullar1 altinda

w(&)=a NNy (3.3.7)

u"(&)=ayN(N+nN+2 . (3.3.8)

u® (£)=ayN(N+1)-(N+s-1)QN+S 4. (3.3.9)

dir. (3.3.7), (3.3.8) ve (3.3.9) denklemleri (3.3.3)’de yerine yazilarak ve balans prensibinin

kosullart dikkate alinarak (3.3.6) denkleminin derecesi olan N degeri hesaplanir.

Adim 4. (3.3.4) denklemi (3.3.3) lineer olmayan adi diferansiyel denkleminde
yazilirsa Q’ ya baglh R(Q) diferansiyel denklemi elde edilir. R(Q) ‘nin katsayilar1 sifira
esitlenerek cebirsel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen cebirsel denklem sisteminin
¢Oziilmesiyle a,(t),a,(t),a,(t),---,ay(t) katsayilar: belirlenir. Bdylece (3.3.1) zaman

kesirli kismi diferansiyel denkleminin analitik ¢oziimleri elde edilmis olur.
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3.4 Modifiye Edilmis Deneme Denklem Metodu (MEDDM)

Modifiye edilmis deneme denklem metodu asagidaki adimlarla ifade edilebilirdir
[96].
Adim 1. U fonksiyon xve 1 iki bagimsiz degiskene bagli olan bagimli bir

fonksiyon olmak iizere

P(u, DU, Uy, Uy, Uy, ) =0, (3.4.1)

(3.4.1) kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemi i¢in dalga doniisiim denklemi [96];
At

t) = —kx—— 3.4.2

u(xt)=u(n), 7z ira] (34.2)

seklinde olup burada k, Asabit ve 220 dir. (3.4.1) denklemine (3.4.2) doniistimii
uygulanirsa (3.4.1) kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemi

N (u,u’,u”,u”,--)=0, (3.4.3)
lineer olmayan adi diferansiyel denklemine doniisiir.

Adim 2. (3.4.3) diferansiyel denklemi i¢in deneme denklem fonksiyonu asagidaki

gibi alinabilirdir;

u’_F(u)_ao+a1U+a2u2+...+anun _;aiu (344)
" G(u) by+bu+bul+---+bu’ < s A
() i bl ’ ! Z(;bjUJ
j=

ve

o FW(F'(1) 6(1)-F(1) 6'()) @.45)
S |

olup, burada F(u) ve G(u) polinomdur. (3.4.4) ve (3.4.5) esitlikleri (3.4.3) denkleminde
yerine yazilirsa, bu taktirde

Q(u)=pu*+---+ pu+p, =0, (3.4.6)
biciminde U ’ya bagh olan (3.4.3) lineer olmayan adi diferansiyel denklemi bulunur.

Balans prensibi geregince n ve | arasindaki matematiksel baginti elde edilir ve daha sonra

n ve |’nin bazi1 degerleri hesaplanabilirdir.
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Adim 3. (3.4.6) denklemindeki Q(u) ifadesinin tiim katsayilar1 sifira esitlenirse
o, =0, i=0,---,5 (3.4.7)
bi¢imindeki bir denklem sistemi elde edilir. Elde edilen denklem sisteminin ¢6ziilmesiyle

a,,8,,a,, -+,a, ve by,b,b,,---, b katsayilarinin degerleri belirlenir.

Adim 4. (3.4.4) denklemi integre edilerek

i(u—yo)zfigagdu, (3.4.8)

seklinde temel integral formuna indirgenebilirdir. Burada F(u) nun koklerini saglayan
polinomlar i¢in ayirma sistemi kullanilirsa ve Mathematica programi uygulanirsa (3.4.8)
denkleminin integralleri elde edilir. Burada elde edilen esitlikler (3.4.3) diferansiyel
denkleminin tam ¢oziimleridir. Boylece (3.4.1) kesirli mertebeden diferansiyel denklemin

tam salinimli dalga ¢6ziimleri bulunur.
3.5 Genisletilmis Deneme Denklem Metodu (GDDM)

Bu boéliimde, deneme denklem metodunun yeni bir versiyonu olan Genisletilmis
Deneme Denklem Metodu [97,98] verilecektir. Bu metodun genel yapist dort adimda ele
alinabilirdir.

Adim 1. U fonksiyonu xve t gibi iki bagimsiz degiskene bagli olan bagimli bir

fonksiyon olmak iizere
P (U, DU, U, Uy, Uy, -++) =0, (3.5.1)
seklindeki kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemini ele alalim. Bunun igin dalga

doniistim denklemi [96];

u(X,t)zu(n), n:kx—%, (3.5.2)

seklinde olup burada Kk, Asabit ve A=0 dir. (3.5.1) denklemine (3.5.2) doniisiimii
uygulanirsa (3.5.1) kesirli mertebeden kismi diferansiyel denkleminin
N (U,U’,U”,U’”;"'):O’ (353)

lineer olmayan adi diferansiyel denklemine doniistiigii gortlir.
30



Adim 2. (3.5.3) diferansiyel denklemi i¢in deneme denklem fonksiyonu
5 .
u(x,t)=> 7", (35.4)
i=0
olmak iizere

DY) _ grgrargy’  ZEYT

(Y') ZA(Y): \P(Y) - §o+§1Y+"'+§gYS - ié’ij

(3.5.5)

bi¢imindedir. Buradanda (3.5.4) ve (3.5.5) denklemlerinden asagidaki esitlikler elde
edilebilirdir.

y @) (9. i i
() _‘P(Y)[Eol it j ! (3.5.6)
u”= @) ¥ o) ¥(X)( ¢ iz, Y-l +CD(Y) S i ~yi—2 5.
) 2%2(x) e ‘P(Y)Eizo( 2], @57

burada ®(Y) ve W(Y) polinomdur. (3.5.5), (3.5.6) ve (3.5.7) denklemleri (3.5.3)
denkleminde yerine yazildiginda,
Q(Y)=p, Y +---+p Y+ p, =0, (3.5.8)

seklinde Y ’ya bagl olan Q(Y) polinomu elde edilir. Buradan da balans prensibi

geregince, @,& ve & arasindaki matematiksel bagmnti bulunur ve boylece @,& ve
0 'nin bazi degerleri de buna gore hesaplanabilirdir.

Adim 3. (3.5.8) denklemindeki Q(Y)ifadesinin tim katsayilar1 sifira esitlenerek
asagidaki sekilde cebirsel denklem sistemi elde edilir;

p; =0, i=0,---,s. (3.5.9)
Elde edilen cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle &,,&,---,&, ve &,,¢;,++, ¢,

katsayilarinin degerleri belirlenebilirdir.
Adim 4. (3.5.5) denklemi integre edilerek

t(n-ng)=] Al(Y)dY:j %dr, (3.5.10)

seklinde temel integral formu ifade edilebilirdir. Burada Q(Y) ‘nun koklerini saglayan

polinomlar i¢in ayirma sistemi goz Oniine alinir ve Mathematica programi kullanilirsa
(3.5.10) denklemindeki integraller hesaplanabilirdir. Burada elde edilen esitlikler (3.5.3)
diferansiyel denkleminin tam ¢oziimleridir. Boylece (3.5.1) kesirli mertebeden diferansiyel
denklemin tam salinimli dalga ¢6ziimleri bulunabilirdir.
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4. METOTLARIN UYGULANMASI

Bu boliimde ilk olarak, kesirli mertebeden lineer ve lineer olmayan adi diferansiyel

denklemlerin sayisal ¢oziimlerini elde etmek icin KABMM kullanilmistir. L, ayrik normu
ve L, maximum nodal normu kullanilarak KABMM nun dogrulugu incelenmistir.

Ikinci adimda, kesirli mertebeden Rosenau—Hyman denkleminin, genellestirilmis
Fisher denkleminin ve zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin analitik
¢oziimlerini elde etmek igin Genisletilmis deneme denklem metodu, modifiye edilmis
Kudryashov metodu ve Modifiye edilmis deneme denklem metodu kullanilarak analitik
¢oziimleri elde edilmis bunun akabinde bu denklemlerin her birisinin sayisal veri tablolar
olusturulmus ve bunlarin iKi ve ti¢ boyutlu grafikleri ¢izilmistir.

Daha sonra ikinci boliimdeki denklemlere Homotopi analiz metodu uygulanarak bu
denklemlerin yaklasik ¢oziimleri elde edilmistir. Sonugta bu deklemlerin analitik
¢oziimlerinden elde edilen sayisal veriler ile HAM ile elde edilen sayisal veriler mukayese

edilerek hata tablolari olusturularak ¢oziimlerin grafikleri gdosterilmistir.

4.1 Kesirli Mertebeden Lineer Adi Diferansiyel Denkleme KABMM’nun

Uygulanmasi

« kesirli tiirevi temsil eden bir parametre olmak {izere homojen olmayan kesirli
mertebeden lineer diferansiyel denklem

Dt“u(t)+u(t)=t3*“+¥t3, O<a<l, (4.1.1)
seklinde wverilsin. Bu (4.1.1) denklemin sayisal ¢oziimii icin KABMM kullanilarak
asagidaki sonuglar elde edilir. Burada (4.1.1) homojen olmayan kesirli mertebeden lineer
diferansiyel denkleminin analitik ¢6zimii ise

u(t)=t>, (4.1.2)
dir [104]. Diger yandan (3.1.1) esitligi burada goz ontine alinirsa (4.1.1) denkleminin

Dfu(t)=f(tu(t))=—-u(t)+t> +@t3, (4.1.3)

biciminde yazildig1 goriiliir.
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Burada (4.1.1) kesirli mertebeden diferansiyel denkleminin 0<t <1 araligindaki sayisal

¢ziimii i¢in adim sayis1 =300 ve baslangi¢c kosulu u(0)=0 olarak aliir ve (4.1.3)

denklemine KABMM’nu uygulanirsa ilk on terimi i¢in elde edilen sayisal degerler ve hata

miktarlart asagidaki sekilde elde edilir. Burada metodun dogrulugunu test etmek icin

L, = HU Analitik -U,, Hz = \/hi‘u JAnalitik _(UM )j 2 | @14
j=0
olarak tanimlanan L, ayrik normu ve
L = HU Analitik U, HOO - m?x ‘U jAnalmk _(UM )j ‘, (4.1.5)

seklinde tanimlanan L, maximum nodal normu kullanilmistir [105].

Tablo 4.1.1. (4.1.1) Kesirli mertebeden lineer adi diferansiyel denkleminin « =0.25

icin KABMM ile elde edilen sayisal ¢oziimii ve hata tablosu

n t, Uram Usayisar Uram = Usaysar

1 0.0033333 8.8930153E-09 1.2733339E-08 | -3.8340377E-09
2 0.0066667 8.4664901E-08 1.0586060E-07 | -2.1195501E-08
3 0.0100000 3.1622776E-07 3.7064679E-07 | -5.4419030E-08
4 0.0133333 8.0547292E-07 9.0951855E-07 | -1.0404572E-07
5 0.0166667 1.6634449E-06 1.8339278E-06 | -1.7048289E-07
6 0.0200000 3.0084824E-06 3.2655390E-06 | -2.5407143E-07
7 0.0233333 4,9650605E-06 5.3201650E-06 | -3.5510443E-07
8 0.0266667 7.6629921E-06 8.1368311E-06 | -4.7383897E-07
9 0.0300000 1.1236836E-05 1.1847341E-05 | -6.1050410E-07
10 | 0.0333333 1.5825444E-05 1.6590751E-05 | -7.6530645E-07

L, ayrik normu kullanilarak (4.1.1) kesirli mertebeden lineer adi diferansiyel

denklemin sayisal ¢oziimiinii elde etmek igin kullanilan metodun dogrulugunu gosteren
algoritma n =300 i¢in asagidaki sekildedir.

nsteps=300;
alfa=0.25;
exact[t ]:=t*(3+alfa);

\/h*nfs(y[k]-exact[x[k]])2

k=0
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Yukaridaki algoritma kullanilarak metodun dogrulugunu gosteren L, hata miktarlari
toplami

0.000440091
olarak elde edilir.

Benzer sekilde L, maximum nodal normu kullanilarak (4.1.1) kesirli mertebeden

lineer adi diferansiyel denklemin sayisal ¢6ziimiinii elde etmek igin kullanilan metodun
dogrulugunu gosteren algoritma n =300 i¢in asagidaki sekildedir.

nsteps=300;

alfa=0.25;

exact[t_]:=t*(3+alfa);

enb=Abs[y[0] ~exact[0]];

For[k=1,ks<nsteps, k=k+1,
if[enb<Abs|[y[k]-exact[x[k]]], enb=y[k]-exact[x[k]]]]
Print[enb]

Yukaridaki algoritma kullanilarak metodun dogrulugunu gosteren L, maximum hata

miktan
0.000998594

olarak bulunur.
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Sekil 4.1.1. (4.1.1) Kesirli mertebeden lineer adi diferansiyel denkleminin KABMM ile
elde edilen sayisal ¢oziimlerin 0 <t <1, =0.25 i¢in elde edilen iki
boyutlu goriiniimii
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Sekil 4.1.2. (4.1.1) Kesirli mertebeden lineer adi diferansiyel denkleminin analitik

¢oziimlerin 0<t <1 a =0.25 igin elde edilen iki boyutlu gériiniimii

00010 £

0.0008 |

0.0006 |

0.0004 |

0.0002 |

0.0 02 04 0.6 08 10

Sekil 4.1.3. 0<t<1 ve ¢ =0.25 i¢cin KABMM ile elde edilen mutlak hatanin iki boyutlu

gorunimi



Tablo 4.1.2. (4.1.1) Kesirli mertebeden lineer adi diferansiyel denkleminin & =0.50 igin

KABMM ile elde edilen sayisal ¢6ziimii ve hata tablosu

n t, Uram Usayusar Uram = Usaysar

1 0.0033333 2.1383343E-09 3.2112749E-09 | -1.0729406E-09
2 0.0066667 2.4192491E-08 2.8342593E-08 | -4.1501024E-09
3 0.0100000 1.0000000E-07 1.0901792E-07 | -9.0179252E-09
4 0.0133333 2.7370679E-07 2.8939674E07 | -1.5689950E-08
5 0.0166667 5.9768261E-07 6.2189842E-07 | -2.4215811E-08
6 0.0200000 1.1313708E-06 1.1660257E-06 | -3.4654934E-08
7 0.0233333 1.9405227E-06 1.9875918E-06 | -4.7069013E-08
8 0.0266667 3.0966388E-06 3.1581582E-06 | -6.1519328E-08
9 0.0300000 4.6765371E-06 4.7546028E-06 | -7.805664E-08
10 | 0.0333333 6.7620068E-06 6.8587727E-06 | -9.6765901E-08

L, ayrik normu kullanilarak (4.1.1) Kkesirli mertebeden lineer adi diferansiyel

denklemin sayisal ¢6ziimiinii elde etmek igin kullanilan metodun dogrulugunu goésteren
algoritma n =300 i¢in asagidaki sekildedir.

nsteps=300;
alfa=0.50;
exact[t ]:=t*(3+alfa);

\/h*nfs(y[k]-exact[x[k]])z

k=0

Yukaridaki algoritma kullanilarak metodun dogrulugunu gosteren L, hata miktarlart

toplamu1

0.000077039
olarak bulunur.

Benzer sekilde, L, maximum nodal normu kullanilarak (4.1.1) kesirli mertebeden

lineer adi diferansiyel denklemin sayisal ¢ozliimiinii elde etmek i¢in kullanilan metodun
dogrulugunu gosteren algoritma n =300 i¢in asagidaki bicimindedir.

nsteps=300;

alfa=0.50;

exact[t_]:=t*(3+alfa);

enb=Abs[y[0] -exact[0]];

For[k=1,k<nsteps, k=k+1,

if[enb<Abs|[y[k]-exact[x[k]]], enb=y[k]-exact[x[k]]]]

Print[enb]
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Yukaridaki algoritma kullanilarak metodun dogrulugunu gosteren L_ maximum hata
miktari

0.000180598

olarak bulunur.
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Sekil 4.1.4. (4.1.1) Kesirli mertebeden lineer adi diferansiyel denkleminin KABMM ile

elde edilen sayisal ¢oziimiiniin 0 <t <1, a =0.50 ig¢in elde edilen iki boyutlu

goriniimii
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Sekil 4.1.5. (4.1.1) Kesirli mertebeden lineer adi diferansiyel denkleminin analitik
¢oziimiiniin 0<t <1, a =0.50 i¢in i¢in elde edilen iki boyutlu
goriniimii
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Sekil 4.1.6. 0<t<1 ve o =0.50 i¢in KABMM ile elde edilen mutlak hatanin iki boyutlu

goruntumu

Tablo 4.1.3. (4.1.1) Kesirli mertebeden lineer adi diferansiyel denkleminin

a =0.75 igin KABMM ile elde edilen sayisal ¢6ziimii ve hata tablosu

t

n

u

Tam

u Sayisal

uTam - uSaytsal

0.0033333

5.1380141E-10

8.8752788E-10

-3.7372647E-10

0.0066667

6.9128602E-09

8.3108958E-09

-1.3980355E-09

0.0100000

3.1622776E-08

3.4595664E-08

-2.9728881E-09

0.0133333

9.3007990E-08

9.8076290E-08

-5.0682993E-09

0.0166667

2.1474982E-07

2.2242107E-07

-7.6712350E-09

0.0200000

4.2546367E-07

4.3624009E-07

-1.0776420E-08

0.0233333

7.5842553E-07

7.72808246E-07

-1.4382715E-08

0.0266667

1.2513613E-06

1.2698530E-06

-1.8491667E-08

OO0 |INOO |0 |B|W ||| S

0.0300000

1.9462772E-06

1.9693837E-06

-2.3106527E-08

[ IRy
o

0.0333333

2.8893176E-06

2.9175494E-06

-2.8231731E-08
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L, ayrik normu kullanilarak (4.1.1) kesirli mertebeden lineer adi diferansiyel
denklemin sayisal ¢oziimiinii elde etmek i¢in kullanilan metodun dogrulugunu gosteren
algoritma n =300 i¢in asagidaki sekildedir.

nsteps=300;
alfa=0.75;

exact[t_]:=t*(3+alfa);

\/h*nfs(y[k]-exact[x[k]])z

k=0

Yukaridaki algoritma kullanilarak metodun dogrulugunu gosteren L, hata miktarlari

toplam1
0.0000190654

olarak elde edilir. Benzer sekilde, L, maximum nodal normu kullanilarak (4.1.1) kesirli
mertebeden lineer adi diferansiyel denklemin sayisal ¢6ziimiinii elde etmek i¢in kullanilan

metodun dogrulugunu gosteren algoritma n =300 i¢in asagidaki bi¢imdedir.

nsteps=300;
alfa=0.75;

exact[t ]:=t*(3+alfa);

enb=Abs[y[0] —exact[0]];

For[k=1,k<nsteps, k=k+1,
if[enb<Abs[y[k]-exact[x[k]]], enb=y[k]-exact[x[k]]]]
Print[enb]

Yukaridaki algoritma kullanilarak metodun dogrulugunu gosteren L, maximum hata

miktari

0.0000455084

olarak elde edilir.
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Sekil 4.1.7. (4.1.1) Kesirli mertebeden lineer adi diferansiyel denkleminin KABMM ile

elde edilen sayisal ¢6ziimiiniin 0 <t <1, & =0.75 igin elde edilen iki boyutlu

gorinimii
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Sekil 4.1.8. (4.1.1) Kesirli mertebeden lineer adi diferansiyel denkleminin analitik
¢oziimiiniin 0<t <1, & =0.75 i¢in elde edilen iki boyutlu

gorunimiui
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Sekil 4.1.9. 0<t<1 ve ¢ =0.75 igin KABMM ile elde edilen mutlak hatanin iki boyutlu

goruntumu

4.2 Kesirli Mertebeden Lineer Olmayan Adi Diferansiyel Denkleme
KABMM’nun Uygulanmasi

o kesirli tlirevi temsil eden bir parametre, 7 ve T sabitler olmak iizere Kkesirli
mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklem

In 8+2ax
Dt“u(t)+nu2(t):%t4+n(%j Cl<as2, 4.2.1)

seklinde verilsin. Bu denkleminin analitik ¢6ziimii

t 4+
u(t)=| = : 4.2.2
0(+) 422
dir [104]. Simdi (3.1.1) esitligi ve =T =1 i¢in (4.2.1) denklemi birlikte goz Oniine

alinirsa, bu denklem

Dru(t) = f(xu(t))=-u?(t)+ F[521a]t4 182 (4.2.3)

seklinde yeniden yazilabilirdir.
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(4.2.1) kesirli mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denkleminin 0 <t <1 araliginda

sayisal ¢oziimil i¢in adim sayist n=300 ve baslangig degeri u(0)=0 olarak alnir ve

(4.2.3) denklemine KABMM’u uygulanirsa, ilk on terimi i¢in elde edilen sayisal degerler

ve bunlara iligkin hata miktarlar1 asagidaki sekilde elde edilir.

Tablo 4.2.1. (4.2.1) Kesirli mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denkleminin

a =1.25 i¢in KABMM ile elde edilen sayisal ¢oziimii ve hata tablosu

n t, Uram Usayssar Uram = Usaysar

1 0.0033333 9.8881128E-14 2.9876778E-13 | -1.9988665E-13
2 0.0066667 3.7628845E-12 5.6039360E-12 | -1.8410515E-12
3 0.0100000 3.1622776E-11 3.8373813E-11 | -6.7510365E-12
4 0.0133333 1.4319551E-10 1.6022741E-10 | -1.7032249E-11
5 0.0166667 4.6206804E-10 4,9704561E-10 | -3.4977573E-11
6 0.0200000 1.2033929E-09 1.2664240E-09 | -6.3031050E-11
7 0.0233333 2.7031996E-09 2.8069634E-09 | -1.0376375E-10
8 0.0266667 5.4492388E-09 5.6090960E-09 | -1.5985717E-10
9 0.0300000 1.0113153E-08 1.0347244E-08 | -2.3409097E-10
10 | 0.0333333 1.7583827E-08 1.7913160E-08 | -3.2933348E-10

L, ayrik normu kullanilarak (4.2.1) kesirli mertebeden lineer olmayan adi

diferansiyel denklemin sayisal ¢6ziimiinii elde etmek i¢in kullanilan metodun dogrulugunu
gosteren algoritma n =300 i¢in agagidaki sekildedir.

nsteps=300;
alfa=1.25;
exact[t ]:=t*(4+alfa);

\/h*nfs(y[k]-exact[x[k]])z

k=0

Yukaridaki algoritma kullanilarak metodun dogrulugunu gosteren L, hata

miktarlar1 toplam ise

0.00000000809849
olarak bulunur.

Benzer sekilde, L, maximum nodal normu kullanilarak (4.2.1) kesirli mertebeden
lineer olmayan adi diferansiyel denklemin sayisal ¢6ziimiinii elde etmek i¢in kullanilan

metodun dogrulugunu gésteren algoritma n =300 i¢in asagidaki sekildedir.
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nsteps=300;
alfa=1.25;
exact[t ]:=t*(4+alfa);
enb=Abs[y[0] -exact[0]];
For[k=1,k<nsteps, k=k+1,
if[enb<Abs|[y[k]-exact[x[k]]],enb=y[k]-exact[x[k]]]]
Print[enb]
Yukaridaki algoritma kullanilarak metodun dogrulugunu gosteren L, maximum hata

miktarlari

0.0000225821
olarak elde edilir.
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Sekil 4.2.1. (4.2.1) Kesirli mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denkleminin

KABMM ile elde edilen sayisal ¢6ziimiiniin 0 <t <1, o =1.25 igin

elde edilen iki boyutlu gortiniimii
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Sekil 4.2.2. (4.2.1) Kesirli mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denkleminin
analitik ¢6ziimiiniin 0 <t <1, & =1.25 i¢in elde edilen iki boyutlu

goriniimii

0.00002 +

0.000015

0.00001 ¢

5,10 6}

0

O.‘O 0.‘2 0.‘4 O.‘G O.‘8 l.‘O
Sekil 4.2.3. 0<t<1 ve o =1.25 i¢in KABMM ile elde edilen mutlak hatanin iki boyutlu

goriniimii
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Tablo 4.2.2. (4.2.1) Kesirli mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denkleminin

a =1.50 i¢gin KABMM ile elde edilen sayisal ¢6ziimii ve hata tablosu

n t, Uram Usayusar Uram = Usaysar

1 0.0033333 2.3759270E-14 8.5756116E-14 | -6.1996846E-14
2 0.0066667 1.0742218E-12 1.6856954E-12 | -6.1047364E-13
3 0.0100000 0.0100000E-11 1.2416149E-11 | -2.4161492E-12
4 0.0133333 4.8658985E-11 5.5148138E-11 | -6.4891532E-12
5 0.0166667 1.6602294E-10 1.8005170E-10 | -1.4028752E-11
6 0.0200000 4,5254833E-10 4.7894494E-10 | -2.6396606E-11
7 0.0233333 1.0565068E-09 1.1016059E-09 | -4.5099091E-11
8 0.0266667 2.2020543E-09 2.2738287E-09 | -7.1774428E-11
9 0.0300000 4,2088834E-09 4.3170662E-09 | -1.0818276E-10
10 | 0.0333333 7.5733409E-09 7.6695392E-09 | -1.5619822E-10

L, ayrik normu kullanilarak (4.2.1) kesirli mertebeden lineer olmayan adi

diferansiyel denklemin sayisal ¢oziimiinii elde etmek i¢in kullanilan metodun dogrulugunu
gosteren algoritma n =300 i¢in asagidaki bigimdedir.

nsteps=300;
alfa=1.50;
exact[t ]:=t*(4+alfa);

\/h*nfs(y[k]-exact[x[k]])2

k=0

Yukaridaki algoritma kullanilarak metodun dogrulugunu gosteren L, hata

miktarlari toplami ise
0.00000000809849

olarak elde edilir. Benzer sekilde, L, maximum nodal normu kullanilarak (4.2.1) kesirli

mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklemin sayisal ¢6ziimiinii elde etmek igin
kullanilan metodun dogrulugunu goésteren algoritma n =300 igin asagidaki sekildedir.

nsteps=300;

alfa=1.50;

exact[t ] :=t* (4+alfa);

enb=Abs[y[0] -~exact[0]]

For[k=1,k<nsteps, k=k+1,
if[enb<Abs[y[k]-exact[x[k]]], enb=y[k]-exact[x[k]]]]
Print[enb]
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Yukaridaki algoritma kullanilarak metodun dogrulugunu gosteren L, maximum

hata miktarlar1

0.0000225821

olarak bulunur.
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Sekil 4.2.4. (4.2.1) Kesirli mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denkleminin

KABMM ile elde edilen sayisal ¢6ziimiiniin 0 <t <1, o =1.5 i¢in elde edilen iki

boyutlu gériiniimii
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Sekil 4.2.5. (4.2.1) Kesirli mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denkleminin
analitik ¢6ziimiiniin 0<t <1, & =1.5 i¢in elde edilen iki boyutlu goriiniimii
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Sekil 4.2.6. 0<t<1 ve ¢ =1.50 i¢cin KABMM ile elde edilen mutlak hatanin iki boyutlu

gorinimii

Tablo 4.2.3. (4.2.1) Kesirli mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denkleminin

a =1.75 igin KABMM ile elde edilen sayisal ¢oziimii ve hata tablosu

t

n

u

Tam

u Sayisal

uTam - uSaytsal

0.0033333

5.7089045E-15

2.4363196E-14

-1.8654291E-14

0.0066667

3.0723823E-13

5.0498014E-13

-1.9774191E-13

0.0100000

3.1622776E-12

4.0125200E-12

-8.5024240E-13

0.0133333

1.6534753E-11

1.8974819E-11

-2.4400657E-12

0.0166667

5.9652728E-11

6.5218503E-11

-5.5657757E-12

0.0200000

1.7018546E-10

1.8113626E-10

-1.0950080E-11

0.0233333

4.1292056E-10

4.3235707E-10

-1.9436511E-11

0.0266667

8.8985697E-10

9.2183378E-10

-3.1976810E-11

O |0 |N|OO |01 |A~ W IN(F|S

0.0300000

1.7516495E-09

1.8012834E-09

-4.9633889E-11

=
o

0.0333333

3.2103529E-09

3.2839275E-09

-71.3574614E-11
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L, ayrik normu kullanilarak (4.2.1) kesirli mertebeden lineer olmayan adi

diferansiyel denklemin sayisal ¢6ziimiinii elde etmek i¢in kullanilan metodun dogrulugunu
gosteren algoritma n =300 i¢in asagidaki bi¢imdedir.

nsteps=300;
alfa=1.75;
exact[t ]:=t*(4+alfa);

\/h*nfs(y[k]-exact[x[k]])2

k=0

Yukaridaki algoritma kullanilarak metodun dogrulugunu gosteren L, hata
miktarlar1 toplami1
0.00000000863107

olarak hesaplanir. Benzer sekilde, L, maximum nodal normu kullanilarak (4.2.1) kesirli

mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklemin sayisal ¢6ziimiinii elde etmek igin

kullanilan metodun dogrulugunu gosteren algoritma n =300 i¢in asagidaki gibidir.

nsteps=300;

alfa=1.75;
exact[t_]:=t"(4+alfa);
enb=Abs[y[0] -exact[0]]
For[k=1,k<nsteps, k=k+1,

if[enb<Abs|[y[k]-exact[x[k]]],enb=y[k]-exact[x[k]]]]
Print[enb]

Yukaridaki algoritma kullanilarak metodun dogrulugunu gosteren L, maximum

hata miktarlar1
0.0000247177

olarak bulunur.
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Sekil 4.2.7. (4.2.1) Kesirli mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denkleminin

KABMM ile elde edilen sayisal ¢oziimiiniin 0<t <1, « =1.75 igin

elde edilen iki boyutlu goriiniimii
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Sekil 4.2.8. (4.2.1) Kesirli mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denkleminin

analitik ¢oztiimiiniin 0 <t <1, & =1.75 igin elde edilen iki boyutlu goriiniimii
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Sekil 4.2.9. 0<t<1 ve =1.75 i¢cin KABMM ile elde edilen mutlak hatanin iki boyutlu

goruntimu

4.3 Kesirli Rosenau—Hyman Denklemine GDDM’nin Uygulanmasi

Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denklemi, « =1oldugunda sivilarin diiserken
olusturduklart sekilleri ifade etmektedir. Molliq ve Noorani [4], Homotopi pertiirbasyon
metodunu ve Varyasyonel iterasyon metodunu kullanarak kesirli mertebeden Rosenau-
Hyman denkleminin yaklasik ¢oziimiinii elde etmistir. Kesirli mertebeden Rosenau-
Hyman denkleminin analitik ¢6ztimleri GDDM kullanilarak asagidaki sekilde

bulunmustur. Rosenau-Hyman denklemi [57], t >0, 0< a <1, olmak iizere

oulxy) =uu,, +uu, +3uu,, (4.3.1)
ata
olarak tanimlanir. (4.3.1) denklemi i¢in (3.5.2) doniisiimii
At
)= , N=KK———=,
u(xt)=u(n), 7=k« I'[l+a]
u(xt) =5U(’7)5_77:k5“(_’7_), (4.3.2)
OX on oX on
2 2
0U(§’t):ki au(n) 5_’7:kza“_(2’7), (4.3.3)
OX on\ on )ox on

ve o, fractal indeksi olmak tizere [108]
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o“u(x,t) Y ou(n) o*n

ot “on ot
dir. Burada 6zel olarak o, =1segcildiginde

o°u _ou(n)| o[ At

o op | at“\Il+a])|
A ou(n)fonte

Il+a] o | ot |

4 w()| iva] .
T T[l+a] a: _F[1+a—a]t } (4.3.4)
“Fay e el
:_4au(77)
on

elde edilir. (3.5.2), (4.3.2), (4.3.3) ve (4.3.4) doniistimleri (4.3.1) kesirli mertebeden

Rosenau-Hyman denkleminde yerine yazilirsa
—ﬂbu—k3uu”—gu2—k3(u’)2 =0, (4.3.5)

bulunur. (4.3.5) lineer olmayan adi diferansiyel denkleminde (3.5.6) ve (3.5.7) esitlikleri
yerine yazilarak balans prensibi uygulanirsa

O=c+2 (4.3.6)
oldugu goriiliir. (4.3.6) denkleminde bulunan @ ve ¢ ’nin farkli degerleri (3.5.6) ve (3.5.7)
denklemlerinde yerine yazilarak farkli analitik ¢oziimler asagidaki sekilde elde edilir.

Duruml. &£=0, 6=1,ve 0=2 degerleri (3.5.6) ve (3.5.7) denklemlerinde

yerine yazilirsa, ¢, #0,&, #0 olmak lizere

, L(&+EYT+EY?)

! — : , 4.3.7
(Y =r 5 (4.3.7)
un — z-l (é:l + 2§2Y) , (438)

28,
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bulunur. (3.5.4), (4.3.7) ve (4.3.8) esitlikleri (4.3.5) denkleminde yerine yazilirsa cebirsel

denklem sistemi ortaya ¢iktig1 goriiliir. Cebirsel denklem sisteminde bulunan &, &, &,,¢,

ve A katsayilarindan biri Mathematica programi kullanilarak asagidaki sekilde bulunur;
_%H (92171 — &7, ) 3k (25270 - 95171)
—_— :

So V6 =6, § =6 (o= 4k2§2’ A= (4.3.9)
7 8¢S,
(4.3.9) katsayilar1 (3.5.10) denkleminde yerine yazilirsa
+(n—1,)= Aj 1 dy, (4.3.10)
JY?+CY+B
bulunur. Burada A=2k, B =M, C =L dir. Bu denklemde integrali bulmak
7.6 $
icin Mathematica programi kullanilirsa
t(n—my)=AIn(Y—a,), o =, (4.3.11)
+(n-1,)=2AIN(T=, +\[T-, ), & #a,, (4.3.12)

oldugu goriiliir. Bu esitlikteki o, ve «, ’ler

Y?+CY+B=0. (4.3.13)
polinomunun kokleridir. Boylece (4.3.1) kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin
GDDM ile elde edilen yeni analitik ¢oztimleri;

(k 3k(279&,—&7 )t J
X——— 222y
85T (1+a)

u(x,t)=7,+7,| oy +€ A , (4.3.14)

ve
3k(279&, —& ¥ 3k(279&, —&7y ¥
. +[kx_ 85I (L+a) _'70] . (a —a )2 ikx_ 85I (1ra) °j
u(x,t)=ro+51(a2+a1)+ef A +%ef A .(4.3.15)

bigimindedir. Basitlik agisindan (4.3.14) denkleminde 7, =0, 7, = -7, alinirsa (4.3.9)

denklemindeki katsayilara gore (4.3.1) kesirli mertebeden
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Rosenau-Hyman denkleminin bir analitik ¢oziimii;
u(xt)=Ae™ ) (4.3.16)

-3, (20‘152 + é:l)
85I (1+a)

olup, burada A=7,B=x%

A =

%, dir. Benzer sekilde (4.3.15)

denkleminde 7, =0, & =1, &, =0 alindiginda (4.3.9) denklemindeki katsayilara gore

(4.3.1) Kkesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin hiperbolik fonksiyon ¢oziimii ise;

u(x,t):z-o+%(1+cosh(l§(x—ﬂit“))), (4.3.17)

~ =37, (2 + . -

bicimindedir. Burada B :ik, A= 6(208, +4) dir. Kesirli mertebeden Rosenau-
A 85, (1+«a)

Hyman denkleminin GDDM ile elde edilen (4.3.16) analitik ¢6ziimii i¢in iki ve ii¢ boyutlu

grafikleri ile sayisal veri tablosu Mathematica programi kullanilarak asagidaki sekilde

olusturulmustur.

o
o

///

o
W
a

~
[=]

7

5

7

N
DINSSSesc==ccco=— W)
S —— N S S
e
N .
_5 : 5 »
aa :%_25
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b: a=0.75
Sekil 4.3.1. Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin GDDM ile elde edilen (4.3.16)

analitik ¢oztimiinin 7, =0.1, 8 =1, § =0.2, £, =0.3, 0<t <1, —6<x<6, ve

k =5i¢in elde edilen ii¢ boyutlu gériiniimii

aa=025
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u, X, ti

- 6 - 4 -2 0 2 4 6
b:a=0.75
Sekil 4.3.2. Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin GDDM ile elde edilen (4.3.16)
analitik ¢6ziimiiniin 7, =0.1, a, =1, k=5, £ =0.2, £, =03 —-6<X<6 ve

t =1ic¢in elde edilen iki boyutlu goriiniimii
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b: «=0.75
Sekil 4.3.3. Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin GDDM ile elde edilen (4.3.17)
analitik ¢oziimiinin § =&, =0.3,£,=0.9,7,=7,=0.1, =1, k=3

0<t<1 ve —20 < x< 20 igin elde edilen ti¢ boyutlu goriiniimii
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Sekil 4.3.4. Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin GDDM ile elde edilen (4.3.17),
analitik ¢oziimiinin & =&, =0.3, {,=0.9, 7, =7, =0.1, 4 =1, k=3,
—20<x <20 ve t=0.25 i¢in elde edilen iki boyutlu goriiniimii

57



Durum2. £=0,6=2 ve =2 degerleri (3.5.6) ve (3.5.7) denklemlerinde

yerine yazilirsa, ¢, #0, &, #0, olmak iizere

(U')2 _ (50 +o Y+ T )(Tl + ZTZY) , (4.3.18)
o
" = 4z, (égo +&T+8,Y );Eégl - 2§2Y)(Tl 2D (4.3.19)

bulunur. (3.5.4), (4.3.18) ve (4.3.19) esitlikleri (4.3.5) denkleminde yerine yazilirsa

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Cebirsel denklem sisteminde bulunan &,, &, &,,¢,

ve A katsayilari Mathematica programi kullanilarak asagidaki sekilde bulunur;

2 3k (4z,r, — 77
fobf g_p g obn g 10K, Hnnod) g0
7, 7, 7, 32z,
(4.3.20) katsayilari (3.5.10) denkleminde yerine yazilirsa
dYy
(n-m)=AJ _ (4.3.21)
\/Bl+C1Y+Y

oldugu goriilir. Burada A =4k, B =t C, =4 dir. (4.3.21) denklemindeki integrali
T

2 &
hesap etmek i¢cin Mathematica programi kullanilirsa
£(7-15)= AIn(Y-a), (4.3.22)
J_r(77—770)=2A1In(\/Y—a1+\/Y—a2). (4.3.23)

elde edilir. Buradaki o, ve a,’ler

Y?+B,+C,Y=0, (4.3.24)
denkleminin kokleridir. Boylece (4.3.1) kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin

GDDM ile elde edilen yeni analitik ¢oztimlerr;

+(kx—Kt"’—770) +(kx—Kt" —770) 2

u(x.t)=r+na+ne N+, a+e N° , (4.3.25)

ve
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k= rr Sl ra)re b e a0
(ki) 2ok n,) (4.3.26)
+7,| (o +o)+e A +(0{1 2%) e A :

3k (4102'2 - z‘f)

bicimindedir. Burada K =
327, (1+ )

dir. Basitlik acisindan (4.3.25) denkleminde

17, =0 alinir ve (4.3.20) denklemindeki katsayilara gore denklem yeniden diizenlenirse

kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin analitik ¢oziimii;

u(x,t)={22:ri (aﬁeél(x_ﬂ?ta))i}, (4.3.27)

~ =37, (2
olarak elde edilir ve burada B, :ih, A, = 5 (20 +6)

A 85, (1+a)

denkleminde 7, =0, g =1, &, =0 alinir ve yine (4.3.20) denklemindeki katsayilara

dir. Benzer sekilde (4.3.26)

gore denklem yeniden diizenlenirse Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin

hiperbolik fonksiyon ¢oziimii;

2, (1+cosh(~1(x—/12t“)))i
=i 2

(4.3.28)

olarak bulunur. (4.3.27) denklemi ile ele alinan diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii
icin iki ve U¢ boyutlu grafikleri Mathematica programi kullanilarak asagidaki sekilde

olusturulmustur.
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b: «=0.75
Sekil 4.3.5. Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin GDMM ile elde edilen (4.3.27)

analitik gozimiinin a, =1, a,=0, 7,=0.1, 7,=0.2, 7,=0.3 k=4, ¢, =9,

& =¢£=017, 0<t<lve —12<x<12 igin elde edilen {i¢ boyutlu gorinimil
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20/
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b: ¢ =0.75

Sekil 4.3.6. Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin (4.3.27) analitik ¢6ztiimiiniin
a,=1 a,=017,=017=027,=03 k=4,,,=9 &=£=017, t=025

ve —12 < x <12 igin elde edilen iki boyutlu goriiniimii
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aa=025

b: «=0.75
Sekil 4.3.7. Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin (4.3.28) analitik ¢6ziimiiniin
a,=1 a,=017,=017=027=03 k=4,4,=9 &=£=017 0<t<1

ve —50< x <50 igin elde edilen ii¢ boyutlu gortiniimii
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b: =0.75
Sekil 4.3.8. Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin (4.3.28) analitik ¢dziimiiniin

a=1 a,=07,=017,=0217,=03 k=4,¢,=9, £=£=017, t=0.25

ve —50< x <50 igin elde edilen iki boyutlu goriiniimii

63



Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin yaklasik ¢6ztimi Mollig ve
Noorani tarafindan bulunmustur [4]. GDDM kullanilarak elde edilen (4.3.17) ve (4.3.28)
ile gosterilen yeni analitik ¢oziimler literatiire ilk defa sunulmustur.

4.4 Kesirli Rosenau—Hyman Denklemine HAM’nun Uygulanmasi

Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denklemi

o“u(x,t)

Tzuuw+uuX +3uu,,, t>0 0<a<l, (4.4.1)
olarak tanimlanir [57]. (4.4.1) denkleminin daha 6nce GDDM ile elde edilen analitik
¢OzUimii;

u(xt)=Ae™ ) (4.4.2)
A 5 =31, (20, +
olarak bulunmus ve burada A=7,, A=2k, B= ih, A= Tl( G él) olarak ifade
A 85I (1+«)

edilmistir. Eger burada A= 7,=01k=5¢£=02, & =03, o =1 4 =-0.110326

katsayilarina gore (4.4.2) ¢6zlimii yeniden diizenlenirse;

—X 0.1 1@

u(xt)=0.1e? 2l (4.4.3)

elde edilir. Simdi (4.4.3) ¢oztimiine gore (4.4.1) kesirli mertebeden Rosenau-Hyman

denkleminin baglangi¢ kosulu

u(x,0)=0.1e2, (4.4.4)
olarak tanimlansin. Eger (4.4.1.) denklemine HAM uygulanirsa, burada L lineer operatorii
L[®(xt;p)]=D7[@(xt;p)], (4.4.5)

bi¢giminde ve (4.4.1) denklemi igin lineer olmayan bir N operatoriide asagidaki sekilde
tanimlanabilirdir;

"D (x.t; OD(x.t
N[ (x,t; p)]zq)ét—xatp)—CD(x,t; p)% (4.46)
oD (X, t; 0D (x,t; p) °@(x,1; B
o(xtp) (I)(;Xt P) 4 CD(;Xt p) q)g((zt P)

Homotopi analiz teorisi geregince sifirinci mertebeden deformasyon denklemi asagidaki
sekilde olusturulur;

(1-p) L[CD(x,t; p)—Uu, (x,t)] = phN [(D(x,t; p)] (4.4.7)
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(4.4.7) denkleminde p =0 alinirsa

D (x,t;0)=u, (x,t)=u(x,0) (4.4.8)
ve p =loldugunda ise

@(x,t;1)=u(x,t), (4.4.9)

PR

elde edilir. Burada p, 0’dan 1’e degistiginde, @ (X,t; p)¢dziim fonksiyonu
U, (X, t) baslangi¢ kosulundan u (X, t) ¢Ozliimiine deforme olmaktadir. CD(X, t; p) ¢Ozim

fonksiyonu Taylor serisine agilirsa,;

D(x,t; p)=u0(x,t)+ium(x,t) p", (4.4.10)
m=1
bulunur ve burada
0, (xt)= LI Pt p) (4.4.11)
m! op oo

dir. Liao tarafindan da ifade edildigi gibi, baslangi¢ kosulu ve hyardimci parametresi

dogru olarak secilirse (4.4.10) serisi p =1 noktasinda yakinsaktir ve bu lineer olmayan

diferansiyel denklemin ¢oziimlerinden biriSini verir. Bu ¢6ziim asagidaki bigimde

yazilabilirdir;
u(x,t):uo(x,t)+ium(x,t). (4.4.12)
m=1

(4.4.7) denklemi p parametresi yoniinde m kez diferansiyellenirse agagidaki m.

mertebeden deformasyon denklemi elde edilir;

L{u, (%,t) = 2nlns (X, t) ]=hR [T, (x,t) ], (4.4.13)
ve burada
~ o“u, m-1 u o (xt) ot ou, .. (xt
R, [ Uy (1) ]= at“ Zun %— u, (x,t)%
s t)” 0, 1 (x1) " (4.4.14)
ot ou, (x u X
_3 ! m-1-n ' ’
Z aXZ
dir. (4.4.13) denkleminde
% m=t (4.4.15)
An =1 ms1, -
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olup, m>1 igin (4.4.13) deformasyon denkleminin ¢6ziimii

U, (X,t) = x,U, . (Xt)+hd” [Rm [ Gy (xt)]] (4.4.16)

seklindedir. (4.4.1) denklemi (4.4.4) baslangi¢ kosuluyla birlikte g6z 6niine alindiginda
(4.4.12) denkleminin ilk dort terimi olan Uy (X,t), U, (X,t), U, (X,t), U;(X,t),--- terimleri

—X

Up(x,0)=0.1e 7,
m =1ligin U, (X,t) = xU,(X,t)+h [Rl[ﬁo (xt)ﬂ

_hJe F“Uo (x,1) (%) 0%, (x,1) 4y (x1) U, (X,t)

ot” ox3 OX
ou, (x,t) &%u, (x,t
_3tha |: O;X ) 5)52 ) }'
e *ht®
) =————, 4417
u (%) 100aI [a] ( )
olarak, m=2igin u, (X,t) = z,u, (X,t) +hJ“[
a 1 a 1 1
=y, +hJ” [ Z Z Z }
0 0 = OX
s ef3X/2h2ta (808)(/2 +4ﬂ£3‘?:|-\//_7zét:{_j|j
0 (xt)= =, a (4.4.18)
100aT [a] 800al [a]

ve sonugta, M= 3igin Uy (X,t) = z,U, (X, t)+hJ [Rs [Uz (X,t)]],

U AU SIS du, &
=u,+hJ/ { Zuz zuz Z > 6x2 n }
n=0 n=0
e—3x/2h2ta (806X/2 +4al§?1\//_7z2-ta]J
—X o +
U (%) = e, Y\ gregrnze
100aF[a] 800aIl” [a]
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x (2*2ht*T[2a|[[1/ 2+ a|T[1+ 2a | [1+3a]+3e¥?(1+h)
x ol [a][3a] (397" +47“**5T[1/ 2+ ]| [1+ 22/]
x[1+3a|+117ht*a*4°T? [2a|T [3c | [1/ 2+ |
x(tT[1+2a]+ €T [1+ 3at]))

x(375a°T*[2a | [3a]T[1/ 2+ ][ [1+ 2] T [1+3a])

(4.4.19)

-1

elde edilir. Boylece Uy(X,t),u; (X,t),u,(X,t),us(x,t),-- terimleri (4.4.12) esitliginde
yerine yazilarak (4.4.1) kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin ilk dort

teriminden ibaret olan yaklasik ¢6ziimii asagidaki sekilde bulunur;
u(x,t):uo(x,t)+§:um (X, 1) =Ug (X, 1) +u (X, )+ Uy (X, 1) +Ug (X, B) 4+,
=1
39/7t”
e *ht” e *ht* 4°T[1/2+«a]
= + +
100aT [a]  100aT [«] 800aI [« ]

39./7t”
e *ht” 4T[1/2+a]

+100aF[a] ’ 800aI [« ]
x (252 ht*T[2a|T[1/ 2+ | [1+ 2a | [1+3a]+3e** (1+ h)
x ol [a]T[3a](30Vrt" +4°“e"*50[1/ 2+ a] )T [1+ 2] (4.4.20)
x[1+3a]+117ht*a*4°T? [2a|T [3a|T'[1/ 2+ a]
X (t”T [1+2a]+e"T[1+ 3a]))

e—3></2h2ta {806”2 +

e—3X/2h2ta [8oex/2 + J
+ 4—3—0: e—2xh2ta

x(375a°T[2a]T [3a]T[1/ 2+ a]T[1+2a]T [1+3a])

(4.4.1) kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin HAM ile elde edilen (4.4.20)
yaklasik ¢oztimiin iki boyutlu h grafigi, ti¢ ve iki boyutlu grafikleri, analitik ¢6ziim ile
sayisal ¢Oziim arasindaki hata miktarlari1 gdsteren tablo Mathematica programi

kullanilarak asagidaki sekilde olusturulmustur.
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ul x,t

u x,t

b: ¢=0.75
Sekil 4.4.1. Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin HAM ile elde edilen (4.4.20)
yaklagik ¢oziimiiniin t=Xx=1, —2<h<0.5 i¢in elde edilen iki boyutlu h grafigi
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uix, k)

[

i

| 11T
%HW

1.0

0

b: «=0.75
Sekil 4.4.2. Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin HAM ile elde edilen (4.4.20)
yaklasik ¢oziimiinin h=-1/120, 0<t <1, —6<X<6 igin elde edilen ii¢ boyutlu

gorunimi
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u x,t

aa=025

ul x, t

6 -4 2 0 2 4 6
b:a=0.75
Sekil 4.4.3. Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin HAM ile elde edilen (4.4.20)
yaklasik ¢oziimiiniin h=-1/120, t =1, —6 <X <6 icin elde edilen iki boyutlu
goriniimii
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Tablo 4.4.1. Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denkleminin HAM ile elde edilen
(4.4.20) yaklasik ¢oziimii ile GDDM ile elde edilen (4.4.3) analitik
¢oziimiiniin h=-1/120,t =0.25,—6 < x <6 i¢in elde edilen mutlak

hata tablosu

y a=0.25 a=0.75

U analitik Upiam U anaiitic ~ Unam U anaiitik Upiam U anaiitic ~Unam
-6 | 1.93171E-0 | 1.93494E-0 3.23160E-3 1.97028E-0 | 1.97083E-0 5.48300E-2
-3 | 4.31024E-1 | 4.44433E-1 1.33108E-2 4.39631E-1 | 4.46261E-1 6.63082E-3
0 | 9.61744E-2 | 9.98071E-2 3.63268E-3 9.80949E-2 | 9.99047E-2 1.80978E-3
3 | 2.14594E-2 | 2.23033E-2 8.43968E-4 2.18879E-2 | 2.23082E-2 4.20330E-4
6 | 4.78825E-3 | 4.97822E-3 1.89982E-4 4.88385E-3 | 4.97847E-3 9.46112E-5

4.5 Kesirli Genellestirilmis Fisher Denklemine MEKM’nun Uygulanmasi

Faiz teorisi lizerine ¢alismalar1 olan Irving Fisher’in kendi ismini verdigi Fisher
denklemi, Ekonomi’de ve Finansal Matematik’te enflasyona gore yiiksek faiz orami ile
diistik faiz orani arasindaki hareketlenmeyi tahmin ederken kullanilir.

Kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin analitik ¢dziimii MEKM

kullanilarak asagidaki sekilde elde edilir. Fisher denklemi, 0 < & <lolmak iizere

o 2
0 L‘@Ej’t) JU0Y) ) (1w (%)) =0, £ 0, (45.1)
olarak tanimlanir [55,99]. Diger yandan (4.5.1) denklemi i¢in (3.3.2) doniistimii
At”
t)= =kx—————
u(xt)=uln). 7 I'[1+«a]
olmak tizere
8u(x,t):6u(n)a_77:k8u(77) 452)
OX on oX on
o’u(x,t 0 o
Gu(et) o fauln))on _ . ouln) (45.3)
oX on\ on )ox on
ve o, fractal indeksi gostermek iizere [108]
o“u(x.t) _ au(n)aa_;;
ot “ on ot

bi¢iminde tanimlansin. Burada 6zel olarak o, =1seg¢ildiginde
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a“u:au(n){_ aa( At H
ot*  op | ot*(I'[l+a]
yl 8u(77){r1"[1+a] t}

F[1+a] on [1+a—a] (4.5.4)
ou(n
___ 4 [F [1+a]]
Il+a] 0
ou
)
on
bulunur. (3.3.2), (4.5.2), (4.5.3) ve (4.5.4) esitlikleri (4.5.1) kesirli mertebeden
genellestirilmis Fisher denkleminde yerine yazilirsa
au(ry) azu(n)
—k? —u 1-u” =0 455
elde edilir. Burada (4.5.5) lineer olmayan adi diferansiyel denklemi igin
1
u(n)=Vv”»(n), (4.5.6)
ve
1
um) =2V " V(). (45.7)
12p 1p
u"(ﬂ)Z%[—l_ﬁ’BV AVAERY/ f’V”J,
y , (4.5.8)
1- 1-
AV O VAV
B
doniigiimleri kullanilirsa
1-5 K2 1-28 51— 1 Y
il l il = -7
—iV VAR K( 'B)V N\ ) k V"—Vﬂ +V 7 =0, (4.5.9)
B ﬂ
2p-1
denklemi bulunur. Bu denklemin her iki yan1 V' # ile ¢arpilirsa, denklem
k?(1—
AW’ ( p) \A ) W” -V?+V?: =0, (4.5.10)

B B’
bi¢iminde ikinci mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denkleme doniisiir. (3.3.8)

denklemi ve balans prensibi geregince en yiiksek mertebeden tiirevli terim olan VV" i¢in
= (3, +aQ+a,0 +--+2,Q")(2a, +--+a N (N +1)Q"?)= Q" (45.11)
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ile en yiiksek dereceli terim olan V ®in kuvvetlerinin
V(e at a0 <0 @51

olmak tizere birbiri ile esitlenerek

3N=2N+2=N =2, (4.5.13)
bulunur. (4.5.13) esitligi (3.3.4) de yerine yazilirsa

v (7) =Jioaj ()9 (7) = a, (1) +a (1)Q(r)+ &, (1) (), (4.5.14)

elde edilir. (4.5.14) denkleminin 7 yoniinde birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri (3.3.7)

ve (3.3.8) denklemleri geregince

V, =Ina(-aQ+a0* - 23,0 +23,0°) (4.5.15)
ve

V. =(Ina)’ (a,Q-33,0° +2a,0° +4a,0° ~10a,0° +62,Q°), (4.5.16)
olarak bulunur. (4.5.14), (4.5.15) ve (4.5.16) denklemleri (4.5.10) denkleminde yerine
yazildiginda Mathematica programi kullanilarak a, (t), ai(t) ve a, (t) katsayilar

asagidaki sekilde bulunur;

Durum 1. Mathematica programi kullanilarak a,, a,, a,, k ve A katsayilar1 igin

elde edilen
B -B(4+B)
=la=-2a=Lks—F——ve l=—"—— "~ 4.5.17
AT T S alar2s - 2na(2+ ) #547)
degerleri (4.5.14) denkleminde yerine yazilirsa
V(r)=1-—2 4 1 (45.18)

11 aT (1$ aT )2 1

LX N B(4+p)t
InaJ4+24 2Ina(2+p)I'[1+«]

elde edilir. Bu denklemde ise 7=7F bi¢imindedir.

(4.5.17) katsayilara gore (4.5.1) kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin
MEKM ile elde edilen analitik ¢oziimii;
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™[

= 2 1
u (x,t)y=u(z)=V”*(r)=|1- + ,
1( ) (T) (T) 1¢ar (1$a1)2
_ 1 1
s o, B
CE ()| | (15a)
_ 1 1
B (—1$a7 (1:La’)+ /3_ _17a® B
| Gra) @we) ] |@se) @ray |
1
— A27 B — AT T 3
_| T =[ +a jﬁ{ a Jﬂ, (4.5.19)
(1¢ar) lxa’ lx¥a’
2
_Bx . A Vi
a+lna 2p 2Ina(2+p)1+a]
u (xt)= — P : (4.5.20)
l$ aJrIna 1+28 2Ina(2+p)[L+a]

dir. Kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin MEKM kullanilarak elde
edilen (4.5.20) analitik ¢oziimii igin ti¢ ve iki boyutlu grafikleri ile sayisal veri tablosu

Mathematica programi kullanilarak asagidaki sekilde olusturulmustur.

1.0
a: =025 =1 a=0.1
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0.1,

Sekil 4.5.1. Kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin MEKM ile elde edilen (4.5.20)

0.75 B=1a

b: a=

analitik ¢6ziimiiniin 0 <t <1 ve —6 < X <6 igin elde edilen ii¢ boyutlu goriiniimii

u Xt

10

08+

0.6+

04+

02}

0.0

a o

- 02+

0.25 p=1 a=t=0.1h=-06
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uix,t
1.0 —

0.8+

0.6

04+

02+

0.0 X

- 025 : : : : :
-6 -4 -2 0 2 4 6
b: «=0.75, f=1 a=t=0.1 h=-06
Sekil 4.5.2. Kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin MEKM ile elde edilen (4.5.20)

analitik ¢6ziimiiniin —6 < X <6 i¢in elde edilen iki boyutlu goriiniimii

Durum 2. Mathematica programi kullanilarak a,, a, a,, k ve A katsayilari i¢in elde

edilen
___ B B(4+5)
=a,=0,a,=Lk=F—F——Vve A=——~—, 45.21
oA T S nafar2s " 2ina(z+ ) 4521
degerleri (4.5.14) denkleminde yerine yazilirsa
V(r)=— (45.22)
i7a)

BX B B(4+p)t*
InaJ4+24 2Ina(2+p)T'[1+a]

bulunur. Burada 7 =7F dir. (4.5.21) denklemindeki

katsayilara gore (4.5.1) kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin MEKM ile

elde edilen analitik ¢6ztimleri;

x|




B

1
U, (x,t) = — , (4.5.23)
1+a Ina.j4+2ﬂ 2Ina(2+p)i+a]
2
V]
1
u3 (X7t) = _ ﬁX ﬁ(4+ﬁ)ta 1 (4.5.24)
1_ g Mayazp 2mna(zep)va]
dir. Simetrik Fibonacci tanjant fonksiyonu
tan Fs(x) = ﬁ (4.5.25)
ve simetrik Fibonacci cotanjant fonksiyonu
cot Fs(x)= & 8 (4.5.26)

a*—a
olmak tizere (4.5.23) ve (4.5.24) analitik ¢oziimlerinin Fibonacci tanjant ve cotanjant

fonksiyon tiiriinden ifadeleri ise;
2

u,(x,t)= [———tan Fs(kx At° )}ﬁ (4.5.27)

ve

U, (x,t) = [———coth(kx Ate )]ﬂ (4.5.28)

bi¢ciminde ifade edilebilirdir. Burada k; = iL ve 4 =7 p(4+5)
2Inaf4+2p 4(2+pB)T[1-«]

Kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin MEKM ile elde edilen

dir.

(4.5.27) ve (4.5.28) denklemleri ile gosterilen analitik ¢oztimleri igin {i¢ ve iki boyutlu
grafikleri ile sayisal veri tablosu Mathematica programi kullanilarak asagidaki bigimde

olusturulmustur;
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b: ¢=0.75, f=0.85 a=0.1,
Sekil 4.5.3. Kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin MEKM ile elde edilen (4.5.27)

analitik ¢oziimiiniin 0 <t <1 ve —25<Xx<25 igin elde edilen ii¢ boyutlu goriiniimii
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Sekil 4.5.4. Kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin MEKM ile elde edilen (4.5.27)
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b: «=0.75 f=0.85 a=0.1t=0.25,

analitik ¢6ziimiiniin —20 < X < 20 i¢in elde edilen iki boyutlu gériiniimii
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a: a=0.25 £=0.35 a=0.1

b: @=0.75, #=0.85 a=0.

Sekil 4.5.5. Kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin (4.5.28) analitik ¢6ziimiiniin

0<t<1 ve -30<x<0ig¢in elde edilen ii¢ boyutlu goriiniimii

80



15+

lO:
I K ]
5F K 1
ol T - | R | ]
- 30 - 25 - 20 15 10 5 0
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- 30 - 25 - 20 15 - 10 - b 0
b: =075, f=0.85, a=0.1 t=0.25,

Sekil 4.5.6. Kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin (4.5.28) analitik ¢6ziimiiniin

—30 < x <0 igin elde edilen iki boyutlu gériiniimii

Om Prakash Singh, kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin analitik

¢Oziimiinii elde etmistir [99]. Bu ¢alismada, MEKM kullanilarak elde edilen (4.3.17) ve
(4.3.28) ¢oziimleri Fibonacci tanjant ve Fibonacci kotanjant fonksiyon tiiriinden yeni

analitik ¢6ziimler olarak bulunmustur.
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4.6 Kesirli Genellestirilmis Fisher Denklemine HAM’nun Uygulanmasi

Kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin sayisal ¢6ziimii i¢in HAM
kullanilarak asagidaki sekilde elde edilir. Fisher denklemi, 0 < «a <1 olmak iizere
d“u(xt) du(xt)
ot” ox’
olarak tanimlanir [55,99]. (4.6.1) kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin

—u(xt)(1-u”(x,t))=0,t>0, (4.6.1)

MEKM ile elde edilen bir analitik ¢dziimii daha 6nceden

2
N ) S
Ina\f4+25 2Ina(2+p)l+a]

u(x,t)= a : (4.6.2)

1Fxa

- px__, B(4+p)t*
Ina\f4+28 2Ina(2+p)I[l+a]

biciminde bulunmus olup, eger bu denklem a=0.1 ve £ =1 i¢in yeniden diizenlenirse

o"u(x,t) B o%u(x,t)

pes v —u(xt)+u®(x,t)=0, (4.6.3)
ve
« 2
1O|n(o.1)% 6In(0.51t)1"[1+a]
u(xt)= — = : (4.6.4)

1+1O|n(0.1)% 6In(0.1)I1+c]

oldugu goriilir. Burada (4.6.3) denklemi igin baslangi¢ kosulu
-2X —X -2
u(x,0)=10"C1" [1+1o'”<°1>% J (4.6.5)

ele alinir ve (4.6.3) denklemine HAM’u uygulanirsa, burada L lineer operatorii
L[ ®(x.t;p) |=D7 [ ®(xt; p)],
bi¢ciminde ve N lineer olmayan operatoriide asagidaki sekilde tanimlanabilirdir;

@ (x,t;p) OD(xt;p)
ot” ox?

N[@(xt;p)]= —®(x,t;p)+D*(X,t; p). (4.6.6)

Burada Homotopi analiz teorisi geregince sifirinct mertebeden deformasyon denklemi
(1-p)L[@(xt; p)—U, (x,t) | = phN[D(x,t; p)]. (4.6.7)
bi¢iminde olusturulur. (4.6.7) denkleminde p =0 alindiginda
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D (x,t;0)=u, (x,t)=u(x,0) (4.6.8)
ve p =1oldugunda

@(xt;1)=u(xt), (4.6.9)
elde edilir. Buradan p, 0°’dan 1’c degistikge, ®(X,t; p) ¢dziim fonksiyonuda ug (X,t)
baslangi¢ kosulundan u (X,t) analitik ¢oziimiine deforme olmaktadir. Diger yandan

CD(X,t; p) ¢oziim fonksiyonu Taylor serisine agilirsa;

D(x,t; p):uo(x,t)+ium(x,t) p" (4.6.10)
m=1
yazilir. Burada
u, (x,t) ZLM (4.6.11)
m! op oo

dir. Liao tarafindan da ifade edildigi gibi, baslangi¢ kosulu ve hyardimei parametresi

dogru olarak segilirse (4.6.10) serisi p =1 noktasinda yakinsar ve bu lineer olmayan

diferansiyel denklemin ¢oziimlerinden birisini verir. Bu ¢dziim
u(x,t)=u,(X,t)+> u,(xt). (4.6.12)
m=1

bigiminde yazabilirdir. (4.6.7) denklemi p parametresi yoniinde m kez diferansiyellenirse,

asagidaki m dereceli deformasyon denklemi elde edilir;

LUy, (%)= ZolUps (%, 1) ] =hR [, (X,1) ], (4.6.13)
Burada
a 2 m-1
Ry [ U (X1) ] = 4 u”gélfx't) 9 uma_lgx,t) —Up, (X )+ D U (X H)u, (Xt). (4.6.14)
X n=0
ve
0, m<1],
Xn = {1 ot (4.6.15)
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seklindedir. Boylece m >1i¢in (4.6.13) m dereceli deformasyon denkleminin ¢6ziimii

U, (X,t) = U, (Xt)+hd” [Rm [Umfl(x,t)]], (4.6.16)
dir. (4.6.3) denklemi (4.6.5) baslangi¢c kosuluyla birlikte g6z Oniine alindiginda (4.6.12)
denkleminin ilk dort terimi olan uO(X,t), ul(X,t), uz(x,t), u3(X,t),~- asagidaki sekilde

elde edilir;

-2X -X 2
Uy (x,0) =10"C1 {1+10'"(°'1)’/g ] iken

m=1i¢in u, (X,t)= U, (X,t)+hJ¢ [Rl[ﬁo (xt)ﬂ

=hJ/ Fauo (x8) U (x1) —u, (x,t)+nzoc;u0 (x,t)ug (x,t) |,

ot” ox?

u, (xt)= —%t[aa]ex 218 (1+ eX/¥® )73 (4.6.17)

olarak bulunur.

m=2igin U, (X’t) = Zzul(x’t)—i_ h¢ I:Rz I:Ul(x’t):l]

ou (xt) Sy (x, ) L
=hJ” L 4.6.18
e e 4619
a _ 21
Uz(X,t)=——32{1t[a]ex 213 (1+ex’ﬁ) i oht

180(F[0(]4‘“F[1/ 2+a]

S (1+e”¢’§)74 (5t“JZ(—2+cosh(x/JE)+sinh(x/J§))) (4.6.19)
30al [o|h?t” e .
+18a1?[a[]al“][1+a] 2"”(1+e”¢7§) (l+cosh(x/«/§)+smh(x/%))
elde edilir ve son olarak
m=3igin U, (X,t)= xU, (X t)+hd; [Rs[u (x,t) ]]

a 2 2
:h\]t{a u;t(ax,t)_a u;)EZX ) (xt +Zu2 X, t)u, (x,t } (4.6.20)
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5hta i x/ﬁ 3 5h24—1—ataex 2/3
u,(Xx,t)=———e 1+e
=" [1e) 216 et (o] [3a]T L/ 2+ a]T L+ 34]

x(1+ ) (5(20- 677 + 577 15¢°5 ) 4¢ )zt 0" [a]
xT[3a|T[1/ 2+¢] +(5exﬁ 24T [1) 2+ ] -3(1+"C )2 \/;aF[Ba]) (4.6.21)

Sh?4"e"?*KI'[1+3¢]
X H
270*\aT[a]T[3]T[L/ 2+ @] [1+3a]

oldugu goriiliir. Burada K = 5(—2+ex’*/6_)(1+ 2h)\/zt" +3(1+ ex“/g)Zl*z“ (1+h)T[1/2+a]

dur. Elde edilen uy(x,t),u; (X,t),u, (X,t),us(X,t), -~ terimleri (4.6.12) esitliginde yerine

yazilarak (4.6.3) kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin ilk dort terimli

yaklasik ¢coziimii;

o0

U(X,t) =g (X,t)+ D Uy (X, 1) =t (%,t)+U (X, 1)+, (X,t)+Uy (X, )+,

m=1

—2X —X -2
:10'“(0'21)% 1+10In(0.1)«/€_3 _ 5ht” RRAE (1+ex/,j§)f3 B 5ht*
3al[a] 3al[a]

5h’t*
18aF[a]4"“F [1/ 2+ a]

x g V2/3 (5t“\/;(—2+COSh(X/‘/E)JrSinh(X/\/g)))

-3
w @273 (1+ex/%) _

X(1+exu/§)74 n 18321?[1;[]0;][:?;] (1+ cosh (x/%)+sinh (x/%))

xex‘/ZI_S (1+eX/"/6_)_4 N 5h24flfataex 213
27a*zT[a]T[3a]T[1/ 2+ a]T[1+ 3]

5ht* x~[273 x/\J6 - xIJ6 -3 2a 2
_30(1“—[61]6 (1+e ) x(1+e ) h\/;t ar[a]

x(5(20~ 6" + 56" ~15¢"% )4 T [3]T[1/ 2+ o]

(4.6.22)

+(5exﬁ 24 ht* T [L/ 2+ @] -3(L+e"® )2 \/;ar[sa]j

Sh247 e ?*K ' [1+ 3a ]
X ’
27052\/;F[05]F[3a]1“[1/ 2+ a]F[1+ 3a]
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bi¢iminde bulunur. (4.6.3) kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin HAM ile
elde edilen (4.6.22) yaklasik ¢oziimiiniin iki boyutlu h grafigi, ti¢ ve iki boyutlu grafikleri,
analitik ¢ozliim ile sayisal ¢oziim arasindaki hata miktarin1 gdsteren tablo Mathematica
programi kullanilarak asagidaki sekilde olusturulmustur;

ul Xt
1.0 —

0.8

0.6

04

0.2+

0.0 h

- 02bL ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
25 .20 -15 -10 -05 00 0.5

aa=0.25

ul Xt
0.8

0.6

04+

02+

0.0 h

. 2.5 - é.O - i.5 - i.O . 6.5 0.0 O.‘5
b: a=0.75
Sekil 4.6.1. Kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin HAM ile elde edilen (4.6.22)
yaklasik ¢oziimiiniin t =0.1, x=1, —2.5<h <0.5i¢in edilen iki boyutlu h grafigi
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b: =0.75
Sekil 4.6.2. Kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin HAM ile elde edilen (4.6.22)

yaklasik ¢oziimiiniin h=-6/10, —6<x<6, 0<t<1 i¢in elde edilen ii¢ boyutlu
goriniimii
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ul X,t

1.0

0.8+

06

04}

021

-02*=

aa=0.25

ul Xt
1.0

0.8+

0.6+

04

0.2

0.0 X

02 4 2 0 2 4 6
b:a=0.75
Sekil 4.6.3. Kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin HAM ile elde edilen (4.6.22)
yaklasik ¢oziimiiniin t =0.1, h=—-6/10, —6 < X <6 igin elde edilen iki boyutlu

gorunimi
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Tablo 4.6.1. Kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denkleminin HAM ile elde edilen
(4.6.22) yaklasik ¢oziimii ile MEKM ile elde edilen (4.6.4) analitik ¢oziimiiniin
t=0.25 h=-6/10, —6 < x <6 ic¢in elde edilen mutlak hata tablosu

a=0.25 a=0.75

U pnalitik Upiam Upnatitik — Unam U pnalitik Upiam Upnatitik — Unam

-6 | 2.01429E-2 | 2.02130E-2 7.01130E-5 1.13035E-2 | 1.07453E-2 5.58161E-4

-3 | 1.29719E-1 | 1.31765E-1 2.04562E-3 8.30558E-2 | 8.01628E-2 2.89306E-3

0 | 4.31693E-1 | 4.31171E-1 5.21680E-4 3.35778E-1 | 3.30102E-1 5.67671E-3

3 | 7.51720E-1 | 7.38888E-1 1.28325E-2 6.79366E-1 | 6.74957E-1 4.40854E-3

6 | 9.15611E-1 | 9.06579E-1 9.03165E-3 8.85549E-1 | 8.83564E-1 1.98542E-3

4.7 Zaman-Kesirli Genellestirilmis Burgers Denklemine MEDDM’nin
Uygulanmasi

Trafik akisinin ve gaz dinamiginin modellenmesinde kullanilan Burgers denklemi
ismini Johannes Martinus Burgers’dan alir.

Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin analitik ¢oziimii MEDDM
kullanilarak asagidaki sekilde elde edilir. Zaman-kesirli genellestrilmis Burgers
denkleminin genel hali 0 <« <1 olmak iizere

‘ B—Uxx—ﬂupuﬁO, p>0, (4.7.1)
ot
olarak tanimlanir [56,101]. Burada g ve P keyfi sabitlerdir. Bu denkleme (3.4.2) ile
ifade edilen
At
u(xt)=u(n), n=kx-
(xt)=uln). m=ke

doniistimii uygulanirsa

ou(xt) _ Gu(n)a_n: y ou(n)

(4.7.2)
ox on  ox on
0%u(x,t 0 o
u(>2< )_\ 0 [2u(n)on _,. U(277) (4.7.3)
ox on\ on )ox on
elde edilir.
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Burada o, fractal indeksi gostermek tizere [108]

o“u(x,t) Y ou 77)8“_77

ot “on ot
dir. Ozel olarak o, =1segildiginde

U _ 6U(77) o[ Mt
ot ot T[i+a]

. au(n)| T[l+ca] o
- 1+a on F1+a a] ’

(4.7.4)
(77
=- 1+a [F [1+«] ]
_ ou (77 ’
on
bulunur. (3.4.2), (4.7.2), (4.7.3) ve (4.7.4) doniistimleri (4.7.1) Zaman-kesirli
genellestirilmis Burgers denkleminde yerine yazilirsa
—AU'(n)—Kku"(n)— Bku® (n)u’(n) =0, (4.7.5)
elde edilir. Bu denklemde
u()=v®(n) (4.7.6)
ve
1 p
W) =v " V(). (4.7.7)
=P p
u(n) =Py (v vy, (4.7.8)
P p
tiirevleri yerine yazilarak
Ap(p+1)v—k?(p+1)v' - pkv? =0, (4.7.9)

denklemi bulunur. Balans prensibini (4.7.9) lineer olmayan adi diferansiyel denkleminde
uygulamak i¢in (3.4.4) ve (3.4.5) esitlikleri goz Oniine alinir ve buradaki en yiiksek
mertebeden tiirevli terim olan V' ’niin
v xy™! (4.7.10)
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bicimindeki ifadesi ile en yiiksek dereceli terim olan v? in kuvvetleri esitlenirse
n—1=2=n=I1+2, (4.7.11)
oldugu goriilir. (4.7.11) denkleminde bulunan n ve | ’nin farkli degerleri (3.4.4) ve (3.4.5)
denklemlerinde yerine yazilarak (4.7.1) denkleminin birbirinden farkl: analitik ¢6ziimleri
asagidaki gibi elde edilir;
Durum1. 1=0 ve n=2 degerleri (3.4.4) ve (3.4.5) ifadesinde yazilirsa,
b, #0, a, # 0 olmak tizere

, g tav+a’
b,

v (4.7.12)

olarak bulunur. (4.7.12) esitligi (4.7.9) denkleminde yerine yazilirsa cebirsel denklem

sistemi elde edilir. Cebirsel denklem sisteminde bulunan a,, a, a,, b, ve A katsayilari

Mathematica programi kullanilarak

pAb, k’a,
a,=0 a=a, a,=— , by=b, A=— 4713
2 k+kpt 0 pb, ( )

bigiminde elde edilir. (4.7.13) katsayilar1 (3.4.8) denkleminde yerine yazilirsa

k(1+p) 1
(gt ) =~ 5 jvz+aivdv, (4.7.14)

a,

bulunur. Bu denklemdeki integrali bulmak i¢in Mathematica programi kullanilirsa

£ p) =, o=t (4.7.15)
1

A=l o #a, (4.7.16)
o —a, V—az‘

i(ﬂ_ﬂo):
oldugu goriiliir. Burada A, = —k(l—;p) olup, «, ve a, ise
P

vy —o (4.7.17)
a2

polinomunun kdkleridir.
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Boylece (4.7.1) Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin MEDDM uygulanarak

elde edilen analitik ¢ozlimleri;

_ 1
P
u(x,t)=| o, + A , (4.7.18)
K kst
pb,['[1+ ] °
_ 1
P
u(xt)=| o+ A % , (4.7.19)
(al—azj ko t”
exp KXt ——————13, | |-1
A ph,I'[1+ ]

olarak elde edilir. Basitlik acisindan (4.7.18) ve (4.7.19) denklemlerinde 7, =0 alinirsa

(4.7.13) denklemindeki katsayilara gore (4.7.1) Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers
denkleminin rasyonel analitik ¢6ziimleri;
_ 1

B p
u(x,t)=| o +—= a} (4.7.20)
X—=At
I o
u(x,t): a * o —a,

~exp| By (x—A4t4)|-1|
k

(4.7.21)

(0‘1_“2) _ ke
A %= pb,C[1+ ]

Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin MEDDM kullanilarak elde

olarak bulunur. Burada B, = % B, = dir.

edilen (4.7.21) analitik ¢6ziimii i¢in {i¢ ve iki boyutlu grafikleri ile sayisal veri tablosu

Mathematica programi kullanilarak asagidaki sekilde olusturulmustur;
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ux i

b: «=0.75
Sekil 4.7.1. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin MEDDM ile elde edilen (4.7.21)
analitik ¢6ziimiiniin by =a, =0.1, a, =0.01, p= =1 4, =0.110326, B, =0.45,
0<t<1 ve —-10<x<10 igin elde edilen ii¢ boyutlu goriiniimii
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20 —

10|

1ol ]

.207‘ L L I I | I L L L I I I I | I I | L \7

a a=0.25

u Xt

20

10

.207‘ L L L L L I I I L I I I I I | | . . \7
- 10 -5 0 5 10

b:a=0.75
Sekil 4.7.2. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin MEDDM ile elde edilen (4.7.21)
analitik ¢oziimiiniin by =a, =0.1, a, =0.01, p= =1 A, =0.110326,B, =0.45,

t=0.45 ve —10<x <10 i¢in elde edilen iki boyutlu gériiniimii
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Durum 2. |=1ve n=3 degerleri (3.4.4) denkleminde yerine yazilirsa,

b, #0, a, #0 olmak iizere

2 3
V,:a0+a1v+a2v +av , (4.7.22)
b, +bv

bulunur. (4.7.22) esitligi (4.7.9) denkleminde yerine yazilirsa cebirsel denklem sistemi

elde edilir. Cebirsel denklem sisteminde bulunan a,, a,, a,, a,, b,, b, ve A katsayilarini

bulmak i¢in Mathematica programi kullanilirsa

pAb, (k(1+ p)a, + pAby)

= O) = ’ a, =a ’ = ’
8 & =a, 8=a,8 k2(1+p)2a1
(4.7.23)
o =b. b =_bo(k(1+ p)a, + pAb,) ,1=_k231
oY k(1+p)a, ’ pb, '
bigiminde oldugu goriiliir. Burada (4.7.23) katsayilar1 (3.4.8) denkleminde yerine yazilirsa
vil
k(1
(- ) - D) 5, (4.7.24)
Y AV LR
8 8

bulunur. Bu denklemdeki integrali bulmak i¢in Mathematica programi uygulanirsa

A, (b +2bv—ba,)

(e )= - 7.2
+(p— ) 20, (v al) , o =a, =0y, (4.7.25)
N A +ha,) Iv-a, _ A (b, +ber)
Hu=th)= b, (o, —a,) | b (v-) (o) (4.7.26)
o # A, o, =a,,
— )= A | |(V_0‘1)M (V_as)N
Hu= ) b, (e, — e, ) (r, — ety ) (e, — 1) n‘ (v-a,)’ ’ (4.7.27)
o, #a, # s,
. k(1+ p)
elde edilir. Burada A, Ry M =(a, —a;) (b, +ber), N =(e, —ax, ) (b, +bier;),
olup, «, o, ve a;;
Y RV R | (4.7.28)

8 4 &

polinomunun kdkleridir.
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Diger yandan, (4.7.25) denklemi (4.7.6) denkleminde yerine yazilirsa (4.7.1) Zaman-
kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin MEDDM kullanilarak elde edilen analitik
¢Ozumii;

b, (20, (kx+ Gt — 10 ) - A ) (2 (ke + Ct* —7,)) %

u(xt)= Y | (4.7.29)
+((A,) ~2Ab, (by +biey ) (loc+ Cit =13, ) ) (2, (kx+ Ct* =17,

2

_Ka dir. Basitlik agisindan (4.7.29) denkleminde 7, =0

eklindedir. Burada C, =
? TR

yazilirsa, (4.7.23) denklemindeki katsayilara gore (4.7.1) Zaman-kesirli genellestirilmis

Burgers denkleminin analitik ¢6ziimii;

o

2ar, (kx+Ct7 )= A, )(2b, (kx+Ct«))
B (20 (oG- )20 o ) . (47.30)

+((AB)" 228, (b, +blal)(kx+Clt“))% (20, (ke+Cit))

bi¢iminde elde edilir. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin MEDDM ile

u(xt)=

-1

elde edilen (4.7.30) analitik ¢oziimii i¢in {i¢ ve iki boyutlu grafikleri ile sayisal veri tablosu

Mathematica programi kullanilarak asagidaki sekilde olusturulmustur.
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b: «=0.75
Sekil 4.7.3. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin MEDDM ile elde edilen (4.7.30)
analitik ¢6ziimiiniin f=0.75, 8, = p=b,=b =k =1 0<t<5, -5<x<1

icin elde edilen {i¢ boyutlu goriiniimi
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Sekil 4.7.4. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin MEDDM ile elde edilen (4.7.30)
analitik ¢6ziimiinin f=0.75, a, = p=b,=b =k=1 t=05-5<x<1

icin elde edilen iki boyutlu goériiniimii

Bakkyaraj ve Sahadevan, zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denklemini lineer
olmayan adi diferansiyel denkleme doniistiirerek matematiksel analizini yapmstir [101]. Bu
calismada, MEDDM kullanilarak elde edilen (4.7.21) denklemi ile gosterilen iistel ¢ozimii

ve (4.3.30) bi¢imindeki rasyonel ¢6ziimii yeni ¢oziimler olarak literatiire sunulmustur.

4.8 Zaman-Kesirli Genellestirilmis Burgers Denklemine HAM’nun
Uygulanmasi
Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin sayisal ¢6ziimiit HAM
kullanilarak asagidaki sekilde elde edilmistir:
Zaman-Kkesirli genellestirilmis Burgers denkleminin genel yapisi, 0 < <1 olmak
uzere
o“u(x,t)
ot
olarak tanimlanir. Burada £ ve p reel sabitlerdir. (4.8.1) Burgers denkleminin MEDDM

—U, (x,t)—BuP (x,t)u,(x,t)=0,p>0,t >0, (4.8.1)

kullanilarak elde edilen analitik ¢6zlimii daha 6nceden
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o

o~

u(x,t)=|o = (4.8.2)
exp[Bl(x—ﬂit“)]—l
k(1 K(c, —
biciminde olup K, p, B, o, # a,,b, sabitler olmak tizere A =— (L+ p)’ B = —(051 @) ,
ps A
A= i katsayilar1 bilindiginden bu degerler (4.8.1) Burgers denkleminde
pbOF[1+ a]
p = =1 i¢in yeniden diizenlenirse
o“u(x,t
—uafi( )—UXX(X,t)—u(x,t)ux(x,t)=0, (4.8.3)

elde edilir. Boylece (4.8.2) ile gosterilen analitik ¢dziimii k =0.1, p=£=1 b,=¢,=0.1,
a,=0.01, B, =0.045, 4, =0.110326, i¢in yeniden diizenlenirse;

u(xt)=0.1+ 0.09 : (4.8.4)
[0.045x_;taj
l+e 10r[L+a]
bulunur. (4.8.4) ¢6ziimiine gore (4.8.3) denkleminin baslangi¢ kosulu
0.09
u(x,0)=0.1+ L (4.8.5)

olarak tanimlanir ve (4.8.3) denklemine HAM’u uygulanirsa, burada. Burada L lineer
operator

L[@(xt; p)]=Df[@(x.tp)],

ve N ’ de lineer olmayan operatdr olmak tizere

N[ (xt p)] = a"‘@étxa,t; p) ézdbg((;t; P) (.t p)w_ (4.8.6)
Homotopi analiz teorisi geregince sifirme1 mertebeden deformasyon bigiminde
yazilabilirdir.

(1-p) L[cD(x,t; p)—U, (x,t)] = phN [cD(x,t; p)] (4.8.7)
Bigiminde olulturulur. Burada p =0 alinirsa

@ (x,t;0)=u,(x,t)=u(x,0), (4.8.8)

ve p =1loldugunda da
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@(x,t;1)=u(x,t) (4.8.9)
elde edilir. Burada p; 0°’dan 1’e degistikge, @ (X,t; p) ¢oziim fonksiyonu U, (X,t)

baslangi¢ kosulundan u (X, t) analitik ¢oziimiine deforme olmaktadir. Eger @ ( X, t; p)

¢Ozlim fonksiyonunu Taylor serisine agilirsa;
D(x,t; p)=u0(x,t)+i“um(x,t)pm (4.8.10)
m=1

bulunur. Burada

u, (x.) :%% (4.8.11)

p=0
dir. Liao tarafindan da vurgulandigi gibi, baslangi¢ kosulu ve h yardimci parametresi
dogru olarak segilirse (4.8.10) serisi p =1 noktasina yakinsar ve bu lineer olmayan

diferansiyel denklemin ¢oziimlerinden birisini verir. Bu ¢dziim

u(x,t):uo(x,t)+ium(x,t). (4.8.12)

bigiminde yazilabilirdir. Eger (4.8.7) denklemi p parametresi yoniinde m kez

diferansiyellenirse,

LUy, (%)= 2oy (%) ]=hR [, (X,1) ], (4.8.13)

seklinde m dereceli deformasyon denklemi elde edilir. Burada
. U, (X)) Q%u,,(xt) o4 Uy (X,1)

R 1) = —22 -0t —~ ) —rtn 4.8.14

m I:um—l(x ):I ata 6X2 nZ:O:un (X ) ax ( )

ve

_ 0 m=l (4.8.15)
An =11 m>1 O

dir. Boylece m>1ligin (4.8.13) m dereceli deformasyon denkleminin ¢6ziimii

Uy (X, ) = Znlns (X,1) +03 [Rm [T, (xt)ﬂ (4.8.16)
olarak elde edilir. Diger yandan (4.8.3) denklemi (4.8.5) baslangi¢c kosuluyla birlikte goz
Oniine alinirsa (4.8.12) denkleminin ilk ii¢ terimi olan UO(X,t), ul(x,t), u2(x,t),---

asagidaki sekilde elde edilir;
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Uy(x,0)=0.1+

m=1icin u, (x,t)= xU, (x,t)+hJ¢ [Rl[u (x,t) ﬂ

o“u, (x,t) &° U 0 ou, ( X,t
:th{ (;t(”‘ )_ nZuo (x,t) Oa(x )
891ht” 9x
t)=——— Csch?| — |, 4.8.17
4 (x.1) 16x10°al [] >¢ [4ooj ( )

bulunur. Benzer sekilde

m=2igin u, (x,t) = z,u, (x,t)+hd7[R, [0, (x,t)]],

SR ORI T

ot” - OX

u (Xt):ﬂ sc 2(9xj+ 891x 4" ™™ Pn?t”
2 16x10%r [« 400 ) 976562501 [a|T'[1/ 2+ ]

x(-1+e20) " (99t“\/ZCoth (%}rezsxfwr[u 2+ a]j, (4.8.18)

elde edilir. Sonugta, bulunan U, (x,t),ul(x,t),uz (X,t),--- terimleri (4.8.12) esitliginde

yerine yazilarak (4.8.3) Burgers denkleminin ilk ii¢ teriminden ibaret olan yaklasik ¢ozimii

u(x,t (xt +ium X t)=Ug (X,t)+u, (X, t)+u, (X )+

m=.

0.09 891ht* 9x
=0.1+ o0sx T 6 seh | —
—1+e” 16x10 ar[a] 400
891ht* 2 9X 891x 4™ *h’t”
+U,(Xt)=————-—Csch +
16x10 aF[a] 400 9765625aF[a]F[1/2+a]

x(~1+€%7%% )‘2 (99t“ﬁCoth (%)+625x43+“r[1/ 2+a]j

(4.8.19)

bi¢iminde oldugu goriilir. (4.8.3) zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin
HAM kullanilarak elde edilen (4.8.19) denklemi ile gosterilen yaklasik ¢oziimiiniin iki
boyutlu h grafigi, tic ve iki boyutlu grafikleri, analitik ¢oziim ile sayisal ¢oziimiin
arasindaki hata miktarlarini gosteren tablo Mathematica programi kullanilarak asagidaki
sekilde olusturulmustur:
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u Xt

1.0~
057
0.0 h
- 0.5+
1.0 ‘ ‘
-2 1 0 1 2
aa=025
uxt
1.0~
0.5¢
0.0 h
- 057
- 1.0b ‘ ‘ ‘
-2 -1 0 1 2

b: «=0.75
Sekil 4.8.1. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin HAM ile elde edilen (4.8.19)
yaklagik ¢oziimiiniin t =0.45,x = -2, —2 <h < 2i¢in elde edilen iki boyutlu h grafigi
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(ITERY

b: a=0.75
Sekil 4.8.2. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin HAM ile elde edilen (4.8.19)

yaklasik ¢oziimiinin —10 < X <10, 0 <t <1igin elde edilen ii¢ boyutlu goriiniimii

103



ul x,t

20
10 ]
07 X
10f i
. 207‘ I I I I | I I I | L L L | I | . | | \7
- 10 -5 0 5 10
aa=025
ul Xt
20 :
10 i
07 X
. 107 |
. 207‘ L I L L 1 I L L L L L L | | L L 1 L L
- 10 -5 0 5 10

b:a=0.75
Sekil 4.8.3. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin HAM ile elde edilen (4.8.19)
yaklagik ¢oziimiiniin t=0.45, h=-1/120, —10 < x <10, igin Mathematica

programi kullanilarak elde edilen iki boyutlu gortiiniimii
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Tablo 4.8.1. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin HAM ile elde edilen (4.8.19)

yaklagik ¢oziimii ile MEDDM ile elde edilen (4.8.4) analitik ¢6ziimiiniin
t=0.25 h=-1/120, —8<x <12 i¢in elde edilen mutlak hata tablosu

y a=0.25 a=0.75

U anaiitik Upiam U anaiitic ~ Unam U analitik Upiam U anaiitic ~ Unam
-8 | -1.95305E-1 | -1.97716E-1 2.41020E-3 -1.96510E-1 | -1.97705E-1 | 1.19435E-3
-4 | -4.36810E-1 | -4.46438E-1 9.62750E-3 -4.41599E-1 | -4.46393E-1 | 4.79362E-3
4 | 5.66268E-1 | 5.56226E-1 1.00080E-2 5.61191E-1 | 5.56305E-1 4.88612E-3
8 3.10129E-1 | 3.07672E-1 2.45774E-3 3.08889E-1 | 3.07683E-1 1.20591E-3
12 | 2.26761E-1 | 2.25687E-1 1.07429E-3 2.26220E-1 | 2.25692E-1 5.27972E-4
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5. SONUC
Kesirli Adams-Bashforth-Moulton metodu kullanilarak kesirli mertebeden lineer ve
lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri elde edilmistir. Elde edilen

bu ¢dzlimlerin sayisal verileri 15181 altinda L, ayrik normu ve L, maximum nodal normu
kullanilarak L,hata miktarlar1 toplami ve L maximum hata miktari sonuglarina gore

Kesirli Adams-Bashforth-Moulton metodu kararli bir sekilde analitik ¢ozliime yakinsayan

say1sal ¢oziimler verdigi gézlemlenmistir. L, ve L_hata miktarlarinin azalmasi i¢in sayisal

¢Oziimde bulunan iterasyon sayisi (n=300) arttirlldiginda analitik ¢6zlime oldukca yakin
sayisal degerler elde edilebildigi goriilmiistiir.

Kesirli mertebeden Rosenau-Hyman denklemine Genisletilmis Deneme Denklem
metodu, Kesirli mertebeden genellestirilmis Fisher denklemine Modifiye Edilmis
Kudryashov metodu, zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denklemine Modifiye Edilmis
Deneme Denklem metodu uygulanarak bu denklemlerin analitik ¢éziimleri bulunmustur.
Daha sonra, bu denklemlerin her birisine Homotopi analiz metodu uygulanarak sayisal
¢ozlimler elde edilmistir. Bulunan bu ¢oziimler dikkate alinarak Mathematica 9 programi
yardimiyla hata miktarlarim1 gosteren tablolar ile iki ve {i¢ boyutlu grafiklerle
gosterilmistir.

Ayrica, Homotopi analiz metodu kullanilarak elde edilen seri ¢o6ziimlerin
yakinsakligi, ¢oztimlerde bulunan h parametresine bagl oldugu igin h parametresinin
grafigi ¢izilerek ¢oziimiin yakinsakligina gore h parametresinin degeri belirlenmistir.

Buna ilaveten, elde edilen grafikler ve sayisal veriler g6z oniine alindiginda, «
parametresi o =0’dan a=1’e degisirken, ¢oziim fonksiyonunun iki ve i¢ boyutlu
grafikleri ve bunlara iliskin sayisal veri tablolarindaki degisimlerin de diizenli olarak
degistigi gozlemlenmistir. Boylece h ve « parametre degerlerinde yapilan kiigiik
degisikliklerin  ¢oztimde de kiiciik degismelere neden olacagi g6z Oniinde

bulunduruldugunda sonugta dolay1 bu ¢oziimlerin kararli oldugu goriilmiistiir.
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