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OZET

Bu ¢alisma ii¢ boliim halinde diizenlendi.

Birinci boliimde; ¢calismanin tarihsel gelisimi ve 6teleme yiizeyleriyle ilgili yapilan
calismalara yer verildi.

Ikinci boliimde; Oklid, Hiperbolik, Galilean ve pseudo-Galilean uzaylarinda sik sik
kullanilan bazi temel tanimlar ve teoremler ifade edildi.

Ucgiincii boliimde ise; 3-boyutlu Oklid uzayr E® de, sabit egrilikli afin dteleme
yiizeyleri incelendi ve bu yiizeylerle ilgili baz1 yokluk teoremleri elde edildi. E* de afin
oteleme yiizeylerinin paralel yiizeyleri incelendi. 3-boyutlu hiperbolik uzay H® de ele
alinan bir afin 6teleme yilizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri elde edildi ve bu yiizeyin
minimal olma durumu incelendi. 3-kiire S* de afin &teleme yiizeyleri icin ortalama egrilik
incelendi. 4-boyutlu Oklid uzayr E* de afin dteleme yiizeyleri tanimlandi ve tanimlanan
bu afin Gteleme yiizeyleri icin egrilikler hesaplandi. Ayrica 3-boyutlu pseudo-Galilean

uzayl G; de afin 6teleme yiizeyleri ele alinarak bu yiizeyler i¢in Gauss egriligi ve ortalama

egrilik hesaplandi.

Anahtar Kelimeler: Oteleme yiizeyi, afin dteleme yiizeyi, Oklid uzay, Hiperbolik
uzay, Galilean ve pseudo-Galilean uzay.



SUMMARY

AFFINE TRANSLATION SURFACES

This thesis has been edited in three chapters.

In the first chapter; previous studies about translation surfaces and their background
were given.

In the second chapter; some fundemental definitions and theorems which often used
in Euclidean, Hyperbolic, Galilean and pseudo-Galilean spaces were expressed.

In the third chapter; affine translation surfaces with constant curvature in 3-
dimensional Euclidean space E*® were investigated and some non-existence theorems for
such surfaces were obtained. Parallel surfaces of affine translation surfaces in E® were
investigated. Gaussian and mean curvatures of affine translation surfaces in 3-dimensional
Hyperbolic space H® were obtained and the condition of these surfaces to be minimal
were examined. The mean curvatures of affine translation surfaces in 3-sphere S° were
investigated. Affine translation surfaces defined in 4-dimensional Euclidean space E* and
the curvatures were calculated for these surfaces. Also, Gaussian and mean curvatures of

affine translation surfaces in 3-dimensional pseudo-Galilean space were calculated.

Key Words: Translation surfaces, affine translation surfaces, Euclidean space,
Hyperbolic space, Galilean and pseudo-Galilean space.



SEKILLER LISTESI

Y31 170 U8 ST 19
Y31 170 5O 20
SEKIL 3. 1.3 e eeeeeeeeee e e e e e es e e e e e e s e e st e e e e e et e e eeeees 25

VI



I X 9 A

SEMBOLLER LiSTESI

: Oklid i¢ carpim

: 3-boyutlu Oklid uzay

. 4-boyutlu Oklid uzay

: 3-boyutlu Galilean uzay

: 3-boyutlu pseudo-Galilean uzay

: 3-boyutlu standart vektdr uzay
: Hiperbolik uzay

: 3-kiire

: Galilean i¢ carpim

: Galilean uzayinda vektorel ¢arpim

: Birim tanjant vektor

: Birim normal vektor

: Birim binormal vektor
. Egrilik

: Torsiyon

. Gauss egriligi

: Ortalama egrilik

: Birinci temel form

- Tkinci temel form

\1



1. GIRIS

Yiizey nedir diye soruldugunda manifold tanimi yapilmadan bu soruya dogru bir
cevap verilemez. Ancak topolojik olarak bir yiizey iki boyutlu bir topolojik manifolddur,
seklinde ifade edilebilir. iki boyutlu ile kastedilen her bir noktanin iki boyutlu kartezyen
sisteminde tanimlanan bir koordinat parc¢asina sahip olmasidir. Bir yiizey incelendiginde
bu yiizey i¢in iki ozellik gbéze c¢arpar; bunlar yiizeyin i¢ ve dis olarak ifade edilen
ozellikleridir. Ornegin, Gauss egriligi i¢ ozellik olarak degerlendirilirken, yiizeye bir
noktada normal olma, bir dis 6zelliktir. Yiizeyin i¢ ozellikleri ele alinarak sabit egrilikli
yiizeyler, minimal yiizeyler gibi bazi1 6zel yiizeyler elde edilebilir.

Minimal yiizeyler, ilk olarak Lagrange’in 1762 yilinda minumum alan problemini
ele almasiyla ortaya ¢ikti. Ayn1 zamanda Lagrange bu yiizeylerin diferensiyel denklemini
elde etti. Daha sonra 1776 da J. B. Meusnier minimal yilizeylere bir geometrik yorum katti
ve bu ylizeylerin ortalama egriliginin sifira esit oldugunu gosterdi. Giiniimiizde de hala
onemini koruyan bu yiizeylere klasik diferensiyel geometri ¢aligmalarinda fazlaca yer
verilmektedir [14,17,19]. Ayrica bu yiizeyler sadece diferensiyel geometride degil; mimari,
malzeme bilimi, gemi iiretimi, havacilik, biyoloji gibi bircok alanda da kullaniimaktadir.
Ornegin modern mimaride kullanilan zar yapis1 sekli minimal yiizeylere dayanmaktadir
[4].

Yiizeyler teorisi Oklid ve Oklid dis1 bircok uzayda calisilmaktadir[1,3,16,24,].
Sadece ylizeyin egriligine gore yiizeyin durumu degil, farkli yiizeyler de ele alindu.
Ornegin, Oklid uzayinda diizlemsel egrilerin toplami olarak ifade edilen dteleme yiizeyleri
bunlardan sadece bir tanesidir.

Oteleme yiizeyleri, sifir egrilikli bir uzay form olan Oklid uzayinda, birgok
geometrici tarafindan incelendi. ilk olarak L. Verstraelen, J. Walrave ve S. Yaprak, n-
boyutlu Oklid uzayinda minimal 6teleme yiizeylerini ¢alistilar [29]. H. Liu, 3-boyutlu
Oklid ve Minkowski uzayinda sabit egrilikli 6teleme yiizeylerini ele alip, bu yiizeyler igin
bazi siniflandirmalar yapti [18]. D. W. Yoon, 3-boyutlu Minkowski uzayinda oteleme
yiizeylerinin Gauss doniisiimiinii inceledi [30]. Ayrica, M. Munteanu ve N. I. Nistor, 3-
boyutlu Oklid uzaymda &teleme yiizeylerinin ikinci temel formunu ¢alisarak bu yiizeyler

i¢in bazi yokluk teoremlerini ifade ettiler [27].



Oteleme yiizeyleri negatif egrilige sahip Oklid dis1 bir geometri olan Hiperbolik
uzayda da ele alindi. R. Lopez, hiperbolik uzayda R? ={(X, y,z)eR3;z>O} tanim

climlesi ile verilen yar1 uzay modelini g6z Oniine ald1 ve bu model i¢in minimal 6teleme
yiizeylerini arastirdi [17]. Ayrica ele alinan bu model i¢in tek minimal 6teleme yiizeyinin

total geodezik diizlemler oldugunu ispatladi.

Son zamanlarda H. Liu ve Y. Yu, 3-boyutlu Oklid uzayinda yeni bir teleme yiizeyi
tanimladilar [19]. Bu yiizey afin 6teleme yiizeyi olarak adlandirilir ve 6teleme yiizeyinin
genel bir hali olarak diisiiniilebilir. Ayrica, H. Liu ve Y. Yu, 3-boyutlu Oklid uzayinda
minimal afin 6teleme yiizeylerini ¢alistilar [19]. M. Magid ve L. Vrancken 4-boyutlu afin
uzayinda sabit kesit egrilikli afin 6teleme yiizeyini incelediler ve bu yiizeylerin flat veya
tanimlanan egrilerin diizlemsel olmas1 gerektigini ispatladilar [20]. Y. Fu ve Z. Hou ise 3-
boyutlu afin uzayinda sabit Gauss egrilikli afin 6teleme yiizeylerini ele alarak bu yiizeyler
icin tam bir siniflandirma ifade ettiler [10]. Ek olarak Y. Yuan and H. Liu, 3-boyutlu

Minkowski uzayinda afin 6teleme yiizeylerini incelediler [32].

Bu ¢alismada, uzay formlarinda afin 6teleme yiizeyleri ele alindi. 3-boyutlu Oklid
uzayinda afin Steleme ylizeylerinin sabit egrilikli olma durumlart géz oniine alinarak bazi
yokluk teoremleri verildi. Yine bu uzayda ele alinan bir afin 6telenme yiizeyinin paralel
yiizeyleri arastirildi. 3-boyutlu Hiperbolik uzayda afin 6teleme yiizeylerinin minimal ve
flat olma durumlari incelendi. Stereografik doniisiim kullanilarak bir afin 6teleme yiizeyi
3-kiire iizerine resmedildi ve bu yeni yiizeyin minimal olma durumu arastirildi. 4-boyutlu
Oklid uzay1 i¢in afin 6teleme yiizeyleri tanimland1 ve yiizeylerin flat ve minimal olma
durumlar incelendi. Ayrica 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda tanimlanan afin Gteleme

yiizeyleri i¢in sabit ortalama egrilikli olma durumlari aragtirildu.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
2.1. Oklid Uzay1

Tamm 2.1.1. Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi iistiinde bir vektor uzay: V
olsun. Asagidaki onermeleri dogrulayan bir f : Ax A—V fonksiyonu varsa, A ya V ile

birlestirilmis bir afin uzay denir.

i) VP,Q,ReA i¢in f(P,Q)+f(QR)=f (P,R).
ii) VPe A ve VaeV igin f(P,Q):a olacak bigimde bir tek Q € A noktasi

vardir [11].

Tamm 2.1.2. V bir reel vektor uzayi olsun. V iizerinde asagidaki aksiyomlar ile

tanimlanan dontisiime i¢ ¢arpim denir [12].
(,):VxV >R olmak iizere
Q) Simetri aksiyomu

(u,v)=(v,u) vuyveV

(i) Bilineerlik aksiyomu
(cu,v) =c(u,v)=(u,cv) vceR, Yu,veV
(U +U,, vy =(u, V) +(u,,v)  Vu,u,veV

(U +V,) =(u,v ) +(U+v,) Yu,v,v, eV

(iii)  Pozitif tamimlilik aksiyomu

(u,u)>0 VueV

(uu)=0=u=0

Tamm 2.1.3 3-boyutlu reel standart afin uzay, 3-boyutlu standart vektor uzayr R*
ile eslensin. R® vektor uzayinda bir,

() R*xR®* >R



i¢ carpim1 VX,Y e R®, X =(X1,X2,X3), Y =(yl,y2,y3) icin
3
(Y ) =(XY) =2 %y, (2.1.1)

seklinde tamimlansin. Bu i¢ ¢arpima R® de standart i¢c carpim veya Oklid i¢ carpimi adi

verilir. {R3,< , >} i¢ carpim uzay ile eslenen reel standart afin uzay, 3-boyutlu Oklid uzay

admi alir ve E? ile gosterilir [11].

Tanim 2.1.4.
d:E"xE" >R

(x,y)—>d(xy)=|xy

X =1/§(yi—xi)2

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E" Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(x,y) reel

sayisina da X,y € E" noktalar1 arasindaki uzaklik denir [11].

Tanim 2.1.5.
d:E"xE" >R

(x,y)—>d(xy)= )7y

bigiminde tammlanan d fonksiyonuna E" de Oklid metrigi denir [11].

Tanim 2.1.6. 3-boyutlu Oklid uzayinda bir nokta X ve bir afin koordinat sistemine

gore X in koordinatlari (Xl,Xz,X3) olsun.
x:AcE’>R, i=123

fonksiyonlarina X noktasinin Oklid koordinat fonksiyonlar1 ad1 verilir [11].

Tanmim 2.1.7. V bir i¢ ¢arpim uzay1 ve XeV olsun. X vektoriiniin normu ||X||

1 . . .
olmak iizere X vektoriiniin ﬂ skalar1 ile ¢arpilmigina X in normlanmist denir ve
X
X . . [
X, = H ile gosterilir [12].
X



Tamm 2.1.8. E" , n— boyutlu Oklid uzaymmda (n—1)— boyutlu bir yiizey, veya
(n—l)— yiizey diye E" deki bos olmayan bir M climlesine denir, dyle ki bu M climlesi

M:{XGUCE" | F:U 28R, £ (x)=c, VE| 20, vpelvl} (2.1.2)
bigiminde tanimlanir. E® de bir 1-yiizeye diizlemsel egri denir. E® de bir 2-yiizeye

ekseriya sadece ylizey denir. E" de bir (n —l) — yiizey, n>3 olmasi halinde daha ¢ok bir

hiperyiizey olarak adlandirilir [13].

Tamm 2.1.9. E" in bir hiperyiizeyi M olsun. x(M)" in bir ortonormal bazi {N}

ise N ye M nin birim normal vektor alan1 denir [13].

Tanim 2.1.10. E" in bir hiperyiizeyi M ve M nin birim normal vektor alan1 N

olsun. E" de Riemann konneksiyonu D olmak iizere VX € (M) i¢in
S(X)=DyN

olarak tanimli S doniisimiine M {izerinde sekil operatorii veya M nin Weingarten

doniisiimii denir [13].

Tamm 2.1.11. E" in bir M hiperyiizeyi lizerinde q-yuncu temel form diye,

1<g<n olmak iizere,
1: x(M)x x(M)—>C”(M,R)
(X,Y)—) Iq(X,Y):<Sq’1(X),Y>

seklinde tanimli 1% fonksiyonuna denir [13].

Tamm 2.1.12. E" de bir hiperyiizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil

operatorii S(P) olmak iizere
K:M->R
P —K(P)=detS(P)
biciminde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K(P) degerine de

M nin P noktasindaki Gauss egriligi (total egrilik) denir [13].



Tammm 2.1.13. E" de bir hiperyiizey M olsun. M nin P noktasindaki sekil

operatdrii S(P) olmak iizere
H:M->R
P—H(P)=1z(S(P))
biciminde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H (P) degerine

de M nin P noktasindaki ortalama egriligi denir [13].

M , E" uzayinda bir ylizey olsun. M ylizeyinin tanjant uzayi, M {izerindeki

keyfi bir p=X(u,V) noktasinda {XU,XV} tarafindan gerilir. Boylece M yiizeyinin

birinci temel formu, | = Edu® + 2Fdudv + Gdv’ esitligi ile hesaplanir. Burada birinci temel

formun katsayilari

E=(X,.X,), F=(X,,X,),G=(X,,X,) (2.1.3)
esitlikleriyle verilir. Eger W = EG—F? =0 ise X (u,v) yiizeyi regiilerdir denir.

Her bir pe M igin TE"=T,M @T; M olsun. Burada T,M , E" uzayinda T,M
nin ortogonal bilesenidir.

2(M) ve (M) , M yiizeyine, sirasiyla, teget ve dik olan diizgiin vektor
alanlarmm uzayi, V ve V ise, swrasiyla, M ve E" in konneksiyonlar: olsun.
X, X,ex(M)ve N, ey, (M) igin

h: x(M)xx(M)— X+ (M)

h(Xy, X,) =V X, -V, X,

bigiminde tanimlanan doniisime M nin ikinci temel formu denir. M yiizeyinin sekil

operatoru
A (M)xx(M)— z(M) ;
T
A, X, =—(VXjNi) . X, exz(M)
seklindedir. Ayrica bu operator

ij

(A XX =(h(X, X;), N ) =cp . 1<i,j<2 1<k <n-2



denklemini saglar. Burada ¢}, M vyiizeyinin ikinci temel formunun katsayilaridir. Buna

ij?

gore
h(X.X;)=>ciN, , 1<i,j<2

yazilir.

Tamm 2.1.14. X (u,v) yiizeyinin ikinci mertebeden kismi tiirevleri X, X,,, X,,
olmak {izere M nin ikinci temel form katsayilari
i =( X Ny ) (2.1.4)
=Xy Ny ) (2.1.5)
=(Xw:Ny) (2.1.6)
1<k <n-2, seklinde tanimlanir [21].
Tamm 2.1.15. E" de verilen X (u,v) yiizeyinin Gauss egriligi,
1 2
=VTZ(C11C22 ( ) ) (2.1.7)
k=1
dir [22].
Tamm 2.1.16. E" de verilen X (u,Vv) yiizeyinin ortalama egrilik vektéri,
ﬁ—inf‘(ckewkE—zckF)N (2.1.8)
- AN 2 11 22 12 k Bl

k=1

seklinde tanimlanir [21].

Tanmm 2.1.17. M yiizeyinin, Gauss egriligi sifirsa M ye flat yiizey, ortalama

egrilik vektori sifirsa M ye minimal yiizey denir [6] .

Tanim 2.1.18. ®:E? > E®

(u,v) > (uv, f (u,v))

seklinde tanimlanan ylizey Monge yiizeyi adim1 alir ( Burada, f:E* >R bir
fonksiyondur. ) [13].



Tamim 2.1.19. Monge yiizeyinde f (u,v)=h(u)+g(v) bigiminde ise bu yiizey,
®(u,v)=(u,v,h(u)+g(v))
®(u,v)=(u,0,h(u))+(0,v,g(v))
veya
O (u,v,)=a(u)+r(v)

seklinde yazilabilir. Bu durumda yiizey 6teleme yiizeyi adini alir [13].

Teorem 2.1.1. Eger, Monge yiizeyi Xx:U —>M ve h(u,v)=f (u)+g(v) minimal
oteleme yiizeyi ise M , ya bir diizlem pargasidir ya da @ # 0 olmak tizere;
1 1
f(u)=—=I : =—1 .
(u) " og(cos(au)) ve  g(v) " og(cos(av))

iken

dir [18].

Tamim 2.1.20. E" , n—boyutlu Oklid uzayinda

sMt ={x=(x1,...,xn) f (x)=iZl:xi2 =r?,

vV f

0, reR, r= sabit} (2.1.9)

nokta ciimlesine bir (n —1)—b0yutlu hiperkiire veya kisaca (n —1)—k1'ire denir. Burada I

hiperkiirenin yarigapini gostermektedir [13].

Tamm 2.1.21. M, ve M, , E" in iki hiperylizeyi ve M, in birim normal vektor

alani
N1:Zai6i , 4 €C”(M,R)

olsun. Eger bir r e R sabit sayis1 ve her P € M, i¢in

f(p)=(p,+ra,(p),p,+ra,(p),...p,(p)+ra,(p)) (2.1.10)
olacak sekilde bir



f:M, —>M,

fonksiyonu bulunabiliyorsa, M,, M, nin bir paralel hiperyiizeyi adini alir [13].

2.2. Hiperbolik Uzay

Hiperbolik uzaylarin analitik modellerinden en bilinen 5 tanesi sunlardir:
H , Yari-Uzay Modeli ,
D , Disk Modeli ,
J , Yari-Kiire Modeli ,
K , Klein Modeli ,
L , Hiperboloid Modeli .

Bu modellere ait tanim kiimeleri ise sirasiyla,
{(1 Xoreens n+1) Xna > O}
D = {(Xeee X0, 0) 1 X2 4.4 XE <1}
{(Xl’ " ”+1) Xl T +Xn+1 _11 X >0} )
{(Xl o Xy ) X+t X <1}

2

{( Xos n+1) X1+ +X X = -1 X n+1>0}

dir. Bu bes modelin ds® Riemann metrikleri, strastyla, asagidaki sekilde tanimlanir.

dxZ +dx? +...+dx2

ds? =
" Xr$+1
ds? =4 dx’ +dx? +...+dx
b w2 vz 2\
(1 X, = X5 —... xn)
dx? +dx2 +...+dx’,
ds? = " :
n+1
2 2 2
ds? = dx; +dx; +...+dx; N X, dx, +...+ X, 0x,

2

R R PR S

ds! = dx’ +dx; +...—dx’

n+1

(2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)



Yukarida verilen Riemann metrikleri uzayin her noktasinda tanimlanabilen
simetrik, lineer ve pozitif tanimli yay elemanlaridir. Bu metriklerle verilen bes model

birbirine izometrik olarak esdegerdir [5].

Tamm 2.2.1. H® hiperbolik uzaymm yari-uzay modeli R® = {(X, y,z)eR%z> 0}

seklinde olup metrigi

o Ox%+dy?® +dz?

ZZ

ds (2.2.6)

dir [16] .

X:McR?—>R?, R® de birimmersiyon olsun. R® hem hiperbolik metrigi hem
de Oklid metrigini kapsadigindan M yiizeyi iki indirgenmis metrigi de kullanir. Oklid
metrigine gore M nin birim normal vektdr alan1 n ve hiperbolik metrige gére M nin

birim normal vektor alani N olsun. Bu birim normaller arasindaki bagmti n=N/z ile
verilir. M nin hiperbolik ortalama egriligi H, olsun. x," hiperbolik asli egrilikler olmak
iizere H, =(x"+x,")/2 ile verilir. Yar-uzay modelindeki hiperbolik metrik 1/7’
katsayist ele alindiginda Oklid metrigi ile konformal olarak denk oldugundan " asli
egrilikleri ile x; Oklid asli egrilikleri arasindaki baginti

K" =2k, +n, (2.2.7)
seklindedir. Burada n, , n=(n,,n,,n,) birim normal vektoriiniin Gigiincii bilesenidir. M
nin hiperbolik Gauss egriligi K, ile verilsin. Bu durumda K, =x"x," -1 seklinde
hesaplanir. Ayrica eger H ile Oklid ortalama egriligi ve H, ile de hiperbolik ortalama
egriligi ifade edilecek olursa

H,(xy,2)=zH (X, y,z)+ny (X Y,2) (2.2.8)

bagintist mevcuttur [17].
Tanimm 2.2.2. Yari-uzay modelinde total geodezik yiizeyler veya diizlemler xy -

diizlemi ile dik olarak kesisen dikey Oklid diizlemleri ve Oklid hemikiireleri olarak

tanmimlanir. Yari-uzay modelinde total geodezik yiizeyler veya diizlemler i¢in ortalama
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egrilik sifirdir. H® de bir izometrinin ardindan herhangi bir geodezik diizlem

P(a)={(xy.2)eR%;x*+y*+2° =a’}, a>0 seklinde diisiiniilebilir [16].

Tamm 2.2.3. Merkez dogrusu sinirda olan geodezik kiirelere horokiire denir. Yari-

uzay modelinde her bir a>0 igin horokiireler L(a)=(z=a) yatay diizlemleridir ve R®

iin Oklid kiireleri xy -diizlemine tegettir. Ayrica H ortalama egriligi |H| =1 dir [16] .

2.3. Galilean ve Pseudo-Galilean Uzay1

G,, 3-boyutlu Galilean uzayi, 3-boyutlu P, kompleks projektif uzaymin w ideal
diizlemlerinin bir reel diizlemini, f < w ideal dogrularin bir reel dogrusunu ve I, 1, € f
gibi ideal noktalardan iki tanesini iceren {W, f,l, |2} ideal sekline sahip olan bir uzaydir.
Galilean geometri, projektif olarak isareti (0,0,+,+) olan reel Cayley-Klein

geometrilerinden bir tanesidir.

Burada C*(k > 3) sinifindan bir r:1 — G, egrisi (1,r) koordinat komsulugu ile

r(x)=(xy(x),z(x)) (2.3.1)
seklinde verilir [28].

Tamim 2.3.1. 3-boyutlu reel vektdr uzayr R® olsun.

VX, (X, ¥1:2,)s X5 (%, Y, 2,) €G, vektoril igin Galilean i¢ ¢arpimu;
0:G,xG; >R

X, X, , X #20vXx, #0

X,, X X,,X,)=
(X1, X,) = 9(X,, X,) {y1y2+2122 X =0A% =0 (2.3.2)

seklinde tanimlanir [23].

Tamm 2.3.2. X (X,Y,2),G, 3-boyutlu Galilean uzayinda bir vektdr olsun. Eger

X (X, y,z) vektorii igin x=0 ise X (X,Y,z) vektdriine izotropik vektor denir [9].
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Tanim 2.3.3. G;, 3-boyutlu Galilean uzayinda bir X (X, Y, Z) izotropik vektoriinii

g6z oniine alalim. Eger y*+2z° =1 ise bu X (X, Y, Z) izotropik vektorii birim vektor olarak

adlandirtlir [9].

Tamm 2.3.4. G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda bir X (X, y,z) vektdriiniin normu;

x[=1" X0 (2.3.3)
M=t s

dir [28].

Tammm 2.3.5. G;, 3-boyutlu Galilean uzayinda X(Xl,Xz,X3) ve Y(yl,yz,y3)

vektorlerini goz oniine alalim. X ve Y vektorleri i¢in Galilean uzayinda vektorel ¢carpim;

0 e &g
XAgY =X X X (2.3.4)
Vi Y2 Vs

seklinde tanimlanir [23].

(2.3.1) denklemi ile verilen egrinin K'(X) egriligi ve T(X) torsiyonu ,

() =y (x)+ 2% (x)
T(X)=dEt(r’(X)K,eri))()’rm(X)) |

seklinde tanimlanir. Bdylece G, , 3-boyutlu Galilean uzayinda ortonormal {igyiizlii,

t(x)=r'(x)
n<x>=$<ay"<x>,z"<x>) ,
b<x>=$<o,—z"<x>,y"<x>> ,

seklindedir. Burada t,n,b vektorleri, sirasiyla, teget, aslinormal ve binormal vektorler

olarak adlandirilir.
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Bu vektorlere ait Frenet formiilleri;
{(x)=()n(x) .
W (x) =7 (x)b(x) .
b'(x)=—7(x)n(x) ,
dir [15].
G, de X(u,v)=(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) ile parametrelendirilen yiizeyin birim

normal vektor alani

1
W (u,v)

N(u,v)= (0,X2, = X,Z,, X, Y, = X, Y, ) (2.3.5)

olur. Burada W? =(x,%, —xX, )’ dir. G, de yiizeyin birinci temel formu

5o 0 ,du: dv non—izotropik dogrultu
1 ,du: dv izotropik dogrultu
iken
| =(g,du+g,dv)’ +3(h,du® +2h,,dudv + h,,dv* ) (2.3.6)

seklindedir. ~ bir vektoriin yz-diizlemine olan izdiisiimiinii gostermek tizere birinci temel

form katsayilart

gi=X, h=%-%, 1]=12

ile ifade edilir. Ayrica ikinci temel form katsayilar L = i(gl)?ij - gij)?l)-N olmak tizere
1

yiizeyin Gauss egriligi
2
K = % (2.3.7)

seklindedir. Yiizeyin ortalama egriligi ise

(95L,-20,0,L,, + 97Ly, )
2\N 2

olarak elde edilir [24]

H= (2.3.8)
Pseudo-Galilean geometri, projektif isareti (0,0,+,—) olan reel Cayley-Klein

geometrilerinden biri olarak ifade edilir. Pseudo-Galilean geometrinin temeli {W, f,I}

siralt Gigliileridir. Burada w ideal diizlem, f ideal diizlemde bir dogru ve | da f in

noktalarmin sabit hiperbolik involusyonudur.
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Tamm 2.3.6. 3-boyutlu reel vektor uzayr R® olmak iizere VX, (X, V;,Z) |
X, (Xz, Y, 22) e G; vektorii igin pseudo-Galilean ig garprmi

g:GixG: >R

X, X X #0vX, %0
(Xl,Xz)ag(Xl,Xz)z{ ? ? (2.3.9)
VY. =47, % =0AX%,=0
seklinde tanimlanir [9].
Tanim 2.3.7. P.P,e Gé, B =P, iki reel nokta olmak  lzere

Pl(xl’ ylizl) ) Pz(xg, yz,Zz) lgln
d:GixG} >R

(ur) (b=l n
P,P,)>d(P,P,)=
v v \/(YZ_yl)z_(Zz_zl)z‘ X =X

olarak tanimlanan d fonksiyonuna G; pseudo Galilean uzayinda uzaklik fonksiyonu ve

d (R, P,) reel sayisina da B, P, € G; noktalar arasindaki uzaklik denir [8].

Tamm 2.3.8. G, 3- boyutlu pseudo-Galilean uzayinda bir X(X, y,z) izotropik

vektori verildiginde

y’—2* >0 ise X izotropik vektoriine space-like vektor,

y?—2° <0 ise X izotropik vektoriine time-like vektor,

y =%z ise X izotropik vektoriine light-like vektor denir [8].

Tamm 2.3.9. G, , 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda bir light-like olmayan
X(x,Y,z) izotropik vektor goz oniine alinsin. Eger y’ —z* =F1 ise bu X izotropik vektor

birim vektor olarak adlandirilir [8].
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Tamm 2.3.10. G;, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymnda bir X(X,Y,z) vektoriiniin

normu

X X=0
Xl|= 2.3.10
” ” ‘yz_zz‘ ,X=O ( )

seklindedir [8].

Tamm 2.3.11. G;, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda iki non-izotropik vektor
a(La,,a,) ve b(Lb,,b;) olsun. Bu iki non-izotropik vektdr arasindaki agmimn §lgiisii,

onlarin fark vektorlerinin uzunlugu olarak tanimlanir ve

m(ab)= (b, ~a,)" ~(b,~a)

seklindedir [8].

G; de yiizey x=x(x(u,U,),y(u;,u,),z(u,u,)) ile parametrelendirilsin. Burada

X, _ X Y _y . Z _a , 1=1,2 ile ifade edilir. Boylece bir yiizeyin admissible
ou, ou, ou,

olmasi i¢in gerek ve yeter sart i =1,2 i¢in X, #0 olmasidir.
® — G; regiiler admissible yiizey olsun. Bdylece x(u,v) yiizeyinin birim normal

vektor alani

1
N(U'V)=m(0’ X2y = %2y, XY, =X, Y) (2.3.11)

seklinde olup, burada

2 2
W(U,V)Z\/‘(lez—xzyl) _(X122_X221) ‘ (2.3.12)
seklindedir. Normal vektor alani N-N = ¢ =21 ifadesini sagladigindan, admissible egri ya

timelike yiizey normaline sahip spacelike egri (¢ =-1), ya da spacelike normale sahip

timelike egridir (&=1). Ayrica, (XX, —%X,% )=(XY, = %XY, )2 —(x2, —%,7, )2 >0 ise ylizey
spacelike aksi taktirde timelike olarak adlandirilir.

G; de yiizeyin birinci temel formu

0 ,du, :du, non—izotropik dogrultu
S=
1 ,du, :du, izotropik dogrultu
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iken

I =(xdu, —x,du, )2 +6(%,du, + X,du, )2 :
seklindedir. Birinci temel form katsayilari ise

g =X,h=%-%,1]=12
seklinde olup birinci temel form

ds® =(g,du, +g,du, )+ (N, du? +2h,,du,du, +h,,du; ) = ds} +ds;

(2.3.13)

olarak yazilabilir. g’h,, —2g,9,h, +gZh, >0 ise yiizey spacelike aksi taktirde timelike

olur. Regiiler admissible yiizeyin Gauss egriligi

K=—¢ L,Ly, - Liz

W 2
dir. Bu ylizey z=2 (X, y) seklinde yazilirsa

2
Ke_glofw 2w

W4

seklinde yazilabilir. Ly i, j=1,2 , ikinci temel form katsayilar1 olmak tizere

Ly = gi(gliij - gij)zi)'N = SL(QZXU' - giJ)N(Z)'N
0 9,

dir.

Yiizeyin ortalama egriligi ise
&
H= _W(gzzl-n —29,0,L,, + gf'—zz)

olarak elde edilir. Bu ylizey z=12 (X, y) seklinde yazilirsa

olur [25,26].
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3. 3 VE 4 BOYUTLU OKLIiD UZAYLARIYLA, 3-BOYUTLU PSEUDO-
GALILEAN UZAYINDA AFIN OTELEME YUZEYLERI

Bu boliimde 3-boyutlu Oklid uzay1 E* de, sabit egrilikli afin dteleme yiizeyleriyle

afin 6teleme yiizeylerinin paralel yiizeyleri incelendi. 3-boyutlu hiperbolik uzay H?® de ele

aliman bir afin Oteleme ylizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri elde edildi ve ylizeyin
minimal olma sart1 arastirildi. 3-kiire S* de afin 6teleme yiizeyleri igin ortalama egrilik ve
yiizeyin minimal olma sart1 incelendi. 4-boyutlu Oklid uzay1r E* de afin 6teleme yiizeyleri

tammland1 ve tamimlanan bu afin Steleme yiizeyleri icin egrilikler hesaplandi. E* de

tanimlanan bu ylizeyin minimal olma sart1 incelendi. Ayrica 3-boyutlu pseudo-Galilean

uzay1 G; de afin Steleme yiizeyleri ele alinarak bu yiizeyler i¢in Gauss egriligi ve ortalama

egrilik hesaplandi.
3.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Afin Oteleme Yiizeyleri

M, E® de bir afin 6teleme yiizeyi olsun. Bu durumda M ,

r:UcE —»E (xy)r(xy)=(xy f(x)+g(y+ax)) (3.1.1)
seklinde parametrize edilir [19].

Boylece M nin birinci temel formunun katsayilar;

E=(r,r)=1+(f"+ag’)" ,

F :<rx, ry> =g'(f'+ag’) ,

G=(r,r)=1+g"” ,

df (x) ve g'= dg(v) _ dg (y +ax)

bulunur. Burada v=y+ax icin f'=
Y i dx dv d(y-+ax)

dir. Ayrica,

| = Edx® + 2Fdxdy + Gdy®
olmak iizere, birinci temel form;
I =[1+( i ’+ag’)2:|dX2 +2[g'(f ’+ag’)]dxdy+[1+ g'2]dy2
seklinde elde edilir. M nin Gauss doniisiimii olarak adlandirilan birim normal vektor

alani,



r, X, (—( f ’+ag'),—g',1)

n= =
I Xry” \/1+(f'+ag')2 +9"

dir. Buna gore ikinci temel formun katsayilari, sirasiyla,

L=(r,.n)=(f"+a’g")D" ,

M :<rxy,n> =ag'D"

N=(r,,n)=gD" ,

yy1
seklinde olup ikinci temel form,;
1= [( f"+a’g") D‘l]dx2 +2[ag’D™* |dxdy +[ gD |dy?
olarak hesaplanir. Burada D = EG —F2 =1+( f'+ag’)’ +g" dir.

M nin Gauss ve ortalama egriligi, sirasiyla,

LN —M?
=——— — =—fy'D* 3.1.2
EG_F? 9 (3.1.2)

ve

LG=2FM+NE 1r.,.. o\ o
~ 2(EG-F7) =E[f (1+97)+g"(1+a+17)|D7 (3.1.3)

seklinde bulunur.

NOT: (3.1.1) denklemi ile verilen afin 6teleme yiizeyinin flat olmasi igin gerek ve

yeter sart f veya g fonksiyonlarindan en az birinin lineer bir fonksiyon olmasidir.

Ornek 3.1.1. M, E® de asagidaki sekilde parametrize edilen bir afin &teleme

yiizeyi olsun.
r(xy)= (x, Y, X2+ X+ y) , (x e(-21),ye (—2,1))
Burada M parabolik silindir ve flattir, ( Sekil 3.1.1).

18



Sekil 3.1.1

Minimal afin 6teleme yiizeyleri i¢in H. Liu ve Y. Yu asagidaki teoremi verdiler
[19].

Teorem 3.1.1. r(x, y):(x, y,Z(X, y)), E® de bir afin Gteleme yiizeyi olsun. Bu
durumda ya z(x, y) lineerdir ya da
oS (cx/1+ a’ x)
z(x,y)==log

¢ sin[c(y+ax)]
seklinde yazilir [19].

(3.1.4)

Tammm 3.1.1. E® de (3.1.4) denklemi ile verilen minimal afin Steleme yiizeyi

genellestirilmis Scherk yiizeyi veya afin Scherk yiizeyi olarak adlandirilir [19].

NOT. Eger a=0 ise (3.1.4) denklemi ile verilen minimal afin 6teleme yiizeyi veya

genellestirilmis Scherk yiizeyi,

z(x, y):llog COS CX

. (3.1.5)
c sincy

denklemiyle ifade edilen klasik Scherk yiizeyidir.

19



Ornek 3.1.2. M, E® uzayinda

r(xy)= [x, Y, 2Incos(% x}-ZIncos [% y+% xj}  (xe(-2.2),ye(-22)).

ile verilen bir afin Scherk yiizeyi olsun. Bu yiizey asagidaki sekilde resmedilir.

4

Sekil 3.1.2

3.1.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Polinomial Afin Oteleme Yiizeyleri

Tamm 3.1.2. f ve g, U da polinom seklinde verilen fonksiyonlar olsun. Bu
durumda

rUcE B, (xy)-r(xy)=(xy f(x)+g(y+ax))
seklinde parametrize edilen afin Gteleme yiizeyine polinomial afin 6teleme ylizeyi denir
[31].

Bu kisimda, E® de polinomial olarak verilen sabit egrilikli afin 6teleme yiizeyleri

ile ilgili baz1 yokluk teoremleri ve bunlara dayali sonuglar verildi.

Teorem 3.1.2. E® de sifirdan farkli sabit Gauss egrilikli polinomial afin Steleme

yiizeyi yoktur.
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Ispat. M sifirdan farkl sabit Gauss egrilikli polinomial afin &teleme yiizeyi olsun.

(3.1.2) denkleminden f§" # 0 seklindedir. (3.1.2) denklemi y ye gore diferensiyellenirse,
g’”(1+( f'+ag’) + g’z)—4g”2 (a(f'+ag’)+g')=0 (3.1.6)
denklemi elde edilir. ' ve g’ yerine, sirasiyla, @ ve £ almirsa denklem,
ﬂ"(1+(a+aﬁ)2+ﬂ2)—4ﬂ'2(a(a+aﬁ)+ﬂ)=o (3.1.7)
halini alir. Kabul edelim ki @ ve f polinom seklinde verilen fonksiyonlar olsun. Yani, b,
ve C, sifirdan farkli sabitler iken
a=bu"+b u™+.+bu+b, ve B=cV'+c V" +..+CV+C,

seklinde verilsin. ¢ ve S, (3.1.7) denkleminde yerine yazildiginda, u ve v ye gore sifira

esit olan polinomial bir ifade elde edilir. Simdi (3.1.7) denklemi igin asagidaki durumlari

ele alalim:

Durum 1. Kabul edelim ki m,n> 2 olsun.

i. m>n (Z 2) olsun. (3.1.7) denklemi agik olarak yazilirsa,

B +a’ B +2a0pp +(1+a%) B —4aa (B) +(-4-4a*) B(F) =0 (3.1.8)
denklemi bulunur. (3.1.8) denkleminin u ya gére en yiiksek derecesi U”"v" ™ olur ki bu da
(3.1.8) in p"+p'a’ +2aafB’ kismindan elde edilir. En yiiksek derecenin katsayisi
b,’c,n(n-1) olup b, ve c, sifirdan farklh sabitler ve m>n=2oldugundan bu hal i¢in

(3.1.8) denklemi sifir olamaz.

ii. Kabul edelim ki n>m(>2) olsun.
Yukarida verilen 1. hal i¢in uygulanan yontem izlenerek (3.1.8) denklemini goz Oniine
alahm. Bu denklemin v ye gére en yiiksek derecesi V" olur ki bu da (3.1.8) in

2af"Ba+a BB + F'F° kismindan elde edilir. En yilksek derecenin katsayisi

(1+ a2)0n3n(n —1) olup ¢, #0 oldugundan bu hal igin de (3.1.8) denklemi sifir olamaz.
iii. Kabul edelim ki m=n(>2) olsun.

Benzer yontemle bu hal i¢in de (3.1.8) denkleminin sifir olmadig gosterilebilir.
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Durum 2.
i. m>n=1olsun.

Bu halde baz1 ¢,d sabitleri ve ¢#0 i¢in f=cv+d yazilabilir. § , (3.1.8) denkleminde

yerine yazilirsa denklemde —4ac( ,B')2 + (—4 —4a° ) B( ﬁ')z ifadesinden gelen en yiiksek

derece u™ olup bu da —4ab_c* katsayisina sahiptir. Burada b, ,c#0 oldugundan (3.1.8)
denklemi sifira esit olamaz.

ii. n>m=1 olsun.

Benzer yontemle bu hal igin de (3.1.8) denkleminin sifirdan farkli oldugu gosterilebilir.

Durum 3.

i. m>n=0 (veya n>m=0) olsun.

f'9" # 0 oldugundan bu durum miimkiin degildir.
Boylece her durumda sabit ve sifirdan farkli Gauss egriligine sahip bir polinomial afin
Oteleme yiizeyinin mevcut olmadigi gosterilmis olur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 3.1.2 g6z Oniine alinarak asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 3.1.1. E® de polinomial afin dteleme yiizeyinin Gauss egriligi sabite esit ise

bu sabit sifirdir.

Teorem 3.1.3. E® de sifirdan farkli sabit ortalama egrilikli polinomial bir afin

Oteleme yiizeyi yoktur.

Ispat. Kabul edelim ki M sifirdan farkli sabit ortalama egrilikli polinomial bir afin

Oteleme yiizeyi olsun. Boylece A sifirdan farkli bir sabit olmak tizere (3.1.3) denklemi
[ f”(1+ g'2)+ g”(1+ a’+ f ’2)}

=2
1+ f’+ag'2+g'2 % ’
| 1+(f'+ag) +g”

seklinde  yazilabilir. Bu denklem 'y ye gore diferensiyellenirse ve

(1+( f'+ ag')2 + g'z) = A denirse, boliimiin tiirevi kullanilarak

[Zf'g'g"Jrg’"(lJra2 + f’z)] Ag —g[f”(l-l- g'2)+ g"(1+a2 + f'z)] A%A’zo
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bulunur. Bu denklem
[2 99" +g"(1+a’ + £ )J A—g[ f7(1+97%)+g"(1+a* + f '2)] A'=0
olur. (l+( f'+ ag')2 + g'z) = A degeri yerine yazilirsa denklem
[2 f9'9" + g”’(l+ a’+f ’2)][(1+( f'+ ag’)2 + g’z)}
3 (frr(1+gl2)+gn(1+a2+fIZ)) . (319)
2 (2(f'+ag')ag"+299") B
halini alir. ' ve g’ yerine, sirasiyla, a ve f alinirsa denklem

[Za’ﬁﬁ' +p" (1+ a’+ az)] [1+ (a+ aﬂ)2 +ﬁ2}

(3.1.10)
—3(a’(l+ B)+p (1+a” +a2))((a+aﬂ)a,6"+ﬁﬁ’) =0
seklinde yazilabilir. Bu denklem acik bir sekilde yazilacak olursa
(—1-3a%)a'BB' +2a°a B +aaa B’ B +(1-3a° )a B° '
+(1+a%) p"+(2+a% )’ B +a' B"+(2a+2a° ) aPpB" + 28 BB
(3.1.11)

+(2+2a%) B°B" +2a* B " —3acia B +(-3a—3a° ) af” — 3ac’ B
+(-3-6a’—3a*) BB +(-3-3a’ )’ BB =0
ifadesi elde edilir. « ve S polinom seklinde verilen fonksiyonlar olsun. Yani, b, ve c,
sifirdan farkli sabitler iken
a=bu"+b u™+.+bu+b, ve B=cV'+c V" +..+CV+C,
seklinde verilsinler. a ve £, (3.1.11) denkleminde yerine yazilirsa u ve v ye gore sifira

esit olan polinomial bir ifade elde edilir.

(3.1.11) denklemi i¢in asagidaki durumlari inceleyelim:

Durum1. m,n>2

i. m>n(>2) olsun.

Boylece u ya gore denklemin en yiiksek derecesi u*™v"” dir. Bu ifade denklemin

a’a’f’ +a' B +2aafB’ kismindan elde edilir ve b “c.n (n—1) katsayisina sahiptir. Bu

durumda b, ,c, #0 oldugundan (3.1.11) denklemi sifira esit olamaz.
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ii. n>m(2 2) ve m=n(2 2)durumlar1nda da benzer yontemle (3.1.11)

denkleminin sifira esit olmadig1 gosterilir.

Durum 2.
i. n>m=1 olsun.
Bu durumda b,d reel sabitler ve b0 olmak ilizere @ =bu+d yazilabilir. Eger bu

sekilde ifade edilen « fonksiyonu (3.1.11) denkleminde yerine yazilirsa denklemin en

yiiksek derecesi v*"™ olur ki bu da denklemde 4a/'°f —3a°a/5° B -3/’ ifadesinden
elde edilir ve en yiiksek bu derecenin katsayisi (1—3a2)nbcn4 seklindedir. b,c, #0

oldugundan (3.1.11) denklemi sifirdan farklidir.
ii. m>n=1olsun.
Bu durum i¢in yukaridakine benzer bir yontem kullanilarak (3.1.11) denkleminin sifirdan

farkli oldugu elde edilir.

Durum 3.

i.m>n=0 olsun.
Bu durumda £ bir sabit olur ve (3.1.11) denklemi saglanir. Fakat (3.1.3) denkleminde /S
sabit olarak ele alinirsa 0 zaman « bir polinom olmaz. Dolayisiyla bu bastaki kabuliimiiz
ile ¢elisir. Yani, bu durum icin de (3.1.11) denklemi saglanmaz.

ii. n>m=0 olsun.
Bu durumda a («a =b ) bir sabit olarak ele alinip (3.1.11) denkleminde yerine yazilirsa,

(1+a’+2b* +a%’ +b*) 8"+ (2ab+2ah + 2ab°) A"

+(2+2a% +2b%) f* " +(-3ab—3a’b —3ab’) 5"

+(-3-6a’ —3a* —3p*—3a’h*) BB =0
denklemi bulunur. 1. ve 2. durumda izlenen yontem burada goz Oniine alinirsa bu durum
icin de (3.1.11) denklemi sifira esit olmaz. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Bu durumda asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 3.1.2. E® de polinomial afin 6teleme yiizeyinin ortalama egriligi sabite esit

ise bu sabit sifirdir.
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Ornek 3.1.3. M, E? de
r(x, y,x“+(x+y)2 -X-y),(XE(—l,l),yE(—l,l)).

seklinde parametrelendirilen bir polinomial afin 6teleme yiizeyi olsun. Bu yiizey sekil 3.1.3
deki gibidir.

Sekil 3.1.3

Ek bir uygulama olarak « ve f fonksiyonlarim tistel formda verilen fonksiyonlar

olarak ele alalm. Yani ¢, ve c, reel sayilar ve C;,C, #0 iken
a=ce" ve fS=ce’

seklinde verilsin. Buna gore asagidaki sonuglar verilebilir:

Sonu¢ 3.1.3. E® de sifirdan farkli sabit Gauss egrilikli iistel formda bir afin
Oteleme yiizeyi yoktur.

Ispat. o ve B degerleri (3.1.8) de yerine yazilirsa
c,e’ +clce'e™ +2acc,’e”e" +(-2-3a°)c,%e® =0
bulunur. Elde edilen bu ifadenin sifira esit olmasi ig¢in C, ve C, sabitlerinin sifir olmasi

gerektigi gosterilebilir. Bu ise bastaki kabuliimiiz ile ¢elisir. Bu da ispat1 tamamlar.
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Sonuc 3.1.4. E® de sabit ortalama egrilikli iistel formda bir afin Steleme yiizeyi
yoktur.

Ispat. @ ve p iistel formda verilen fonksiyonlar olsun. Bu durum (3.1.11) de g6z
Oniine alinirsa
[Zc c,’e'e® +c,e (1+ a’+ce™ )][1+(cle“ +ac,e’ )2 + czzezv}
2,2V

—3(cle” (1+c,%e™ )+c,e’ (1+a2+cfe2“))((cle”+ac2e Jac,e’ +c,% ) 0

elde edilir. Bu da istenendir.

3.1.2. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Afin Oteleme Yiizeyinin Paralel Yiizeyleri

M bir afin 6teleme yiizeyi olsun, M' de bu yiizeyin paralel yiizeyi olsun. Bu
durumda M' yiizeyi
r'(u,v)=r(u,v)+tn(u,v)
seklinde parametrize edilir. Bu ylizeyin birinci ve ikinci temel formu, sirastyla,
I =(dr',dr")
:<§£ugg>(mﬂz+2<%%-%b>ddv+<%§-%&>ﬁw)
= E'(du)’ +2F'dudv+G' (dv)’

ve

I‘=<drt,dn>
t t t t
8r on’ >(du)2+2<8—r,8i>dudv+<a—r,al>(dv)2
au " ou ou ov ov oV
= L‘(du) +2M'dudv + N‘(dv)2

seklindedir. Buradan M"' paralel yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari

Bt <ar a_r> <a(r+tn),a(r+tn)>

ou ou ou ou

=(r, +tn,, 1, +tn,)

=(r,,r,)+2t(r,,n)+t*(n,,n,)
= E+2tL+t3(n,,n,)
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Ft_<6_rt art> <8 (r+tn) r+tn)>
ou " ov

=(r, +tn,,r,+tn,)

=(r,r)+t(r,,n,)+t{r,n)+t*(n,,n,)

=F +2tM +t*(n,,n,)

G o ort ort\ _[o(r+tn) a(r+tn)
\Nov'ov/ \ v T ov
=(r,+tn,,r, +tn,)

=(r,r)+2t(r,,n)+t*(n,.n,)

=G+2tN +t*(n,,n,)

seklinde elde edilir. Ayrica M paralel yiizeyinin ikinci temel formunun katsayilar ise

Lt ar' @ o(r+tn) on
ou’ au ou  ou
=(r, +tn,,n,)

u’’u

=(r,,n,)+t(n,,n,)

=L+t(n,,n,)

u’u

(G
+tn ,N

ul’v

=(r,,n,)+t(n,,n,)

_M+t(n n,)

=(r,n)+t{nn,)
=N +t(n,,n,)

olarak hesaplanir. Boylece asagidaki yardimci teorem verilebilir:

Yardimcr Teorem 3.1.4. M bir afin 6teleme yiizeyi olsun, M' de bu yiizeyin

paralel yiizeyi olsun. M" yiizeyinin birinci ve ikinci temel formu, sirasiyla,
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—(1+(f'+ag')2)+2t(f"+azg”) D*

I' = ) [—(f”+azg”)D+(f’+ag')D’D1T+[—g"D+g'D’D1]2+[—D’D1]2] (du)’

+t D°

g'(f'+ag’)+2tag’D™"

) [—( f"+a’g")D+(f'+ag’) D’D’l][—ag”D+( f ’+ag')D’D1}J
D4

+2| +t

dudv

[[~gD+gDD*] +[-DD*]
D4

+t

(1+ g’2)+ 2tg"D"

+ t2[[ag”D+(f’+ag')D'Dl]2 +[—g”D+g'D'D‘1]2 +[D’D1JZJ (dv)2
+

D4

ve
_(f”jtazg”)D‘1 |
' = t[[—(f"+azg")D+(f’+ag')D’D1T+[—g"D+g’D’D1]2+[—D’DTJ (du)’
+
D4
ag’D™
(fr a2 ' NAP-L T an” ' "N\ [/P-L
ol [ (f"+a’g")D+(f +ag)DDD4 ][ ag'D+(f'+ag')D'D ]J udy
" m~rn-112 r~-112
" (-9 D+gDDD4] +[-DD™ ]
_g"D_l i
H [~ag’D+(f'+ag’)D'D*] +[E;g"D+g'D’D1]2+[—D’D1]2J (dv)’
seklindedir.
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Ispat. M bir afin 6teleme yiizeyi olsun, M' de bu yiizeyin paralel yiizeyi olsun.
M' yiizeyinin birinci temel formu

E'(du)’ +2F'dudv +G' (dv)’ (3.1.12)

dir. Burada E',F' ve G', L temel formun Kkatsayilaridir. Simdi bu katsayilari

hesaplayalim:

Bir M afin 6teleme yiizeyinin n birim normal vektor alani
~(=(f+ag), g 1)
\/l+ +ag

seklindedir. Ayrica D =EG—F* =1+(f'+ ag')2 +g'* olmak iizere

{[( f"+a’g")D+(f'+ag’)D'D™|,[-g'D+ g'D'Dl},[D'DljJ
n =

u

D2
ve

n =

\

L[—ag"m( f'+ag’)D'D"],[-g'D+ g’D’Dl][—D'Dl}}

D2
elde edilir. Dolayisiyla E',F' ve G' katsayilari, sirasiyla,
E' :(1+(f'+ag')2)+2t(f”+azg”)

) [—( f"+a’g")D+(f'+ag’) D’D‘l]2 +[—g”D + g’D’D‘1]2 W{—D'D‘l}2 :

+t O

F'=g'(f'+ag’)+2tag’D™

) [—( f7+a’g")D+(f'+ag’) D'D‘l}[—ag"D +(f'+ag’)D'D™]

+t o7 ,
[[-gD+gDD*] +[-DD*T

+t o
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G'=(1+g”)+2tg'D*

[[-agD+(f'+ag")DD*] +[-g'D+gDD*| +[-DD*] |,
D4

+1

bulunur. Bulunan bu degerler (3.1.12) de yerine yazilirsa M' yiizeyinin birinci temel

formu elde edilir. M"' yiizeyinin ikinci temel formu
' =1 (du)’ +2M'dudv+N"' (dv)’ (3.1.13)
dir. Burada L',M" ve N, Il. temel formun katsayilaridir. Bu katsayilar, sirasiyla,:
L'=(f"+a’g")D"
[—( f"+a’g")D+(f'+ag’) D'D‘l]2 +[-9'D+ g’D'D‘1]2 + [—D’D‘l}2 ,
D’

+t

M'=ag"D™"
[—( f ”+azg”) D+(f'+ag’) D’D’l][—ag”D +(f'+ag’) D’Dﬂ}

+t D
[~9'D+ g'D'D-l]2 + [—D'D-l]2

+1 o

N'=g'D™"
[—ag'D+(f'+ag’)D'D* | +[-g'D+gDD* 2+[—D’Dl}2} |

+t D°

dir. L',M" ve N' degerleri (3.1.13) de yerine yazilirsa M" yiizeyinin ikinci temel formu
elde edilir. Bu da ispati tamamlar.
Bir M afin dteleme yiizeyinin temel formlar1 ile bunun M paralel yiizeyinin
birinci temel formu arasinda
I =(dr',dr")
=(d(r+tn),d(r+tn))
=(r,du +tn,du +r,dv +tn,dv, r,du +tn,du + r,dv +tn,dv)
=(r,,r,)du®+2t(r,,n,ydu®+2(r,,r,)dudv + 2t(r,,n, ) dudv
+2t(r,,n, Ydudv+t*(n,,n,)du® +2t*(n,,n, ) dudv +(r,,r,) dv
2

+2t(r,,n,)dv? +t*(n,,n,)dv’
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bagintisi vardir. Bu degerler (2.1.3) de g6z 6niine alinirsa,
I' = Edu® + 2Fdudv + +Gdv® + 2t ( Ldu? + 2tMdudv + Ndv2)
+t*(n,,n, ydu® +2t*(n,,n, )dudv+t*(n,,n,)dv?
olur. Buradan da

1Y =1 +2tH +t21
elde edilir.

M paralel yiizeyinin ikinci temel formu i¢in ise benzer baginti;

= <drt dn)

(r+tn), >

u

r,,n,ydu® +(r,,n, Ydudv+t(n,,n,ydu® +t(n,,n,)dudv

u’’v

<r du+tn du +r,dv +tn,dv,n,du+n,dv)
{

u u?’v u’’u

+(r,,n, ydudv+(r,,n,)dv? +t(n,,n,)dudv+t(n,,n,)dv’

seklinde bulunur. Boylece

' =11+t

elde edilir.

Teorem 3.1.5. Bir M yiizeyinin bir paralel yiizeyi M' olsun. P € M noktasinda

M nin Gauss ve ortalama egrilikleri, sirasiyla, K ve H olsun. f(P)e M" noktasinda

M" nin Gauss ve ortalama egrilikleri de K' ve H' olsun. O zaman

K =L2 (3.1.14)
(1+tH +t K)
ve
o H+2tK (3.1.15)
(1+tH +t2K)
dir [13].

Boylece teorem 3.1.5 kullanilarak bir M afin 6teleme yiizeyinin M' paralel

yiizeyi i¢in Gauss egriligi ve ortalama egrilik ile ilgili agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.6. M bir afin &teleme yiizeyi olsun, M' de bu yiizeyin paralel yiizeyi

olsun. Bu durumda M" yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligi, sirasiyla,
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f rg r/D -4

‘< (3.1.16)
(1HB[f”(1+g’2)+g"(l+a2+ f'z):| D3}+t2f!gﬂD4j
ve
H ([f"(“g )+g (l+a2+f’z)}D*S)mf'g"[y1 o
_(2+t(|: 1+g (1+az+f'Z)JD_3)+2t2f'ger_4) (3.1.17)
dir.

Ispat. M bir afin 6teleme yiizeyi olsun, M' de bu yiizeyin paralel yiizeyi olsun.
(3.1.14) ve (3.1.15) den M' yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligi, sirasiyla,
¢ K ¢ H +2tK
=T ve T
(1+tH +£°K) (1+tH +°K)
seklindedir. M afin 6teleme yiizeyi igin elde edilen Gauss ve ortalama egriligi (3.1.14) ve
(3.1.15) de yerine yazilirsa,

K= f§'D"
[1+t[;[f”(l+ g’2)+g”(l+a2+ f’z)] D3}+t2f'g”D4J
ve
. ([f”(1+ g’2)+g"(1+a2 + f’z)} D‘3)+4tf y'D
(2+t([f"(l+ g'2)+ g”(1+a2+ f’z)} D’3)+2t2f’g"D’4)
elde edilir.

NOT. (3.1.1) denklemi ile verilen bir afin 6teleme yiizeyinin M' paralel yiizeyinin
flat olmasi i¢in gerek ve yeter sart f veya g fonksiyonlarindan en az birinin lineer bir

fonksiyon olmasidir.
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3.2. 3-Boyutlu Hiperbolik Uzayda Afin Oteleme Yiizeyleri

Bu béliimde 3-boyutlu hiperbolik uzay H® de afin 6teleme yiizeyleri icin Gauss
egriligi ve ortalama egrilik elde edildi. Ayrica minimal polinomial afin dteleme yiizeyleri
incelendi ve H* de bir polinomial afin Steleme yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve
yeter sartin bu yiizeyin iki degiskenli bir lineer fonksiyonun grafik ylizeyi olmasi gerektigi

gosterildi. Ustelik H® de polinomial minimal afin &teleme yiizeylerinin total geodezik

olmayan diizlemler oldugu elde edildi.
3-boyutlu hiperbolik uzay H? iin yari-uzay modelinde bir dteleme yiizeyi
r(xy)=(xy, f(x)+g(y)) (1. Tip)

veya
r(x,z)=(xf(x)+g(z),2) (11. Tip)

seklinde verilen bir grafik yiizeyidir.

Ayrica H Oklid ortalama egrilik ve H, hiperbolik ortalama egrilik olmak iizere

H,(x,y,z)=zH (X, y,2)+n,(x,Y,2) (3.2.1)
bagintist vardir [17].

H? de I tip ve IL. tip ile verilen bir 6teleme yiizeylerini ele alalim. Lopez makalesinde H?*

de bu iki tip i¢cin minimal olma durumunu incelemis ve asagidaki teoremleri ispatlamistir

[17].

Teorem 3.2.1. H® de 1. tip ile verilen bir dteleme yiizeyinin minimal yiizeyi yoktur
[17].

Teorem 3.2.2. H® de Il tip ile verilen bir M &teleme yiizeyinin minimal yiizeyi
total geodezik diizlemlerdir [17].

H® de yari-uzay modeli igin x," hiperbolik asli egrilikler olmak iizere «," asli
egrilikleri ile x; Oklid asli egrilikleri arasindaki bagmti (2.2.7) denkleminden

K" =1zK 4N,
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seklindedir. Burada n; , n=(n;,n,,n,) birim normal vektdriiniin ii¢iincii bilesenidir. M
nin hiperbolik Gauss egriligi K, ile verilsin. Bu durumda K, =x"«," -1 seklinde
hesaplanir. (2.2.7) den

th =K, +Nn,; Ve th =ZK,+N,
olur. Buradan

', = (2 + 1) (2K, +10,) = 27 (kik, ) + 20y (K + &, )+ 1y
bulunur. Yani verilen bu model i¢in K, hiperbolik Gauss egriligi, bu yiizeyin Oklid
anlamindaki Gauss ve ortalama egriligi, sirasiyla, K ve H olmak {izere

K, =x"x,"-1=2*(K)+zn,(H)+n? -1 (3.2.2)
olarak elde edilir.

Yari-uzay modelinde bir M afin 6teleme yiizeyi i¢in (3.2.2) denklemi goz Oniine

alinirsa asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 3.2.1. H°® de bir M afin 6teleme yiizeyi igin K, hiperbolik Gauss egriligi

K, %[Z(f +9) (foD*)+(f +g)([f"(1+ 9”)+g"(1+a"+ f’z)])D’”Z +2Dl—2J

dir.
Ispat. (3.2.2) de (3.1.2) ve (3.1.3) goz oniine alinirsa istenilen elde edilir.

M polinomial bir afin 6teleme yiizeyi olsun. Yani, b, ve ¢, sifirdan farkli sabitler
iken f ve g

f=bu™+b _u"'+..+bu+b, ve g=cVv'+c V"'+..+CV+C,
seklinde verilsin. H® de Z(X, y) = f (X)+ g (y+ax) nin grafik ylizeyi olarak verilen bir
M polinomial afin 6teleme yiizeyi i¢in (3.2.1) denklemi ile verilen H, hiperbolik

ortalama egriligi ele alinirsa asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.3. H® de polinomial seklinde verilen bir M afin 6teleme yiizeyinin
minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart Z(X, y) nin lineer, yani f ve g nin lineer
fonksiyonlar olmasidir.

Ispat. M, H® de polinomial bir afin teleme yiizeyi olsun. Béylece H ve n, ,

sirastyla,
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1
(1+(f’+ag’)2 +g’2)

1 " !/ " ’ —
HZE[f (1+97)+g (1+a2+f2)]D3 ve n, = 7
seklindedir. Bu ifadeler (3.2.1) denkleminde yerine yazilirsa M afin Gteleme ylizeyinin
ortalama egriligi
f"(1+9%)+g"(1+a°+ f"
(fr(L+g”)+o'( | )., 2 (3239)
)2 (1+(f’+ag’)2+g'2) ?

H=(f+9)
(1+(f’+ag')2+g'2

olarak hesaplanir. Bu ylizeyin minimal olmasi i¢in

(f"(l+g'2)+g”(1+a2+f'z)) 5

(f+9) + =0
(l+(f’+ag’)2+g’2)% (1+(f'+ag’)2+g’2)}/2
olmalidir. Bu ifade diizenlenirse,
(f +g)(f"(l+g’2)+g"(1+a2+ f'2))+2(1+(f’+ag')2+g’2):0 (3.2.4)

olur. Bunun y ye gore diferensiyeli alinirsa,

g'[f”(1+ g'2)+g”(l+a2 + f'z)]+(f +g)[2f”g’g”+g"’(1+a2 + f’2)]

(3.2.5)
+2(2(f'+ag')ag"+29'9")=0
elde edilir. Bu denklem daha agik olarak yazilirsa
f/g!+ ffg/3+glg"(1+a2 + f!2)+2f flg!gll+ fglll(1+a2+ f/2)+2fﬂggrgﬂ
(3.2.6)

+9g”(1+a’ + f*)+4af §"+4a°g'g" +4g'g" = 0
bulunur. Diger taraftan kabul edelim ki b, c, # 0 olmak tizere f ve g
f=b,u™+b, U™ +..+bu+b, ve g=cV"+c, V' +..+CV+C,
seklinde verilsin. (3.2.6) denkleminde f ve g yerine yazilirsa u ve v ye gére polinom

seklinde bir ifade elde edilir. Bu ifadenin sifira esit olmasi i¢in tiim katsayilarin sifira esit

olmasi gerekir. Bu denklem asagidaki durumlar i¢in incelenirse:
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Durum1. m,n>2

i. Kabul edelim ki m>n(>2) olsun.

3m-2, ,n-3
\"

(3.2.6) denkleminde u ya gore en yiiksek derece u olup bu ifade denklemin

"

ff'*g” +21'99'9" + g9 kismmdan  elde  edilir. Bu ifadenin  katsayisi
b,’c,m?n(n—1)(n—2) seklindedir. b,,c, #0 ve m>n=2 oldugundan bu durum igin
(3.2.6) denklemi sifira esit olamaz.

ii. Kabul edelim ki n>m(>2) veya m=n(>2) olsun.

Yukarida kullanilan metot yardimi ile (3.2.6) denklemi bu durumlar igin de sifir olamaz.

Durum 2.

i. m>n=1olsun.

Bu durumda bazi ¢,d ve c#0 igin g=cv+d yazlabilir. Bu durum denklem
(3.2.6) da goz oniine alinirsa

f7(c®+c)=0
elde edilir. c#0 oldugundan f"=0 , yani, f lineer bir fonksiyondur. Boylece eger f ve
g lineer fonksiyonlar ise denklem (3.2.6) saglanir.

i. n>m=1olsun.
Boylece bazi b,d ve b=#0igin f =bu+d yazlabilir. Kabul edelim ki f lineer iken g

n-3

lineer olmasin. Béylece (3.2.6) denkleminin v ye gore en yiiksek derecesi V> olup bu

(3.2.6) denkleminin gg"(1+a’+f"*)+gg"(1+a*+ f"*)+4a’g'g"+4g'g" kismindan
elde edilir ve annz(n—l)(1+ a’ +b2) katsayisina sahiptir. C, #0 olup bu durum igin

(3.2.6) denklemi sifira esit olamaz.

Durum 3.
i. m>n=0 olsun.

Bu durumda g bir sabit olup, (3.2.6) denklemi saglanir. Ancak g sabit iken, (3.2.4)

denkleminden f bir polinom olmaz. Dolayisiyla bu bir ¢eligkidir.
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ii.n>m=0 olsun.

Bu durumda f (f =b) seklinde bir sabit olarak ele alinabilir, Bdylece denklem
(3.2.6) yeniden yazilirsa

g’g”(1+a2)+bg”’(1+a2)+ gg”’(1+a2)+4azg’g”+4g'g” =0
elde edilir. 1. ve 2. durum igin izlenen metot bu durum i¢in de géz 6niine alinirsa C, #0

oldugundan yukaridaki denklem saglanmaz.

Buna gore asagidaki sonug verilebilir:

Sonug¢ 3.2.2. H*® de minimal polinomial afin Steleme yiizeyleri total geodezik

olmayan diizlemlerdir.

3.3. 3- Kiirede Afin Oteleme Yiizeyleri

Bu béliimde 3-kiirede invers stereografik déniisiim kullanilarak, 3-boyutlu Oklid

uzayindaki bir afin 6teleme yiizeyi S* kiiresi iizerine resmedildi. S° de elde edilen bu yeni

yiizey icin ortalama egrilik hesaplanip minimal olma sart1 incelendi.

M c R® bir afin teleme yiizeyi ve peM olsun. (X,U) da M yiizeyinin p
noktasindaki parametrizasyonu olsun. Burada asagidaki gibi verilen o:R®—>S° invers
stereografik donilisiimii g6z Oniine alalim:

(20, 2u,, 20,47 +u,? +u,? ~1)

o:R*>S*, (u,u,,u.)—>o(u,u,,u,)=
( 12 3) ( 1 ~2 3) u12+u22+u32 +1

Bu ifade

B (2u,|u|2 —1)

o(u)= - . u=(u,u,,u;)
ul+1

seklinde yazilabilir. Bdylece o(M)cS® yiizeyi o(p)eo(M) noktasmda (oo X,U)
parametrizasyonu ile verilir. Burada

Ta(p)a(M):span{(o-o X), (oo X)V}
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olup |(geX)|=1, {(6°X),(c°X),)=((c°X),(c°X),)=0 dir. Dolayssiyla o(p)
noktasinin  bir V  komsulugunda asagidaki sekilde verilen 77:V mO'(M)—>83
diferensiyellenebilir birim normal vektor alan1 mevcuttur, yle ki
[Too(M)] =span(o>x).n}
ve
[Ta(p)a(M )T ng(p)Sa =span{n} ,
dir.
O'(M) yiizeyinin, 0'( p) noktasindaki Hg ortalama egriligi,
(oo x),[{(0oX),,m)=2{(c=X), .(c>X),){(e>X), )
2
2(|(eo ), (%), (e %), (o), )
) (oo X),[ {(e2X),, )
2
2(|(= %), [ )] =f{(e>x), (e %), )f )

seklinde elde edilir. Buradan

(3.3.1)

2 _ 4/X,|° _4E
(1+|x|2)2 (1+|x|2)

‘(O‘OX)

u 2!

<(0°X)u’(<foX) >=4<xu’xv>= AF

’ (1+|x|2)2 (1+|x|2)

2 k)

X oo = (X[ (X X)X +(X X
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4 (1+|x[

(6oX), = — X = (X + (X X)) XX P +(X X,
(1+|x| ) 2 ( ) |
axx)

- 1+|X|2 (O- X)v
(coX), =—2 (1+|X|2x (X)X, (X, X)X,

(1+|x|)
~({Xu X)X XX X )+ X))
A% >( X)

1+|X|

bulunur. Bu hesaplamalar (3.3.1) denkleminde yerine yazilirsa ve |77|=1 :

(n,00X)= <77,(ao X )u> = <77,(ao X )V> =0 oldugu goz dniine alinirsa

— 2L H +(X,n) (3:3.2)

elde edilir [14].
(3.3.2) denklemi kullanilarak 3-boyutlu Oklid uzaymda verilen bir afin teleme
yiizeyi 3-boyutlu kiire iizerine resmedildiginde elde edilen yeni ylizeyin ortalama egriligi

asagidaki sonuglarla verilebilir:

Sonu¢ 3.3.1. M, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir afin &teleme yiizeyi olsun. Bu
durumda
(2u1, 2U,,2U,,U,° +U,° +U,’ —1)

‘R*—>S*, (u,u,, U, U, )=
o - (uy,u,,u;) = o (uy,u,,uy) AT

invers stereografik doniisiimii yardimiyla elde edilen ylizeyin ortalama egriligi, (3.3.2) den

1 2 2 (f 2
o0 +y4+( ik )[f"(1+9’2)+9”(1+a2+f'z)]D‘s (333)

+(-x(f'+ag’)-yg'+(f+g))D™

seklindedir.
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(3.3.2) de H =0 ise yani verilen afin oteleme yiizeyi minimal ise kiire tizerine
resmedilen yiizeyin minimal olmast i¢in <X,n> =0 olmalidir. Bu durum i¢in asagidaki

teorem verilebilir:

Teorem 3.3.1. M cR? z(x,y)=f(x)+g(y+ax) nin grafik yiizeyi olarak

verilen minimal bir afin 6teleme yiizeyi olsun. Bu yiizey invers stereografik doniigim

yardimiyla 3- kiire lizerine resmedilirse bu yiizeyin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

z(x,y) ninlineer, yani f ve g nin lineer fonksiyonlar olmasidir.

ispat. Kabul edelim ki M cR® minimal bir afin Steleme yiizeyi olsun. (3.3.2)
denkleminden kiire iizerine resmedilen yeni ylizeyin minimal olmasi i¢in <X , n) =0
olmalidir. (3.1.1) parametrizasyonu ve n :(—( f’+ag’),—g',l) D™ oldugu goz oniine
alinirsa,

<(x, y, f+9).(-(f'+ag’),~-g".1) D‘1> =0
elde edilir. Boylece

(—x(f'+ag’)-yg'+(f+g))D*=0
olur. Denklem diizenlenirse

(—xf'+f)+(—(y+ax)g'+g)=0
bulunur. Bu denklemde

(-xf'+f)=0 ve (—(y+ax)g'+g)=0
durumlarin1 ayr1 ayri inceleyelim.

I. (—Xf "+ f ) =0 denklemini goz Oniine alalim:
! ! 1
(—xf'+f)=0=f'-=f=0 (3.34)
X

olur. Sabitlerin degistirilmesi metodu kullanilirsa denklem
f'+p(x) f =q(x)

seklinde olup bu denklemin ¢6ziimii ¢ bir keyfi sabit iken

f(x)= e_Ip(X)dX {e_j p(x)dx.q (x)+ c}
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bulunur. Elde edilen bu ¢6ziim (3.3.4) de kullanilirsa
Lo [ [Lox
f(x) :ede {ejxd .0+c}:> f(x)=cx

elde edilir.

ii. Birincisine benzer yéntemle (—(y+ax)g’+g)=0 diferensiyel denklemi
¢Oziiliirse,

9(x)=c(y+ax)
bulunur.

Boylece f ve g nin lineer oldugu gosterilmis olur. Bu da ispati tamamlar.

3.4. 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Afin Oteleme Yiizeyleri

Bu béliimde 4-boyutlu Oklid uzayr E* de afin dteleme yiizeyleri tanmimlandi ve

tanimlanan bu afin Steleme yiizeyleri icin egrilikler hesaplandi. E* de tamimlanan bu

yiizeyin minimal olma sart1 incelendi.

Tamm 3.4.1. f ve g diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere

r(xy)=(xy f(xy).9(xy))
parametrizasyonu ile verilen bir yiizey olsun. Bu yiizeye E* de Monge yiizeyi ad1 verilir

[1].

Tamm 3.4.2. f ve g diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere

r(x, y)=(x, y, (X, Y),Q(X,y))

parametrizasyonu ile verilen bir yiizey olsun. Burada
Fxy)=1f(x)+a.(y) ve g(xy)=1f(x)+a.(y)

seklinde tanimlanirsa bu yiizeye E* de dteleme yiizeyi adi verilir [7].

Teorem 3.4.1. M, Monge ylizeyi ile verilen diferensiyellenebilir bir yilizey olsun.

Bu durumda bu yiizeyin Gauss egriligi ve Gauss torsiyonu, sirasiyla,
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C(f,f,—1,°)-B(f0y + 0., 2,0, )+A(9,9, -9,°)

o & (3.4.1)
P L P )‘F(fxxg\jyvig“fyy)+6(f“g” “Gufy) (3.4.2)

dir [2].

Teorem 3.4.2. M, Monge ylizeyi ile verilen diferensiyellenebilir bir yiizey olsun.

Bu durumda bu yiizeyin ortalama egriligi

(G, —2Ff,, +Ef, )

= N
Al 1 (3.4.3)
G(Agxx - fox)_2F (Agxy - foy)+ E(Agyy - nyy) N
+
2\/Kw3 2
dir. Burada
A=L+(1) +(f,) (3.4.4)
B=19.+1,0, (3.4.5)
C=1+(g,)" +(g,)’ (3.4.6)

dir [3].

Tamim 3.4.2 kullanilarak E* de bir afin 6teleme yiizeyi

r(xy)=(xy f,(x)+g,(y+ax), f,(x)+g,(y+a,x)) (3.4.7)
seklinde parametrize edilebilir. Buradan da

r =(1, 0,f +ag,/,f, +a2g2') ve T, =(0,1, 9, gz')
olur. Boylece E, F ve G, sirasiyla,

E=(r.r)= <(1,0, f'+ag,,f, +azgz'),(1,0, f'+ag,, f, +a,0, )>

2

=1+( f +ag, )2 +( f, +a2g2')

F

(ror,)= <(1.0, f +ag/,f, +a,0,).(0L9/, 0. )>

. ( f+ aigl')gl' +( f, +a,0, )9,
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G :<ry,ry>=<(0,1, 9., gz'),(O,l, 9., gz')>
, 2 , 2
:1"'(91) +(92 )
elde edilir. Yine (3.4.7) den
F =(0,0, f, +a’y,, f2”+a2292”), ry =(0,0,a191”,azgz") ve r, =(0,0, 91”,92”)
bulunur. (3.4.4-6) dan A, B ve C, sirastyla,
! ! 2 ’ 2
A:1+(fl +algl) +(gl)
B :( flr +a191')( fz' + azgzr)+ gllgzr
! ! 2 ! 2
C :1+(f2 +a,0, ) +(g2 )
olur. N, ve N,, E* de bir afin dteleme yiizeyinin birim normal vektor alanlari olmak

lizere,

N, =i(—( f +a1g1'),—gl',1,0) ,

l ! ’ ’ ’ ! ’
NZ—W—JK(B(E +a191)—A( f, +2,9, ).B(gl)—A(gz ),—B,A) !
seklinde elde edilir. (3.4.3) den E* de bir afin dteleme yiizeyinin ortalama egriligi,

1 " " ! ! " ! ! 2 ! ! 2
H :m(( fl +a1291 )(1+912+922)+91 (1+(f1 +a191) +(f2 +8,0, ) ij1
1 n ! ! ! ! ! !
_ZWZ\/K(Zaigl (( f, +a,0, )91 +(f2 +a,0, )gz ))Nl

+ ZW;I-JK([_B( f"+ afgl")+ A( f," + azzgz”):|(1+ 9,°+9," )) N, (3.4.8)

+2W+ﬁ([—ag;’ + Agz"](u( f +a,0, )2 +( 1, +a292')2D N,

_2\N+\/K(2[_B(alglﬂ)+ A(azgz")}(( f, + algl,)gl, "‘( f, +azgz,)gzr)) N,

bulunur. (3.4.1) den E* de bir afin dteleme yiizeyinin Gauss egriligi

S
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c|( +a’e )/ afgl”z]
K=— 4
W
B ( fl” + a12 glll ) gzll + ( f2” + azzgzﬂ ) glﬂ _ 2a1a2g1”gzﬂ}
-— e (3.4.9)
A ( f2" + azzgz” ) 92” - azzgzﬂz}
+ - 4
W
seklindedir.

E* de verilen bir afin 6teleme yiizeyinin minimal olma durumunu inceleyelim:

Kabul edelim ki M, E* de bir afin dteleme yiizeyi olsun. Bu durumda M

yiizeyinin ortalama egriligi

: \/— [( f+a’,)(1+0,% +0,% )+ 0/ (1+( f +a191')2 +( ) a0, )ZD N,

H:

2\,\,2\/— 23191 f +a191)91 (f2'+azgz')gz'))Nl
2vv%/’
2\/\/%/_

2\N3\/_

( f'+a’g, )+A(f +a,°, )}(1+gl'2+gz'2))N

2 2
[ -Bg," + Ag,’ (1+(f1'+aigl') +(f2'+azgz') DNZ
(2 -B(a0 )+ A(ag)](( +a. o (£ e, o N

seklindedir. Bu yiizeyin minimal olmast i¢in ortalama egriliginin sifir olmas1 gerekir.

>

Dolayistyla yukaridaki denklemde N, ve N, ile carpilan ifadelerin ayr1 ayr sifira esit

oldugu diistliniiliirse
ﬁ(( £ +a’g, )(1+ 9,2+0,” ) +9," (1+( f'+a0, )2 +( f, +a,9, )ZD N,

(3.4.10)
- ,—(23191" (( f/ +ag o, +(f, +azgz')92’)) N, =0
2W A

ve
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airgalle e vaarpea(n ae! Jura o)

* zvvi ﬁ([—Bgl" + Ag{'}(H( f+a0, )2 +( £, +2,0, )ZB N, (3.4.11)

_2\N+\/K(2[_B(aiglﬂ)+ A(azgz”)](( f+ag, o+, +a292’)92')) N, =0

olur. (3.4.10) denklemi g6z Oniine alinirsa
2 2
(( 7 +a’e” (Lo +0. )+ o, (1+( | +ag, ) +(f, +ag, ) D
—(28191" (( f1, + a191’ ) 91, +( fz’ + azgz')gz' )) =0
elde edilir. Bu denklem diizenlenirse

" " 12 "1 2. 2..Mm 12 " " "
fl + fl gl + fl gZ +a1 gl +a1 gl gZ + fl gl + fl gl + gl
[

"'az2 91”92!2 - 2""1"’1291”92’2 + 2a2 leglﬂgz, - 231 fz 0,9, = 0

bulunur. Bu denklem i¢in asagidaki durumlar mevcuttur:

(3.4.12)

Durum 1.

Kabul edelim ki f, ve g, sabit olsun. Bu durumda (3.4.12) denklemi saglanir.

Benzer sekilde (3.4.11) denkleminde f, ve g, in sabit olmas1 g6z 6niine alinirsa
" 2 n 12 n ! ’ 2 n ! ! !
(%" +ala (1o, )){gz [1+(f2 +a,9, ) D—(Z(azgz J((1 +a0.)0)) <0

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

fz" + fz"gz'2 + a2292" + gz" + fz'zgz” =0 (3.4.13)
olur.

i) Kabul edelim ki (3.4.13) de g, sabit olsun. Bu durumda f," =0 olup f, lineer

bir fonksiyon iken denklem saglanir.

ii) Kabul edelim ki (3.4.13) de f, sabit olsun. Bu durumda denklem

g, (1+ a22) =0 halini alir, yani @, lineerdir.
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Durum 2.

V=Yy+ax olmak iizere n ve c sifirdan farkl sabitler iken g, =nv+c seklinde bir

polinom olsun. Bu durumda (3.4.12) denklemi

f' (l+ n? + gz'z) =0
olur. Boylece ya m,d =0 iken f,=mu+d olur ya da c, sabit iken g, =v-1-n’*v+c
dir.

i) g,=nv+c iken f,=mu+d olsun. Bu ifadeler (3.4.11) denkleminde yerine

yazilirsa
((1+(m+a1n)2+n2)(fz"+azzgz")(1+n2+gz'2))
+([(1+(m+a1n)2+n2)gz"J(1+(m+a1n)2+(f2'+azgz')2D
—(2[(1+(m+a1n)2+n2)(azgz")}((m+a1n)n+(f2'+azgz')gz')):0

elde edilir. Bu denklem i¢in g, sabit ise ((l+(m+a1n)2+n2)(1+n2)fz")=0 olur.

m,n,a, #0 oldugundan f," =0 olup f, lineerdir.

ii) g,=nv+c iken g, =+-1-n’v+c, olsun. Bu durumda (3.4.11) denklemi sifir

olur.

Boylece asagidaki sonug verilebilir:

Sonug¢ 3.4.1. Kabul edelim ki M, E* de (3.4.7) ile verilen bir afin dteleme yiizeyi
olsun. Bu yiizey asagidaki her bir durum i¢in minimaldir,

i. f,,0,,0, sabitve f, lineerdir,
i. f,, f,, g, sabitve g, lineerdir,
iii. f,, f, , g, lineer ve g, sabittir,
iv. g, lineerve g, =«/ﬂv+c1 dir.

Kabul edelim ki M, E* de bir afin 6teleme yiizeyi olsun. O zaman M yiizeyinin

Gauss egriligi
1.1 1 2.2 2
K = Ci1C% —Cp ve K. = C1C»n —Cy
1 W 2 2 W 2
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olmak iizere
K=K, +K,
seklindedir. Burada K; ve K, ylizeyin Gauss egrilikleri ve c; ler ikinci temel form

katsayilaridir. Dolayistyla

( fl" 4 812 gl" ) gl” _ 312 91”2 fl,,gln

! W2A W2A
ve

[—B( f'+a’g, ) + A( f,'+a,°g," )}(—Bgl” +Ag,’ ) - (—Baigl” +Aa,g," )2
WA

K, =
olmak lizere

2
g [l ) sace ) (s e rn)
= +

WZ2A W*A

olarak hesaplanir. G6z Oniline alinan M ylizeyinin flat olmasi i¢in K =0 olmalidir. O
Zaman
2
£'q, [—B(fl +a’g, )+A(f2 +3,°0, )}(—Bgl +Ag, )—(—Baig1 +Aa,0, )

+ =0
W?A W*A

olur. Yukaridaki denklemin her teriminin ayri ayri sifira esit oldugu diistiniiliirse, yani

flﬂgln
=0 3.4.14
W?2A ( )

ve

|:_B( f1” + a:l.zgl")_'_ A( f2" + azzgz” )}(_Bglﬂ + Agz” ) _(_Ba191" + AazQZ” )2
W*A

=0  (34.15)

dir. ik olarak (3.4.14) denklemi gz 6niine almirsa f, ya da g, den en az birinin lineer

olmast gerektigi gorilir. Simdi (3.4.15) denklemi igin linecer olma durumlarini

inceleyelim:
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Durum 1.

f, lineer olsun. O zaman f," =0 olur, bu (3.4.15) de ele alinirsa

" "

~ABg,'9," (a,~a,)" — ABf,'g, + A*f,'g," =0 (3.4.16)
elde edilir.

Kabul edelim ki g, sabit olsun. O zaman (3.4.16) ifadesi
A’fg," =0 (3.4.17)
olur. Burada A#0 oldugundan f, yada g, lineer iken denklem saglanur.

Kabul edelim ki f, sabit olsun. Bu durumda (3.4.16) denklemi

~ABg,'g,’ (a, —a,) =0 (3.4.18)
olur. Burada A=0 ve a;,a, #0 oldugundan g, ya da g, lineer iken denklem saglanir.

Kabul edelim ki g, sabit olsun. Bu durumda (3.4.16) denklemi

~ABf,"g," =0 (3.4.19)

olur. Burada A#0 oldugundan f, yada g, lineer iken denklem saglanur.

Durum 2.
g, lineer olsun. O zaman g," =0 olur. Bu durum (3.4.15) denkleminde ele almirsa
~ABfg," + A’f,"g," =0 (3.4.20)

elde edilir. g, lineer iken denklem saglanir.

Durum 3.

f, ve g, lineer olsun. Boylece f" =0 ve g," =0 olur. Bu durum (3.4.15) de géz
Oniine alinirsa

A’f)g," =0 (3.4.21)

bulunur. Burada A#0 oldugundan f, yada g, lineer iken denklem saglanur.
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Sonug 3.4.2. Kabul edelim ki M, E* de (3.4.7) ile verilen bir afin &teleme yiizeyi
olsun. Bu yiizey asagidaki her bir durum igin flattir,

i. f, lineer g, sabitiken f, veya g, denen az biri lineerdir,
ii. f, lineer f, sabitiken g, veya g, den en az biri lineerdir,
iii. f, lineer g, sabitiken f, veya g, den en az biri lineerdir,
iv. g, ve g, lineerdir,

v. f, ve g, lineeriken f, veya g, den en az biri lineerdir.

3.5. Pseudo-Galilean Uzayinda Afin Oteleme Yiizeyleri

Bu bolimde 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayr G; de afin oteleme yiizeyleri

tanimland1 ve bu yiizeyler igin egrilikler incelendi. Ayrica benzer ifadelerin 3-boyutlu

Galilean uzayinda da elde edilebilecegi ifade edildi.

G; de bir dteleme yiizeyi o ve [ egrilerinin toplami olarak asagidaki sekilde
yazilabilir.

z(u,v)=a(u)+A(v) .

Boylece G; de bir M afin 6teleme yiizeyi

z=f(x)+g(y+ax) (3.5.1)
ile verilebilir. G; de M afin dteleme yiizeyi i¢in (2.3.11) ve (2.3.12) den

W=,1-g% ve N= !

olarak hesaplanir. Burada (3.5.1) g6z oniine alinirsa
z,=f'+ag’ ve 2z =¢

olup

2
z, =f"+ag9" , zxyzag” , Z,=0

14

elde edilir. (2.3.15) ve (2.3.17) denklemlerinden bu yiizeyin Gauss ve ortalama egriligi,

sirasiyla,
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2.1

B Zxxzyy_zxyz (f"+a g )gn_(ag,,)Z

o we W (35.2)
g
==& W4
ve
Z "

olarak elde edilir.

G; de tamimlanan M afin 6teleme yiizeyi i¢in (3.5.2) denklemi ele alinirsa bu

ylizeyin flat olmasi i¢in f" Q" =0 olmali, yani f ve g den en az biri lineer olmalidir. Bu

yiizeyin sabit Gauss egrilikli olmasi igin

LY = sht

=

olmalidir. Yani,

fr—sht=0 ve —9  —sht#0 (3.5.4)
(1-97)

olarak ele alinabilir. Boylece (3.5.4) denklemi ¢oziiliirse b,c,d € R olmak lizere
f (x)=bx*+cx+d
seklindedir. Ayrica A, B € R olmak iizere

1 g 1 1+9'
g(y+ax)==-——s+-log———
( ) 2(1_g¢2) 4 (1_9)

bulunur. Boylece asagidaki sonug verilebilir:

=A(y+ax)+B

Sonug¢ 3.5.1. G; de (3.5.1) denklemi ile verilen bir M afin Gteleme yiizeyi sifirdan
farkl1 sabit Gauss egrilikli ise b,c,d, A,B € R olmak iizere, bu yiizey i¢in
f (x)=bx*+cx+d

ve

olmalidir.
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G; de tammlanan M afin 6teleme yiizeyi igin (3.5.3) denklemi ele almir ve bu

ylizeyin ortalama egriliginin sabit oldugu diisiiniiliirse

B g”
2H _—(1_ T

yazilir. Buradan 4, 4, sabit olmak iizere

' 12
g :>(2Hv+/11)2: g

J1-g” 1-9”

elde edilir. Yukaridaki denklem diizenlenirse

1 1

=l
(2Hv+4,) g

2HV+ A, =

bulunur. Boylece

1-(2Hv+4)" 1

, 2Hv+ A,
> 2~ 9=
(2HV+21) g

) JL-(2Hv+4,)

olup

g=4 —%xll—(ZHV%)Z

elde edilir. Bu durumda asagidaki sonug verilebilir:

Sonug¢ 3.5.2. G; de (3.5.1) denklemi ile verilen bir M afin 6teleme yiizeyi sifirdan

farkl1 sabit ortalama egriligine sahip ise A, A, sabit olmak iizere, bu yiizey

z= f(x)+/12—%1/1—(2Hv+11)2

seklindedir.
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