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Bu tez, ti¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, temel tanim ve teoremler verilmigtir.

Ikinci boliim, ti¢ kistmdan olugsmaktadir. Birinci, ikinci ve son kisimlarda; sirasiyla,
stirekli, bagimsiz ve ayni dagilimli; kesikli, bagimsiz ve ayni dagilimli; ve siirekli, bagim-
siz fakat ayni dagilimhi olmayan tesadiifi degiskenlerin sirali istatistiklerinin dagilimlar:
verilmistir.

Son boliimde, siireksiz ve kesikli bagimlh tesadiifi degiskenlerin sirali istatistiklerinin
dagilimlar incelenmigtir. Ayrica, bagimh ile bagimsiz, siireksiz ile siirekli ve kesikli ile

stirekli durumlar arasindaki iligkiler verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Siral istatistikler, bagimh tesadiifi degiskenler, siirekli tesadiifi
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This thesis consists of three chapters.

In the first chapter, the fundamental definitions and theorems are given.

The second chapter consists of three sections. In the first, second and last sections, the
distributions of order statistics of continuous i.i.d., discrete i.i.d. and continuous i.n.n.i.d.
random variables are given, respectively.

In the last chapter, the distributions of order statistics of discontinuous and discrete
dependent random variables are examined. Furthermore, the relations between dependent
and independent, discontinuous and continuous, and discrete and continuous cases are

given.
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GIRIS

Istatistik teorisinde siral istatistikler oldukca énemlidir. Ciinkii; siral istatistiklerin
dagilimlari, 6rneklemin alindigr dagilimdan bagimsizdir.

1962’de Khatri [1], kesikli i.i.d. ve 1970’de David [2], siirekli i.i.d. tesadiifi degisken-
lerin sirali istatistiklerinin dagilimlarimi incelemistir. Ayrica; David [2], bagiml tesadiifi
degiskenlerin sirali istatistiklerinin dagilim fonksiyonunu da incelemistir. 1972’de Vaughan
ve Venables [3], permanent yardimiyla siirekli i.n.n.i.d. tesadiifi degigkenlerin sirali istatis-
tiklerinin olasilik yogunluk fonksiyonunu ve 1982’de Guilbaud [4], i.i.d. tesadiifi degisken-
lerin sirali istatistiklerinin dagilimlar1 yardimiyla i.i.d. olmayan tesadiifi degiskenlerin
sirali istatistiklerinin dagilimlarin ifade etmigtir. 1989’da Reiss [5], stirekli i.i.d. tesadiifi
degigskenlerin sirali istatistiklerinin dagilimlarim ve siireksiz i.i.d. tesadiifi degiskenlerin
sirali istatistiklerinin bilegik olasilik yogunluk fonksiyonunu ve 1991’de Balakrishnan ve Co-
hen [6], siirekli i.i.d. tesadiifi degiskenlerin sirali istatistiklerinin dagilimlarini incelemistir.
1991°de Beg [7], permanent yardimiyla siirekli i.n.n.i.d.; 1994’de Balakrishnan [8], sagdan
kesilmig siirekli i.n.n.i.d. iistel ve 2004’te Barakat ve Abdelkader [9], permanent yardimiyla

siirekli i.n.n.i.d. tesadiifi degigkenlerin sirali istatistiklerinin dagilimlarin incelemigtir.



1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 1.1. X kesikli tesadiifi degigkeni, xz1,xs,... degerlerini
olasiliklari ile alsin. f ’ye X'’in olasilik fonksiyonu denir. f |

i) flz) >0, i=1,2,3,..

or

I
MR

fxi) =1

ii)
(3

sartlarim saglar[10].

Tanim 1.2. f, reel sayilar kiimesi iizerinde tanimlanan bir fonksiyon olsun. a, b € R

ve a < b iken
b

Pla<X <b) :/f(x)dx

‘dir. f'ye X’in olasilik yogunluk fonksiyonu denir. f |
i) flz) =0,
ii) _Of flx)dx =1

sartlarim saglar[10].

Tanim 1.3. X ’in dagilvm fonksiyonu,

'dir. F'; X kesikli ise
ve X siirekli ise

seklinde ifade edilir[10].
Tanim 1.4. B,, R” uzayinda,

{(z1,22, 0y p) ER" 1 a1 < x1 < by,ag < x9 < byy.oeyay, < Ty < by}



seklinde tanimlanan n boyutlu araliklar: kapsayan en kiiciik o-cebiri olsun. Bu o-cebirinin

herbir elemanina R™ uzayinda bir Borel kiimesi denir[11].

Tanim 1.5. Bir f : R” — R fonksiyonu her ¢ € R igin {x € R": f(z) < ¢} € B,

sartin1 saghyorsa f fonksiyonuna R™ uzayinda bir Borel fonksiyonu denir[11].

Tanum 1.6. (1,2,...,n) indislerinin biitiin (i1,42, ....,7,) permiitasyonlar igin
(X1, Xo, ..., Xp) ile (Xiy, Xiy, -, Xi, ) 'nin dagilimi ayni ise X1, Xo, ..., X, tesadiifi degisken-
lerine degistirilebilir tesadiifi degiskenler denir. Degistirilebilir tesadiifi degiskenlerin her-
hangi bir alt kiimesi de degistirilebilirdir[12].

Tanim 1.7. X3, Xo, ..., X, tesadiifi degiskenlerinin x;’deki marjinal olasilik yogunluk
fonksiyonu f;(z;) ve bunlardan se¢ilmis (X, , Xi,, ..., X;,,)'nin (z;,, T, ..., x;,, ) 'deki bilegik

olasilik yogunluk fonksiyonu f (z;,, zi,, ..., x;,, ) olsun. 1 <m <n ig¢in (x;,, T, ..., i, )’de

[ (@i, Tigs oo @i,) = fir (@ir) fio (Tig) - fin (i)
ise, X1, X2, ..., Xy, 'lere bagimsiz tesadifi degiskenler denir[13].

Tanim 1.8. ajp,ao,... kolon vektorleri olmak iizere a;’in 47 defa, as’nin iy defa ...

yazilmasi ile elde edilen matris,
[ a; az
11 12
ile gosterilir. A = (ai;), n x n tipinde karesel bir matris ise,

per (A) = > ﬁ QAio (i)

€Sy 1=1

'dir. Burada Sy, (1,2, ...,n) nin permiitasyonlarinin kiimesidir. Yani; permanent, ac¢ilimin-

daki biitiin isaretlerin pozitif olmas: harig, determinant ile aynidir[9].



2. BAGIMSIZ TESADUFi DEGISKENLERIN SIRALI iSTATiSTIKLERININ
DAGILIMLARI

2.1. Siirekli, Bagimsiz ve Ayn1 Dagilimh Tesadiifi Degiskenlerin Sirali Ista-
tistiklerinin Dagilimlar:

X1, Xo, ..., X, tesadiifi degigkenlerinin siralanmig hali,

olsun.
Xrn'ye, . swraly istatistik ve (2.1.1)’e de Xy, Xo, ..., X;;’nin surale istatistikleri denir.
Burada, Xi., = min(X1, Xo, ..., X;,) ve X,y = max(Xy, Xo, ..., X;,) olarak ifade edilebilir.
X1, Xo, ..., Xy, folasilik yogunluk ve F dagilim fonksiyonuna sahip, siirekli, bagimsiz
ve ayn1 dagilimh tesadiifi degiskenler olsun. Bu tesadiifi degiskenlerin siral istatistiklerinin
maksimumunun dagilim fonksiyonu,
Fon(z) = P(X1<z,Xo<uz,..,X, <x)
= Fi(z) Fy(x)...F,(x)
= F"(z) (2.1.2)
olarak elde edilir. (2.1.2)'nin z’e gore tiirevi alinirsa bu tesadiifi degiskenlerin sirali ista-

tistiklerinin maksimumunun olasilik yogunluk fonksiyonu,

frn(@) = 5 (F(2)

= nF"(2)f(2) (2.1.3)
seklinde elde edilir. Bu tesadiifi degiskenlerin siral istatistiklerinin minimumunun dagilim
fonksiyonu,

Fip(z) = 1—-P(Xip>2)
= 1*P(X1>$,X2>$,...,Xn>$)
= 1-1-F()1-F(x)..(1-F,(x))
= 1—(1—-F(x)" (2.1.4)

olarak elde edilir. (2.1.4)’iin x’e gore tiirevi alimirsa bu tesadiifi degigkenlerin siral istatis-

tiklerinin minimumunun olasilik yogunluk fonksiyonu,

fin(@) = (- (- F@)")
= n(1—F(x)" ' f(2) (2.1.5)



seklinde elde edilir. Aym zamanda (2.1.3) ve (2.1.5), sirasiyla,

fam (x)dx = P (Xpm € dx)
= P (X ’lerin biri dz’in elemani, digerleri x’den kiigiik)
= nP (X €dz, digerleri 2’den kiigiik)
= nP(X; € dz) P (X; harig¢ digerleri #’den kiigiik )

= nf(z)deF" ! () (2.1.6)

fim (z)de = P (X1 € dx)
= P (X ’lerin biri dz’in eleman, digerleri x’den biiyiik )
= nP (X €dz, digerleri x’den biiyiik)
= nP(X; € dz) P (X; hari¢ digerleri #’den biiyiik)
= nf(z)de(1—F(z)"*! (2.1.7)
geklinde de elde edilebilir. Bu metodun avantaji, 1 < r < n olmak iizere herhangi bir r.

siral istatistigin olasilik yogunluk fonksiyonunun daha kolay elde edilmesidir. (2.1.6) ve

(2.1.7) yardimuyla r. siral istatistigin olasilik yogunluk fonksiyonu,

fr:n (-75) de = P (Xr:n c dl’)
= P (X ’lerin biri dz’in elemamn, digerlerin r — 1 tanesi z’den kiigiik )
= nP(X; € dx , digerlerin r — 1 tanesi z’den kiigiik )

) @a-FE)
) @a- Py

= nP(X; €dx) <
= nf(z)dx <
seklinde elde edilebilir[6, 14].

Tanim 2.1.1. Xi.,, Xo, ..., Xpon nin bilegik olasilik yogunluk fonksiyonu, —oo <

T < oy < ... < Tpep < 00 Olmak tizere
n
f1,2,...,n:n($1:na T2myy eees xn:n) =n! H f(xzn)
=1
"dir[6].

Tanmim 2.1.2. X,.,’nin olasilik yogunluk fonksiyonu, 1 < r < nve —co < & < 00

olmak iizere



B prela) (1 - F(2)" ()

fren®) = G Dim =)

"dir[2].

Tanim 2.1.3. X,., ve X, nin bilegik olasilik yogunluk fonksiyonu, 1 <r < s <n ve

—00 < x < y < oo olmak tizere

n! . o
fr,s:n(fray) = (T*l)!(S*T*l)!(n*S)!F I(IE) (F(y)iF(:‘C)) !

(A =F@)" f(x)f(y)

"dir[2].

Tanim 2.1.4. 1 <k<nvel=1ry<r <71y < ..<7rg <7Tgt1 =n-+ 1 olsun.
Xrymy Xrgimy ooy Xppon 1N bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu, 0 < F(x1) < F(x2) < ... <

F(z1) < 1 olmak iizere

k k+1 N T ri—Ti—1—1
fraravmont) = ni( [ (e o=l
i=1 i=1 Lo '

'dir. Burada, F(zg) =0, F(zp11) =1, x = (21,22, ..., T) Ve 1 < T3 < ... <z 'dir[5].
Teorem 2.1.1. Her =z € R icin,
Frop(z) = P(Xpp <2x)
= i < )Fm(:r)(l — F(x))"™™ (2.1.8)
'dir[2].

Ayrica, (2.1.8)’in z’e gore tiirevi alinirsa siirekli, bagimsiz ve ayn1 dagihmh tesadiifi

degiskenlerin r. siral istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu,

(Frn(2))

(P (X <))

(3 (”)F%)(l — R ™)

d
fr:n(w) = %
d
dx
d
2



n—1

= X (" )@ - ) e
m=r—1
- <n77_1 1)1“”%/:)(1 - F (@)D (2)

olarak elde edilir[5, 15].

2.2. Kesikli, Bagimsiz ve Aym Dagilimh Tesadiifi Degiskenlerin Sirali ista-

tistiklerinin Dagilimlar:

x; 0,1, 2, ... degerlerini sirasiyla p(0), p(1), p(2), ... olasiliklar ile alan kesikli bir tesadiifi
degigsken olsun. Burada, p(a) > 0 ve %o: p(a) = Vdir. =z sadece 0,1,2,..., M sonlu
degerlerini aliyorsa, o = 1,2, ... igin p(M j—:gz) = 0 olacaktir.

1,2, ..., Ty ler kesikli bir dagihmdan alinmig bagimsiz gozlemler olsun. Bu gozlem
degerlerinin siralanmig hali,

T1n S Top <l S Ty

ve P(s) = > p(«) olsun. Verilen n gozlem igin r.(n —r+1) tane birbirinden farkli durum
s67 konusudur. Yani, sirasiyla, k = 0,1,....r — 1 ve l =0,1,...,n — 7 igin x,.,’den kiigiik
P(zy., — 1) olasiikh (r — 1 — k), @y, 'nin p(x,.,) olasihikl (k + 1+ 1) ve ., den biiyiik

1 — P(zy.p) olasilikli (n — 7 — [) tane gozlem vardir. Boylece ., nin olasilik fonksiyonu,

r—1n—r

n!
rin\Lr: n Pr_l_k i — 1
Prin(® l;)g r—1—klk+1+1D(n—r—1) (wr. )
PPN () (1= Pap))™ (2.2.1)

seklinde elde edilir. Burada, ., = 0 ise P(z;., — 1) = 0’dr.



(2.2.1),

Pron(rm) = T <Z> 5 <r - 1) < ) Pk, _ 1)

k=0 =0
1

‘(1 7P(l'r:n) n rl l‘rn / yp xrn 1 — ) (l’r;n))l dy (2.2.2)
0

seklinde de ifade edilebilir.
Toplam ve integral arasindaki iligkiler ve yp(z,., )+ P (2., —1) = w degisken degigtirmesi
ile (2.2.2),

P(zr:n)
pr:n(xr:n> =T <:’> / ’wril(l - 'LU)nde'LU (223)
P(zr.n—1)

olarak ifade edilebilir. (2.2.3)’den x,., nin dagilim fonksiyonu,

Tr:n

Pr:n(xr:n) = Z pr:n(frr:n)

Trin=0

P(Ir:n)
= 7 <Z> / w1 — w)" " dw
0

seklinde elde edilir[1].

2.3. Siirekli, Bagimsiz Fakat Ayni1 Dagilimhi Olmayan Tesadiifi Degisken-

lerin Sirali istatistiklerinin Dagilimlar:

X1, Xo, ..., X;)’)nin sirasiyla, Fy, Fy, ..., Fy, dagihm ve f1, fa, ..., f,, olasilik yogunluk fonk-
siyonlarina sahip olsunlar. [4]’de i.i.d. tesadiifi degigkenlerin fonksiyonlar1 yardimiyla
innid. tesadiifi degigkenlerin fonksiyonlar: verilmistir. [4]’deki Teorem 2.1, agagidaki

sekilde verilmigtir.

Teorem 2.3.1. Her B Borel kiimesi i¢in

_ nfmm_n S S S
P((XllmXQ:nv "’7Xn2n> S B) = mz_l(_D n |5ng ((Xlzn7X2:n7 "’7Xn:n) € B)
(2.3.1)
seklinde yazilabilir. (2.3.1)’deki >  toplami, (1,2,...,n)nin m elemanl tiim S alt
|S|=m
kiimeleri tizerinden almmaktadir. X7, < X5 <. < X2
R

€S



dagilim fonksiyonlu i.i.d. tesadiifi degigskenlerinin sirali istatistiklerini gostermektedir.

Tanim 2.3.1. X,.,’nin olasilik yogunluk fonksiyonu, —oo < z < oo olmak iizere

1
frnl@) = g perFE) fe) 1-F) (2.3.2)

r—1 1 n—r

seklinde ifade edilebilir. Burada, F(z) = (Fy(z), Fy(z), ..., Fy(x)),
1-F(z) = (1-F(z), 1-Fx), .., 1-EF(x) ve f(z) = (fi(z), folx), ..., fulz))

siitun vektorleridir[3]. Ayrica, (2.3.2)’deki permanent acilirsa,

fr:n(w) = (T — 1 —’I“ | ZHE“ flv H ( Eb(x)>

P a=1 b=r+1
ifadesi elde edilir. Burada, ) toplamu, (1,2, ...,n)nin biitiin n! tane (41, i2, ..., i,) permii-
P

tasyonlar tizerinden alinmigtir[8].

Tanim 2.3.2. 1 <r<s<nve —o0o<x <y < oo olmak iizere X,., ve Xs.,'nin

bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu,

from(e) = TEpeF@) fr) F@)-F@) f6) 1-F)  (233)

r—1 1 s—r—1 1 n—s

'dir. Burada, C; ., = (Til)!(sifil)!(nis)! ve permanent i¢indeki ifadeler, (2.3.2)’dekilere

benzer siitun vektorleridir[7]. Ayrica, (2.3.3)’deki permanent agilirsa,

s—1
Franl®) = TG ST n_S,ZHF@a @) T Fuly) - Fol@) £.0)

P a=1 b=r+1

: H (1—Fi.(y))

c=s+1
ifadesi elde edilir. Burada, ) toplamu, (1,2, ...,n)nin biitiin n! tane (41, i2, ..., i,) permii-
P

tasyonlar: tizerinden almmigtir[8].

Tanim 2.3.3. X,.,’nin dagilim fonksiyonu, —oco < x < oo olmak iizere

n

Frn(z) = Zmper[F(x) 1 F(a)]

m=r
m n—m

'dir. F(z) ve 1 — F(z), (2.3.2)’deki gibidir[9)].



3. BAGIMLI TESADUFi DEGISKENLERIN SIRALI iSTATISTIiKLERININ
DAGILIMLARI

X1, Xo, ..., X, bagimh tesadiifi degiskenlerinin bilegik dagilim fonksiyonunu

P, (x1,xa, ..., x,) ile gosterelim. Buradan

'dir. (3.1), X, i¢in,

= (=)™ Sm (32)

n
seklinde genellegtirilebilir. Burada, Sy,, 1 < i1 < iz < ... < iy, < n olmak iizere

m
tane P (X;, <z,X;, <=z,..X;, <z) olasiliklarmm toplamidir. Ozel olarak, tesadiifi

degiskenler degigtirilebilir ise (3.2),

Frn(z) = P(Xppm <x)
n m—1 n
- Z(q)m—r » P (X < ) (3.3)

seklinde ifade edilebilir[2].

X1, Xo, ..., X;’ler bagimsiz ve ayn1 dagilimh ise (3.3),

Frp(z) = P(Xppm <2x)
n m—1 n
= Y (-ym » F™ ()
= ) F™(z)(1 = F(z)"™™ (3-4)

seklinde yazilabilir.

Simdi, bagimsiz ve ayni dagilimh tesadiifi degiskenlerin r. sirali istatistiginin dagilim
fonksiyonunu inceleyelim. Bu fonksiyon, (3.4)’deki gibi veya tam olmayan beta fonksiyonu

yardimiyla
Frn(x) = Ip@(r,n —r+1) (3.5)

10



seklinde de ifade edilebilir. (3.5),

F(x)

IF(Z)(T,R—T-i-l) = /

0

(r — 1)7!1(!71 — 7‘)!#71(1 —t)"dt (3.6)

seklinde yazilabilir. (3.6)’da (1 —¢)" " ifadesi yerine binom agihimi yazilirsa

n—r n! r—1+j j
0

elde edilir. (3.7)’de integral alimirsa r 4+ j = m igin

n ey [ M—1 n -
Ip@y(rn—r+1)=> (-1) F™(z) (3.8)
m=r r—1 m

elde edilir. (3.8), (3.4) ile aymdir[16].
Xi, 1 <1i < n tesadiifi degiskeninin dagilim fonksiyonu F; olmak iizere F;'nin z’deki
degeri F; (z) ve Fj, 2’de siireksiz olsun. Bu durumda (0, 1)—diizgiin dagihmh 7 tesadiifi

degiskeni yardimiyla tanimlanan ve (F; (z7), F; (z)) araliginda diizgiin dagilimli olan,
Fi (27) +n(F (z) — F (z7)) (3.9)

tesadiifi degiskenini diigiinelim. (3.9)’da F; (x~), F;’nin 2’deki soldan limitini gostermek-

tedir ve X; ile  birbirinden bagimsizdir. n’nin gozlem degeri y olmak iizere (3.9),
Hi(y,x) = F; (x7) +y (Fi(z) = F; (z7)) (3.10)

seklinde alimirsa, (3.10), (0, 1) —diizgiin dagilimh olur ve x’de siireksiz olan Fj’nin yerine

alinabilir[5]. (3.2) ve (3.10)’dan agagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.1. X;, 1 <i < n, tesadiifi degigkeninin dagilim fonksiyonu Fj;, x’de siireksiz

olsun. Siireksiz ve bagimh tesadiifi degigkenlerin r. sirali istatistiginin dagilim fonksiyonu,
Hr:n(y7 .1') = P (XT’In < (E)
n
= 2y >, HOEe (), (y,2))
m=r r—1 ) 1<ii<is<..<im<n
(3.11)
'dir. Burada, H(v20m) ((y. x), ..., (y, %)), Xi;, Xiy, ..., X, tesadiifi degiskenlerinin bilesik

dagilim fonksiyonudur.
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Sonug 3.1. (3.11)’deki tesadiifi degigkenler siirekli ise r. sirall istatistigin dagilim
fonksiyonu [2]’de oldugu gibi,

Frn(z) = P(Xpm <7)

n m—1 o .
= > (=" > Flvi2ein) (g g 1) (3.12)
m—r r—1 ) 1<ii<is<..<im<n

seklinde ifade edilebilir. Burada, FOvi2im) (g 2, ... x), X;,, X4y, ..., X;,, tesadiifi degisken-

lerinin bilegik dagilim fonksiyonudur.

Sonug 3.2. (3.11)’deki tesadiifi degigkenler siireksiz, bagimsiz fakat ayni dagihmh

degilse r. sirali istatistigin dagilim fonksiyonu,

Hr:n(y7x> = P(Xrn§w>

= > (™ > H;, (y, x)Hi, (y, )... H;, (y, )
m—r r—1 | i<ij<ig<..<im<n
- 1
= _ H 1-H 1
m n—m

seklinde elde edilir. Burada, H (y,x) = (Hi (y,z), H2 (y, ), ..., Hy (y,2))" ve
1-H(y,z2)=1-Hi(y,z),1 - Ha(y,z), ..., 1 — Hy (y,2)) siitun vektorleridir.

Sonug 3.3. (3.13)’deki tesadiifi degiskenler aym dagilimh ise 7. sirali istatistigin

dagilim fonksiyonu,

Hyp(y,z) = P(Xpp <x)
- m—1 n
= 20 : H™(y, z)
= D ") H g - Hig,a) (3.14)

seklinde elde edilir.

Sonug 3.4. (3.13)’deki tesadiifi degiskenler siirekli ise r. sirali istatistigin dagilim
fonksiyonu [9)’de oldugu gibi,

Fr:n(x> - P(Xr:n Sl’)

- zmper[m) 1 F(2) (3.15)
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seklinde elde edilir. Burada, F (z) = (F1 (), Fa (2), ..., By, (2)) ve 1-F (z) = (1-F (z),
1—Fy(z), ..., 1 — F, (x)) siitun vektorleridir.

Sonug 3.5. (3.15)’deki tesadiifi degigskenler aynmi dagilimli ise r. sirali istatistigin
dagihm fonksiyonu [2]’de ifade edildigi gibi,

Frn(z) = P(Xpm <2)

il B I P
- Y " | Fr@a - Py (3.16)

seklinde elde edilir.

(3.2)’den asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.2. X;, 1 < i < n, tesadiifi degigkeninin dagilim fonksiyonu P, olsun.

Kesikli ve bagiml tesadiifi degigkenlerin r. siral istatistiginin dagilim fonksiyonu,

= mer [ M1 (i1,i2,resim)
Pr;n(xT;n) = Z(-l) Z pytiztm (mTZTH Lpiny ey xr:n)
m—r r—1 ] 1<ii<is<..<im<n

(3.17)
"dir. Burada, P(il’”’“"im)(xrm, Tpemy ooy Trem )y Xiys Xigs ooy Xipy, tesadiifi degigkenlerinin bile-

sik dagilim fonksiyonudur.

Sonug 3.6. (3.17)’deki tesadiifi degiskenler bagimsiz ise r. sirali istatistigin dagilim
fonksiyonu,

Trip T—1n—r 1

Prin(wrn) = ZZ(rfl—k)!(kJrlJrl)!(n*T*l)!

Tr.n=0 k=0 [=0
per[P(xpy, — 1) P(Zrm) 1—P(zp)] (3.18)

r—1—k E+1+1 n—r—I

seklinde elde edilir. Burada, P (2., — 1) = (P1 (@, — 1), Py (X, — 1), ooy Py (2, — 1)),
p (wr:n) = (pl (wr:n - 1) , P2 (wr:n - 1) y 0y Pn (xT:n - 1)>/ vel—P (mr:n) = (1 - P (wr:n> s

1= Py (), ooy 1 — Py (24)) siitun vektorleridir.

Sonug 3.7. (3.18)’deki tesadiifi degiskenler aym dagilimh ise r. sirali istatistigin
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dagilim fonksiyonu [1]’de ifade edildigi gibi,

Trm T—1ln—r

n!
Prn(@rn) = Z:E:E:&—l—kwk+l+DKn*T*W

Tr:n=0 k=0 [=0
-Pr_l_k(l'r:n - 1)pk+l+1($r:n) (1 - P(:L'T:n))niTil

| P(Irm)
_ n. r—1 n—r
- e / w™L(1 — )" dw (3.19)
0

seklinde elde edilir.

Sonug 3.8. (3.17)’deki tesadiifi degiskenler siirekli olacak sekilde arttirilirsa siirekli
ve bagiml tesadiifi degigkenlerin . siral istatistiginin dagilim fonksiyonu, (3.12)’deki gibi

elde edilir.

Sonug 3.9. Sonug 3.8’deki yaklagim ve (3.18)’de k = [ = 0 alinirsa siirekli, bagimsiz
fakat ayni dagilimli olmayan tesadiifi degiskenlerin r. sirali istatistiginin dagilim fonksi-

yonu, (3.15)’deki gibi elde edilir.

Sonug 3.10. Sonug 3.8’deki yaklagim ve (3.19)’da k = [ = 0 alinirsa siirekli, bagimsiz
ve ayn1 dagilimh tesadiifi degigkenlerin 7. siral istatistiginin dagilim fonksiyonu, (3.16)’daki

gibi elde edilir.

Sonug 3.11. (3.11)’in z’e gore tiirevi alimirsa siireksiz ve bagiml tesadiifi degigken-

lerin r. sirali istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilir.

Sonug 3.12. (3.12)’nin z’e gore tiirevi alinirsa siirekli ve bagimli tesadiifi degiskenlerin

r. sirali istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilir.

Sonug 3.13. (3.13)’lin z’e gore tiirevi alinirsa siireksiz, bagimsiz fakat ayn dagilimh

olmayan tesadiifi degiskenlerin r. sirali istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu,

haa) = e e he) 1-Huw)] (320

r—1 1 n—r

seklinde elde edilir. Burada, H (y,x) = (Hy (y,z), Ha (y, ), ..., Hy (y,x)) ,

h(y,ac) = (hl(ywr)? hQ(ya 1’), ceey hn(yaw»/ ve 1 — H(y,x) = (1 — Hy (y,x), 1— Hs (y,x),
ey 1= H, (y,2))" siitun vektorleri ve h;(y,x) = fi (x7) +y (fi (x) — fi (7)) dir.
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Sonug 3.14. (3.20)’deki tesadiifi degiskenler ayni dagihimh ise r. siral istatistiginin

olasilik yogunluk fonksiyonu,

Ny, )(1 - H(y, @) h(y, ) (3.21)

hr:n(y’:‘c) = (’I“ — 1)'(n — ’I“).

seklinde elde edilir.

Sonug 3.15. (3.15)’in x’e gore tiirevi alimirsa 7. sirali istatistigin olasilik yogunluk
fonksiyonu, [3]’de ifade edildigi gibi,

1
frm(x) = I T)!per[F(m’) f(x) 1-F(2)] (3.22)

r—1 1 n—r

seklinde elde edilir. Burada F (x) = (F1 (z), Fa(x), ..., F (2))", f () = (f1 (z), f2(2),
vy o (@) vel—=F (z)=(1—Fy(z), 1 - Fy(x), ..., 1 — F,, (z))’ stitun vektorleridir.

Sonug 3.16.  (3.22)’deki tesadiifi degiskenler aym dagiliml ise r. sirali istatistigin
olasilik yogunluk fonksiyonu, [2]'de ifade edildigi gibi,

fr:n(x) -

n! 11 PN

seklinde elde edilir.

Sonug 3.17. P(zy.) — P(2pm — 1) = p(2rm), (3.17)’ye uygulanirsa kesikli ve bagimh

tesadiifi degiskenlerin r. sirali istatistiginin olasilik fonksiyonu elde edilir.

Sonug 3.18. P(zy.y) — P(zrm — 1) = p(zrm), (3.18)°e uygulanirsa kesikli, bagimsiz
fakat ayni1 dagilimli olmayan tesadiifi degiskenlerin . sirali istatistiginin olasilik fonksiyonu,

r—1n—r

1
Prin(@rn) = ;; r—1-k)(k+i+Dln—r—10)
per[P(zp., — 1) P(Zrn) 1—P(zpp)] (3.24)
r—1-—k k+l+1 n—r-—1I

seklinde elde edilir. Burada P (2., — 1) = (P (®pn — 1), Po (T, — 1), ooy Pp (py — 1)),
P (wr:n) = (pl (xr:n - 1) , P2 (xr:n - 1) y ooy Pn (xr:n - 1))/ vel-—P (xr:n) = (1 - Pl (xr:n) )
1—Po (Zyn) 5 ooy 1— Py (2y2))’ siitun vektorleridir. Ayrica, @, = 0ise P;(zy.,—1) = 0’dur.
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Sonug 3.19. (3.24)’deki tesadiifi degigkenler ayni dagilimh olursa r. sirali istatistigin
olasilik fonksiyonu, [1]’de ifade edildigi gibi,

n!
pr:n(wr:n) = ZZ T—l— k+l+1)'(n—T_l)!

pr —1— k( o 1)pk+l+1( rn) (1 _P(wT:n»n—r—l

| P(xr:n)
n: T— n—r
Sl s T / w1 — w)" " dw (3.25)
P(zy.n—1)

seklinde elde edilir.

Sonug 3.20. Sonug 3.18’deki tesadiifi degiskenler siirekli olursa (3.24)’de k =1 =10
olur. Dolayisiyla; siirekli, bagimsiz fakat ayni dagilimh olmayan tesadiifi degiskenlerin 7.

sirali istatistiginin olasiik yogunluk fonksiyonu, (3.22)’deki gibi elde edilir.

Sonug 3.21. Sonug 3.19’daki tesadiifi degiskenler siirekli olursa (3.25)’de k =1 =0
olur. Boylece, siirekli, bagimsiz ve ayni dagilimh tesadiifi degiskenlerin r. sirali istatis-

tiginin olasilik yogunluk fonksiyonu, (3.23)’deki gibi elde edilir.

Sonug 3.22. Sonug 3.11’de ifade edilen olasilik yogunluk fonksiyonunun —oo’dan z’e
kadar integrali alinirsa siireksiz ve bagimh tesadiifi degigkenlerin r. sirali istatistiginin

dagilim fonksiyonu, (3.11)’deki gibi elde edilir.

Sonug 3.23. Sonug 3.12°de ifade edilen olasilik yogunluk fonksiyonunun —oo’dan
x’e kadar integrali alimirsa siirekli ve bagiml tesadiifi degiskenlerin r. sirali istatistiginin

dagilim fonksiyonu, (3.12)’deki gibi elde edilir.

Sonug 3.24. (3.20)’nin —oco’dan z’e kadar integrali alinirsa siireksiz, bagimsiz fakat

ayni dagilhimlh olmayan tesadiifi degigkenlerin r. siral istatistiginin dagilim fonksiyonu,

xT

Hr:n(ya:‘c) = / hr;n(y,l‘)dfﬂ

- / (r — 1)!1(n — r)!per[H(y’SC) h(y,z) 1-H(y,z))dz
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- [t e dHGe) 1 Ho)

r—1 1 n—r
n m—1
= ) (™7 > Hy, (y, z)Hiy(y, v)...H;,, (y, )
m=r r—1 1<i1<i2<...<im<n
=Y L ) 1-H(,0)
m!(n —m)! ’ ’

m n—m
seklinde, (3.13)’deki gibi elde edilir.

Sonug 3.25. (3.21)’'in —oco’dan z’e kadar integrali alimirsa siireksiz, bagimsiz ve ayni

dagilimh tesadiifi degiskenlerin r. sirali istatistiginin dagilim fonksiyonu asagidaki sekilde

elde edilir.

T

HTIn(y7x> = / hr:n(ywr)dm
N / (r— 1)?(!n - T)!Hril(y’ )1 = H{y, )" " iy, z)dz

—0o0
'da H(y,x) = u degisken degigimi yapilirsa

H(y,x) |

_ n: r—1 n—r

= / FoDim =y (mwTdu
0

elde edilir. Integranttaki (1 — )™~ 'nin yerine binom acilimi yazilirsa

n—r

-2

7=

n—r n!
(r—=1ln—r)!

u" I (=1 du

T
o\g
8

J

elde edilir. Burada r + j = m olarak alinirsa s6z konusu dagilim fonksiyonu,

= Sy m__ll " Em )
- S " ) Er a0 - By

seklinde, (3.14)’deki gibi elde edilir.

Sonug 3.26. (3.22)’nin —oo’dan x’e kadar integrali alinirsa siirekli, bagimsiz fakat
aynit dagilimh olmayan tesadiifi degiskenlerin r. sirali istatistiginin dagilim fonksiyonu,

(3.15)’deki gibi elde edilir.
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Sonug 3.27. (3.23)’iin —oo’dan z’e kadar integrali alimirsa siirekli, bagimsiz ve aym
dagilimli tesadiifi degiskenlerin 7. sirali istatistiginin dagilim fonksiyonu, (3.16)’daki gibi
elde edilir.

Sonug 3.28. Sonug 3.17’de ifade edilen olasilik yogunluk fonksiyonunun z,., = 0’dan
Zr.n e kadar toplami alinirsa kesikli ve bagimh tesadiifi degigkenlerin r. sirali istatistiginin

dagilim fonksiyonu, (3.17)’deki gibi elde edilir.

Sonug 3.29. (3.24)’tin x,.,, = 0’dan z,.,’e kadar toplami alimirsa kesikli, bagimsiz
fakat aymi dagilimli olmayan tesadiifi degiskenlerin r. sirali istatistiginin dagilim fonksi-

yonu, (3.18)’deki gibi elde edilir.

Sonug 3.30. (3.25)'in z,., = 0’dan x,.,’e toplami almirsa kesikli, bagimsiz ve ayni
dagilimlh tesadiifi degigkenlerin r. sirali istatistiginin dagilim fonksiyonu, (3.19)’daki gibi
elde edilir.
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