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oyçokluğu ile başarılı / başarısız olarak değerlendirilmi̧stir.

Danı̧sman: Doç. Dr. Mehmet GÜNGÖR
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GÜNGÖR ’e şükranlarımı sunmayı bir borç bilirim. Saygılarımı sunarım.

Ayrıca tezin hazırlanmasında yardımcı olan değerli hocam Yrd. Doç. Dr. Sinan
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SİMGELER VE KISALTMALAR LİSTESİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II

ÖZET . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III

ABSTRACT. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV
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SİMGELER LİSTESİ

R : Reel sayılar kümesi

per : Permanent

F : Dağılım fonksiyonu

f : Olasılık yoğunluk fonksiyonu

i.i.d. : Independent and identically distributed (Bağımsız ve aynı

dağılımlı)

i.n.n.i.d. : Independent but not necessarily identically distributed (Bağımsız

fakat aynı dağılımlı olmayan)
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GİRİŞ

İstatistik teorisinde sıralı istatistikler oldukça önemlidir. Çünkü; sıralı istatistiklerin

dağılımları, örneklemin alındığı dağılımdan bağımsızdır.

1962’de Khatri [1], kesikli i.i.d. ve 1970’de David [2], sürekli i.i.d. tesadüfi deği̧sken-

lerin sıralı istatistiklerinin dağılımlarını incelemi̧stir. Ayrıca; David [2], bağımlı tesadüfi

deği̧skenlerin sıralı istatistiklerinin dağılım fonksiyonunu da incelemi̧stir. 1972’de Vaughan

ve Venables [3], permanent yardımıyla sürekli i.n.n.i.d. tesadüfi deği̧skenlerin sıralı istatis-

tiklerinin olasılık yoğunluk fonksiyonunu ve 1982’de Guilbaud [4], i.i.d. tesadüfi deği̧sken-

lerin sıralı istatistiklerinin dağılımları yardımıyla i.i.d. olmayan tesadüfi deği̧skenlerin

sıralı istatistiklerinin dağılımlarını ifade etmi̧stir. 1989’da Reiss [5], sürekli i.i.d. tesadüfi

deği̧skenlerin sıralı istatistiklerinin dağılımlarını ve süreksiz i.i.d. tesadüfi deği̧skenlerin

sıralı istatistiklerinin bileşik olasılık yoğunluk fonksiyonunu ve 1991’de Balakrishnan ve Co-

hen [6], sürekli i.i.d. tesadüfi deği̧skenlerin sıralı istatistiklerinin dağılımlarını incelemi̧stir.

1991’de Beg [7], permanent yardımıyla sürekli i.n.n.i.d.; 1994’de Balakrishnan [8], sağdan

kesilmi̧s sürekli i.n.n.i.d. üstel ve 2004’te Barakat ve Abdelkader [9], permanent yardımıyla

sürekli i.n.n.i.d. tesadüfi deği̧skenlerin sıralı istatistiklerinin dağılımlarını incelemi̧stir.
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1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanım 1.1. X kesikli tesadüfi deği̧skeni, x1, x2, ... değerlerini

P (X = xi) = f(xi), i = 1, 2, 3, ...

olasılıkları ile alsın. f ’ye X’in olasılık fonksiyonu denir. f ,

i) f(xi) ≥ 0, i = 1, 2, 3, ...

ii)
∞∑

i=1
f(xi) = 1

şartlarını sağlar[10].

Tanım 1.2. f , reel sayılar kümesi üzerinde tanımlanan bir fonksiyon olsun. a, b ∈ R

ve a ≤ b iken

P (a ≤ X ≤ b) =

b∫

a

f(x)dx

’dir. f ’ye X’in olasılık yŏgunluk fonksiyonu denir. f ,

i) f(x) ≥ 0,

ii)
∞∫

−∞
f(x)dx = 1

şartlarını sağlar[10].

Tanım 1.3. X ’in dăgılım fonksiyonu,

F (x) = P (X ≤ x)

’dir. F , X kesikli ise

F (x) =
∑

xi≤x
f(xi)

ve X sürekli ise

F (x) =
x∫

−∞
f(t)dt

şeklinde ifade edilir[10].

Tanım 1.4. Bn, R
n uzayında,

{(x1, x2, ..., xn) ∈ R
n : a1 < x1 < b1, a2 < x2 < b2, ..., an < xn < bn}
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şeklinde tanımlanan n boyutlu aralıkları kapsayan en küçük σ-cebiri olsun. Bu σ-cebirinin

herbir elemanına Rn uzayında bir Borel kümesi denir[11].

Tanım 1.5. Bir f : Rn → R fonksiyonu her c ∈ R için {x ∈ Rn : f(x) < c} ∈ Bn

şartını sağlıyorsa f fonksiyonuna Rn uzayında bir Borel fonksiyonu denir[11].

Tanım 1.6. (1, 2, ..., n) indislerinin bütün (i1, i2, ...., in) permütasyonları için

(X1, X2, ...,Xn) ile (Xi1 , Xi2 , ...,Xin)’nin dağılımı aynı iseX1,X2, ..., Xn tesadüfi deği̧sken-

lerine dĕgiştirilebilir tesadüfi dĕgişkenler denir. Deği̧stirilebilir tesadüfi deği̧skenlerin her-

hangi bir alt kümesi de deği̧stirilebilirdir[12].

Tanım 1.7. X1,X2, ..., Xn tesadüfi deği̧skenlerinin xi’deki marjinal olasılık yoğunluk

fonksiyonu fi(xi) ve bunlardan seçilmi̧s (Xi1 , Xi2 , ...,Xim)’nin (xi1 , xi2 , ..., xim)’deki bileşik

olasılık yoğunluk fonksiyonu f (xi1 , xi2 , ..., xim) olsun. 1 < m ≤ n için (xi1 , xi2, ..., xim)’de

f (xi1 , xi2, ..., xim) = fi1(xi1)fi2(xi2)...fim(xim)

ise, X1, X2, ..., Xn’lere băgımsız tesadüfi dĕgişkenler denir[13].

Tanım 1.8. a1,a2, ... kolon vektörleri olmak üzere a1’in i1 defa, a2’nin i2 defa ...

yazılması ile elde edilen matris,

[
a1 a2 ...

]

i1 i2 ...

ile gösterilir. A = (aij) , n× n tipinde karesel bir matris ise,

per (A) =
∑

σ∈Sn

n∏

i=1
aiσ(i)

’dir. Burada Sn, (1, 2, ..., n)’nin permütasyonlarının kümesidir. Yani; permanent, açılımın-

daki bütün i̧saretlerin pozitif olması hariç, determinant ile aynıdır[9].
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2. BAĞIMSIZ TESADÜFİ DEĞİŞKENLERİN SIRALI İSTATİSTİKLERİNİN

DAĞILIMLARI

2.1. Sürekli, Bağımsız ve Aynı Dağılımlı Tesadüfi Deği̧skenlerin Sıralı İsta-

tistiklerinin Dağılımları

X1, X2, ...,Xn tesadüfi deği̧skenlerinin sıralanmı̧s hali,

X1:n ≤ X2:n ≤ ... ≤ Xn:n (2.1.1)

olsun.

Xr:n’ye, r. sıralı istatistik ve (2.1.1)’e de X1,X2, ..., Xn’nin sıralı istatistikleri denir.

Burada, X1:n = min(X1,X2, ...,Xn) ve Xn:n = max(X1,X2, ...,Xn) olarak ifade edilebilir.

X1, X2, ...,Xn, f olasılık yoğunluk ve F dağılım fonksiyonuna sahip, sürekli, bağımsız

ve aynı dağılımlı tesadüfi deği̧skenler olsun. Bu tesadüfi deği̧skenlerin sıralı istatistiklerinin

maksimumunun dağılım fonksiyonu,

Fn:n (x) = P (X1 ≤ x,X2 ≤ x, ...,Xn ≤ x)

= F1 (x)F2 (x) ...Fn (x)

= Fn (x) (2.1.2)

olarak elde edilir. (2.1.2)’nin x’e göre türevi alınırsa bu tesadüfi deği̧skenlerin sıralı ista-

tistiklerinin maksimumunun olasılık yoğunluk fonksiyonu,

fn:n (x) =
d

dx
(Fn (x))

= nFn−1 (x) f (x) (2.1.3)

şeklinde elde edilir. Bu tesadüfi deği̧skenlerin sıralı istatistiklerinin minimumunun dağılım

fonksiyonu,

F1:n (x) = 1− P (X1:n > x)

= 1− P (X1 > x,X2 > x, ..., Xn > x)

= 1− (1− F1 (x)) (1− F2 (x)) ... (1− Fn (x))

= 1− (1− F (x))n (2.1.4)

olarak elde edilir. (2.1.4)’ün x’e göre türevi alınırsa bu tesadüfi deği̧skenlerin sıralı istatis-

tiklerinin minimumunun olasılık yoğunluk fonksiyonu,

f1:n (x) =
d

dx
(1− (1− F (x))n)

= n (1− F (x))n−1 f (x) (2.1.5)
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şeklinde elde edilir. Aynı zamanda (2.1.3) ve (2.1.5), sırasıyla,

fn:n (x) dx = P (Xn:n ∈ dx)

= P (X ’lerin biri dx’in elemanı, diğerleri x’den küçük)

= nP (X1 ∈ dx , diğerleri x’den küçük)

= nP (X1 ∈ dx)P (X1 hariç diğerleri x’den küçük )

= nf (x) dxFn−1 (x) (2.1.6)

ve

f1:n (x) dx = P (X1:n ∈ dx)

= P (X ’lerin biri dx’in elemanı, diğerleri x’den büyük )

= nP (X1 ∈ dx , diğerleri x’den büyük)

= nP (X1 ∈ dx)P (X1 hariç diğerleri x’den büyük)

= nf (x) dx (1− F (x))n−1 (2.1.7)

şeklinde de elde edilebilir. Bu metodun avantajı, 1 ≤ r ≤ n olmak üzere herhangi bir r.

sıralı istatistiğin olasılık yoğunluk fonksiyonunun daha kolay elde edilmesidir. (2.1.6) ve

(2.1.7) yardımıyla r. sıralı istatistiğin olasılık yoğunluk fonksiyonu,

fr:n (x)dx = P (Xr:n ∈ dx)

= P (X ’lerin biri dx’in elemanı, diğerlerin r − 1 tanesi x’den küçük )

= nP (X1 ∈ dx , diğerlerin r − 1 tanesi x’den küçük )

= nP (X1 ∈ dx)

(
n− 1

r − 1

)
F r−1 (x) (1− F (x))n−r

= nf (x) dx

(
n− 1

r − 1

)
F r−1 (x) (1− F (x))n−r

şeklinde elde edilebilir[6, 14].

Tanım 2.1.1. X1:n,X2:n, ...,Xn:n ’nin bileşik olasılık yŏgunluk fonksiyonu, −∞ <

x1:n < x2:n < ... < xn:n <∞ olmak üzere

f1,2,...,n:n(x1:n, x2:n, ..., xn:n) = n!
n∏

i=1

f(xi:n)

’dir[6].

Tanım 2.1.2. Xr:n’nin olasılık yŏgunluk fonksiyonu, 1 ≤ r ≤ n ve −∞ < x < ∞

olmak üzere
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fr:n(x) =
n!

(r − 1)!(n− r)!
F r−1(x) (1− F (x))n−r f(x)

’dir[2].

Tanım 2.1.3. Xr:n ve Xs:n’nin bileşik olasılık yŏgunluk fonksiyonu, 1 ≤ r < s ≤ n ve

−∞ < x < y <∞ olmak üzere

fr,s:n(x, y) =
n!

(r − 1)!(s− r − 1)!(n− s)!
F r−1(x) (F (y)− F (x))s−r−1

. (1− F (y))n−s f(x)f(y)

’dir[2].

Tanım 2.1.4. 1 ≤ k ≤ n ve 0 = r0 < r1 < r2 < ... < rk < rk+1 = n + 1 olsun.

Xr1:n,Xr2:n, ...,Xrk:n’nin bileşik olasılık yŏgunluk fonksiyonu, 0 < F (x1) < F (x2) < ... <

F (xk) < 1 olmak üzere

fr1,r2,...,rk:n(x) = n!(
k∏

i=1

f(xi))
k+1∏

i=1

(F (xi)− F (xi−1))
ri−ri−1−1

(ri − ri−1 − 1)!

’dir. Burada, F (x0) = 0, F (xk+1) = 1, x = (x1, x2, ..., xk) ve x1 < x2 < ... < xk ’dir[5].

Teorem 2.1.1. Her x ∈ R için,

Fr:n(x) = P (Xr:n ≤ x)

=
n∑

m=r

(
n

m

)
Fm(x)(1− F (x))n−m (2.1.8)

’dir[2].

Ayrıca, (2.1.8)’in x’e göre türevi alınırsa sürekli, bağımsız ve aynı dağılımlı tesadüfi

deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin olasılık yoğunluk fonksiyonu,

fr:n(x) =
d

dx
(Fr:n(x))

=
d

dx
(P (Xr:n ≤ x))

=
d

dx
(
n∑

m=r

(
n

m

)
Fm(x)(1− F (x))n−m)
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=
n∑

m=r

(
n

m

){
mFm−1(x)f(x)(1− F (x))n−m

+Fm(x)(n−m)(1− F (x))n−m−1(−f(x))
}

=
n−1∑

m=r−1

(
n− 1

m

)
Fm(x)(1− F (x))(n−1)−mnf(x)

−
n∑

m=r

(
n− 1

m

)
Fm(x)(1− F (x))(n−1)−mnf(x)

=

(
n− 1

r − 1

)
F r−1(x)(1− F (x))(n−1)−(r−1)nf(x)

−

(
n− 1

n

)
Fn(x)(1− F (x))(n−1)−nnf(x)

=
n!

(r − 1)!(n− r)!
F r−1(x)(1− F (x))n−rf(x)

olarak elde edilir[5, 15].

2.2. Kesikli, Bağımsız ve Aynı Dağılımlı Tesadüfi Deği̧skenlerin Sıralı İsta-

tistiklerinin Dağılımları

x; 0, 1, 2, ... değerlerini sırasıyla p(0), p(1), p(2), ... olasılıkları ile alan kesikli bir tesadüfi

deği̧sken olsun. Burada, p(α) ≥ 0 ve
∞∑

α=0
p(α) = 1’dir. x sadece 0, 1, 2, ...,M sonlu

değerlerini alıyorsa, α = 1, 2, ... için p(M + α) = 0 olacaktır.

x1, x2, ..., xn’ler kesikli bir dağılımdan alınmı̧s bağımsız gözlemler olsun. Bu gözlem

değerlerinin sıralanmı̧s hali,

x1:n ≤ x2:n ≤ ... ≤ xn:n

ve P (s) =
s∑

α=0
p(α) olsun. Verilen n gözlem için r.(n−r+1) tane birbirinden farklı durum

söz konusudur. Yani, sırasıyla, k = 0, 1, ..., r − 1 ve l = 0, 1, ..., n − r için xr:n’den küçük

P (xr:n − 1) olasılıklı (r − 1 − k), xr:n’nin p(xr:n) olasılıklı (k + l + 1) ve xr:n’den büyük

1− P (xr:n) olasılıklı (n− r − l) tane gözlem vardır. Böylece xr:n’nin olasılık fonksiyonu,

pr:n(xr:n) =
r−1∑

k=0

n−r∑

l=0

n!

(r − 1− k)!(k + l + 1)!(n− r − l)!
P r−1−k(xr:n − 1)

.pk+l+1(xr:n) (1− P (xr:n))
n−r−l (2.2.1)

şeklinde elde edilir. Burada, xr:n = 0 ise P (xr:n − 1) = 0’dır.
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(2.2.1),

pr:n(xr:n) = r.

(
n

r

) r−1∑

k=0

n−r∑

l=0

(
r − 1

k

)(
n− r

l

)
P r−1−k(xr:n − 1)

. (1− P (xr:n))
n−r−l p(xr:n)

1∫

0

(yp(xr:n))
k ((1− y)p(xr:n))

l dy (2.2.2)

şeklinde de ifade edilebilir.

Toplam ve integral arasındaki ili̧skiler ve yp(xr:n)+P (xr:n−1) = w deği̧sken deği̧stirmesi

ile (2.2.2),

pr:n(xr:n) = r.

(
n

r

) P (xr:n)∫

P (xr:n−1)

wr−1(1−w)n−rdw (2.2.3)

olarak ifade edilebilir. (2.2.3)’den xr:n’nin dağılım fonksiyonu,

Pr:n(xr:n) =
xr:n∑

xr:n=0

pr:n(xr:n)

= r.

(
n

r

) P (xr:n)∫

0

wr−1(1−w)n−rdw

şeklinde elde edilir[1].

2.3. Sürekli, Bağımsız Fakat Aynı Dağılımlı Olmayan Tesadüfi Deği̧sken-

lerin Sıralı İstatistiklerinin Dağılımları

X1, X2, ...,Xn’nin sırasıyla, F1, F2, ..., Fn dağılım ve f1, f2, ..., fn olasılık yoğunluk fonk-

siyonlarına sahip olsunlar. [4]’de i.i.d. tesadüfi deği̧skenlerin fonksiyonları yardımıyla

i.n.n.i.d. tesadüfi deği̧skenlerin fonksiyonları verilmi̧stir. [4]’deki Teorem 2.1, aşağıdaki

şekilde verilmi̧stir.

Teorem 2.3.1. Her B Borel kümesi için

P ((X1:n,X2:n, ...,Xn:n) ∈ B) =
n∑

m=1

(−1)n−m
mn

n!

∑

|S|=m

P
(
(XS

1:n,X
S
2:n, ..., X

S
n:n) ∈ B

)

(2.3.1)

şeklinde yazılabilir. (2.3.1)’deki
∑

|S|=m

toplamı, (1, 2, ..., n)’nin m elemanlı tüm S alt

kümeleri üzerinden alınmaktadır. XS
1:n ≤ XS

2:n ≤ ... ≤ XS
n:n,

FS = |S|−1
∑

i∈S

Fi
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dağılım fonksiyonlu i.i.d. tesadüfi deği̧skenlerinin sıralı istatistiklerini göstermektedir.

Tanım 2.3.1. Xr:n’nin olasılık yŏgunluk fonksiyonu, −∞ < x <∞ olmak üzere

fr:n(x) =
1

(r − 1)!(n− r)!
per[F(x) f(x) 1−F(x)] (2.3.2)

r − 1 1 n− r

şeklinde ifade edilebilir. Burada, F(x) = (F1(x), F2(x), ..., Fn(x))
′ ,

1 − F(x) = (1− F1(x), 1− F2(x), ..., 1− Fn(x))
′ ve f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x))

′

sütun vektörleridir[3]. Ayrıca, (2.3.2)’deki permanent açılırsa,

fr:n(x) =
1

(r − 1)!(n− r)!

∑

P

r−1∏

a=1

Fia(x)fir(x)
n∏

b=r+1

(1− Fib(x))

ifadesi elde edilir. Burada,
∑

P

toplamı, (1, 2, ..., n)’nin bütün n! tane (i1, i2, ..., in) permü-

tasyonları üzerinden alınmı̧stır[8].

Tanım 2.3.2. 1 ≤ r < s ≤ n ve −∞ < x < y < ∞ olmak üzere Xr:n ve Xs:n’nin

bileşik olasılık yŏgunluk fonksiyonu,

fr,s:n(x, y) =
Cr,s:n

n!
per[F(x) f(x) F(y)−F(x) f(y) 1−F(y)] (2.3.3)

r − 1 1 s− r − 1 1 n− s

’dir. Burada, Cr,s:n = n!
(r−1)!(s−r−1)!(n−s)! ve permanent içindeki ifadeler, (2.3.2)’dekilere

benzer sütun vektörleridir[7]. Ayrıca, (2.3.3)’deki permanent açılırsa,

fr,s:n(x) =
1

(r − 1)!(s− r − 1)!(n− s)!

∑

P

r−1∏

a=1

Fia(x)fir(x)
s−1∏

b=r+1

(Fib(y)− Fib(x)) fis(y)

.

n∏

c=s+1

(1− Fic(y))

ifadesi elde edilir. Burada,
∑

P

toplamı, (1, 2, ..., n)’nin bütün n! tane (i1, i2, ..., in) permü-

tasyonları üzerinden alınmı̧stır[8].

Tanım 2.3.3. Xr:n’nin dăgılım fonksiyonu, −∞ < x <∞ olmak üzere

Fr:n(x) =
n∑

m=r

1

m!(n−m)!
per[F(x) 1−F(x)]

m n−m

’dir. F(x) ve 1−F(x), (2.3.2)’deki gibidir[9].
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3. BAĞIMLI TESADÜFİ DEĞİŞKENLERİN SIRALI İSTATİSTİKLERİNİN

DAĞILIMLARI

X1, X2, ...,Xn bağımlı tesadüfi deği̧skenlerinin bileşik dağılım fonksiyonunu

Pn(x1, x2, ..., xn) ile gösterelim. Buradan

P (Xn:n ≤ x) = Pn(x, x, ..., x) (3.1)

’dir. (3.1), Xr:n için,

Fr:n(x) = P (Xr:n ≤ x)

=
n∑

m=r

(−1)m−r



 m− 1

r − 1



Sm (3.2)

şeklinde genelleştirilebilir. Burada, Sm, 1 ≤ i1 < i2 < ... < im ≤ n olmak üzere



 n

m





tane P (Xi1 ≤ x,Xi2 ≤ x, ...,Xim ≤ x) olasılıklarının toplamıdır. Özel olarak, tesadüfi

deği̧skenler deği̧stirilebilir ise (3.2),

Fr:n(x) = P (Xr:n ≤ x)

=
n∑

m=r

(−1)m−r



 m− 1

r − 1







 n

m



P (Xm:m ≤ x) (3.3)

şeklinde ifade edilebilir[2].

X1, X2, ...,Xn’ler bağımsız ve aynı dağılımlı ise (3.3),

Fr:n(x) = P (Xr:n ≤ x)

=
n∑

m=r

(−1)m−r



 m− 1

r − 1







 n

m



Fm(x)

=
n∑

m=r



 n

m



Fm(x)(1− F (x))n−m (3.4)

şeklinde yazılabilir.

Şimdi, bağımsız ve aynı dağılımlı tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin dağılım

fonksiyonunu inceleyelim. Bu fonksiyon, (3.4)’deki gibi veya tam olmayan beta fonksiyonu

yardımıyla

Fr:n(x) = IF (x)(r, n− r + 1) (3.5)
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şeklinde de ifade edilebilir. (3.5),

IF (x)(r, n− r + 1) =

F (x)∫

0

n!

(r − 1)!(n− r)!
tr−1(1− t)n−rdt (3.6)

şeklinde yazılabilir. (3.6)’da (1− t)n−r ifadesi yerine binom açılımı yazılırsa

IF (x)(r, n− r + 1) =
n−r∑

j=0

F (x)∫

0



 n− r

j



 n!

(r − 1)!(n− r)!
tr−1+j(−1)jdt (3.7)

elde edilir. (3.7)’de integral alınırsa r + j = m için

IF (x)(r, n− r + 1) =
n∑

m=r

(−1)m−r



 m− 1

r − 1







 n

m



Fm(x) (3.8)

elde edilir. (3.8), (3.4) ile aynıdır[16].

Xi, 1 ≤ i ≤ n tesadüfi deği̧skeninin dağılım fonksiyonu Fi olmak üzere Fi’nin x’deki

değeri Fi (x) ve Fi, x’de süreksiz olsun. Bu durumda (0, 1)−düzgün dağılımlı η tesadüfi

deği̧skeni yardımıyla tanımlanan ve (Fi (x−) , Fi (x)) aralığında düzgün dağılımlı olan,

Fi
(
x−
)
+ η(Fi (x)− Fi

(
x−
)
) (3.9)

tesadüfi deği̧skenini düşünelim. (3.9)’da Fi (x
−) , Fi’nin x’deki soldan limitini göstermek-

tedir ve Xi ile η birbirinden bağımsızdır. η’nın gözlem değeri y olmak üzere (3.9),

Hi(y, x) = Fi
(
x−
)
+ y

(
Fi (x)− Fi

(
x−
))

(3.10)

şeklinde alınırsa, (3.10) , (0, 1)−düzgün dağılımlı olur ve x’de süreksiz olan Fi’nin yerine

alınabilir[5]. (3.2) ve (3.10)’dan aşağıdaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.1. Xi, 1 ≤ i ≤ n, tesadüfi deği̧skeninin dağılım fonksiyonu Fi, x’de süreksiz

olsun. Süreksiz ve bağımlı tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin dağılım fonksiyonu,

Hr:n(y, x) = P (Xr:n ≤ x)

=
n∑

m=r

(−1)m−r



 m− 1

r − 1




∑

1≤i1<i2<...<im≤n

H(i1,i2,...,im)((y, x), ..., (y, x))

(3.11)

’dir. Burada, H(i1,i2,...,im)((y, x), ..., (y, x)), Xi1 ,Xi2 , ..., Xim tesadüfi deği̧skenlerinin bileşik

dağılım fonksiyonudur.
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Sonuç 3.1. (3.11)’deki tesadüfi deği̧skenler sürekli ise r. sıralı istatistiğin dağılım

fonksiyonu [2]’de olduğu gibi,

Fr:n(x) = P (Xr:n ≤ x)

=
n∑

m=r

(−1)m−r



 m− 1

r − 1




∑

1≤i1<i2<...<im≤n

F (i1,i2,...,im)(x, x, ..., x) (3.12)

şeklinde ifade edilebilir. Burada, F (i1,i2,...,im)(x, x, ..., x), Xi1 ,Xi2 , ...,Xim tesadüfi deği̧sken-

lerinin bileşik dağılım fonksiyonudur.

Sonuç 3.2. (3.11)’deki tesadüfi deği̧skenler süreksiz, bağımsız fakat aynı dağılımlı

değilse r. sıralı istatistiğin dağılım fonksiyonu,

Hr:n(y, x) = P (Xr:n ≤ x)

=
n∑

m=r

(−1)m−r



 m− 1

r − 1




∑

1≤i1<i2<...<im≤n

Hi1(y, x)Hi2(y, x)...Him(y, x)

=
n∑

m=r

1

m!(n−m)!
per[H(y, x) 1−H(y, x)] (3.13)

m n−m

şeklinde elde edilir. Burada, H (y, x) = (H1 (y, x) , H2 (y, x) , ..., Hn (y, x))′ ve

1−H (y, x) = (1−H1 (y, x) , 1−H2 (y, x) , ..., 1−Hn (y, x))
′ sütun vektörleridir.

Sonuç 3.3. (3.13)’deki tesadüfi deği̧skenler aynı dağılımlı ise r. sıralı istatistiğin

dağılım fonksiyonu,

Hr:n(y, x) = P (Xr:n ≤ x)

=
n∑

m=r

(−1)m−r



 m− 1

r − 1







 n

m



Hm(y, x)

=
n∑

m=r



 n

m



Hm(y, x)(1−H(y, x))n−m (3.14)

şeklinde elde edilir.

Sonuç 3.4. (3.13)’deki tesadüfi deği̧skenler sürekli ise r. sıralı istatistiğin dağılım

fonksiyonu [9]’de olduğu gibi,

Fr:n(x) = P (Xr:n ≤ x)

=
n∑

m=r

1

m!(n−m)!
per[F(x) 1−F(x)] (3.15)

m n−m
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şeklinde elde edilir. Burada, F (x) = (F1 (x) , F2 (x) , ..., Fn (x))′ ve 1−F (x) = (1−F1 (x) ,

1− F2 (x) , ..., 1− Fn (x))
′ sütun vektörleridir.

Sonuç 3.5. (3.15)’deki tesadüfi deği̧skenler aynı dağılımlı ise r. sıralı istatistiğin

dağılım fonksiyonu [2]’de ifade edildiği gibi,

Fr:n(x) = P (Xr:n ≤ x)

=
n∑

m=r

(−1)m−r



 m− 1

r − 1







 n

m



Fm(x)

=
n∑

m=r



 n

m



Fm(x)(1− F (x))n−m (3.16)

şeklinde elde edilir.

(3.2)’den aşağıdaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.2. Xi, 1 ≤ i ≤ n, tesadüfi deği̧skeninin dağılım fonksiyonu Pi olsun.

Kesikli ve bağımlı tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin dağılım fonksiyonu,

Pr:n(xr:n) =
n∑

m=r

(−1)m−r



 m− 1

r − 1




∑

1≤i1<i2<...<im≤n

P (i1,i2,...,im)(xr:n, xr:n, ..., xr:n)

(3.17)

’dir. Burada, P (i1,i2,...,im)(xr:n, xr:n, ..., xr:n), Xi1, Xi2 , ...,Xim tesadüfi deği̧skenlerinin bile-

şik dağılım fonksiyonudur.

Sonuç 3.6. (3.17)’deki tesadüfi deği̧skenler bağımsız ise r. sıralı istatistiğin dağılım

fonksiyonu,

Pr:n (xr:n) =
xr:n∑

xr:n=0

r−1∑

k=0

n−r∑

l=0

1

(r − 1− k)!(k + l + 1)!(n− r − l)!

.per[P(xr:n − 1) p(xr:n) 1−P(xr:n)] (3.18)

r − 1− k k + l + 1 n− r − l

şeklinde elde edilir. Burada,P (xr:n − 1) = (P1 (xr:n − 1) , P2 (xr:n − 1) , ..., Pn (xr:n − 1))′,

p (xr:n) = (p1 (xr:n − 1) , p2 (xr:n − 1) , ..., pn (xr:n − 1))′ ve 1−P (xr:n) = (1−P1 (xr:n) ,

1− P2 (xr:n) , ..., 1− Pn (xr:n))
′ sütun vektörleridir.

Sonuç 3.7. (3.18)’deki tesadüfi deği̧skenler aynı dağılımlı ise r. sıralı istatistiğin
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dağılım fonksiyonu [1]’de ifade edildiği gibi,

Pr:n (xr:n) =
xr:n∑

xr:n=0

r−1∑

k=0

n−r∑

l=0

n!

(r − 1− k)!(k + l + 1)!(n− r − l)!

.P r−1−k(xr:n − 1)p
k+l+1(xr:n) (1− P (xr:n))

n−r−l

=
n!

(r − 1)!(n− r)!

P (xr:n)∫

0

wr−1(1−w)n−rdw (3.19)

şeklinde elde edilir.

Sonuç 3.8. (3.17)’deki tesadüfi deği̧skenler sürekli olacak şekilde arttırılırsa sürekli

ve bağımlı tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin dağılım fonksiyonu, (3.12)’deki gibi

elde edilir.

Sonuç 3.9. Sonuç 3.8’deki yaklaşım ve (3.18)’de k = l = 0 alınırsa sürekli, bağımsız

fakat aynı dağılımlı olmayan tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin dağılım fonksi-

yonu, (3.15)’deki gibi elde edilir.

Sonuç 3.10. Sonuç 3.8’deki yaklaşım ve (3.19)’da k = l = 0 alınırsa sürekli, bağımsız

ve aynı dağılımlı tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin dağılım fonksiyonu, (3.16)’daki

gibi elde edilir.

Sonuç 3.11. (3.11)’in x’e göre türevi alınırsa süreksiz ve bağımlı tesadüfi deği̧sken-

lerin r. sıralı istatistiğinin olasılık yoğunluk fonksiyonu elde edilir.

Sonuç 3.12. (3.12)’nin x’e göre türevi alınırsa sürekli ve bağımlı tesadüfi deği̧skenlerin

r. sıralı istatistiğinin olasılık yoğunluk fonksiyonu elde edilir.

Sonuç 3.13. (3.13)’ün x’e göre türevi alınırsa süreksiz, bağımsız fakat aynı dağılımlı

olmayan tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin olasılık yoğunluk fonksiyonu,

hr:n(y, x) =
1

(r − 1)!(n− r)!
per[H(y, x) h(y, x) 1−H(y, x)] (3.20)

r − 1 1 n− r

şeklinde elde edilir. Burada, H (y, x) = (H1 (y, x) , H2 (y, x) , ..., Hn (y, x))′ ,

h(y, x) = (h1(y, x), h2(y, x), ..., hn(y, x))
′ ve 1−H (y, x) = (1−H1 (y, x) , 1−H2 (y, x) ,

..., 1−Hn (y, x))
′ sütun vektörleri ve hi(y, x) = fi (x

−) + y (fi (x)− fi (x
−))’dir.
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Sonuç 3.14. (3.20)’deki tesadüfi deği̧skenler aynı dağılımlı ise r. sıralı istatistiğinin

olasılık yoğunluk fonksiyonu,

hr:n(y, x) =
n!

(r − 1)!(n− r)!
Hr−1(y, x)(1−H(y, x))n−rh(y, x) (3.21)

şeklinde elde edilir.

Sonuç 3.15. (3.15)’in x’e göre türevi alınırsa r. sıralı istatistiğin olasılık yoğunluk

fonksiyonu, [3]’de ifade edildiği gibi,

fr:n(x) =
1

(r − 1)!(n− r)!
per[F(x) f (x) 1−F(x)] (3.22)

r − 1 1 n− r

şeklinde elde edilir. Burada F (x) = (F1 (x) , F2 (x) , ..., Fn (x))′ , f (x) = (f1 (x) , f2 (x) ,

..., fn (x))
′ ve 1−F (x) = (1− F1 (x) , 1− F2 (x) , ..., 1− Fn (x))

′ sütun vektörleridir.

Sonuç 3.16. (3.22)’deki tesadüfi deği̧skenler aynı dağılımlı ise r. sıralı istatistiğin

olasılık yoğunluk fonksiyonu, [2]’de ifade edildiği gibi,

fr:n(x) =
n!

(r − 1)!(n− r)!
(F (x))r−1 (1− F (x))n−r f(x) (3.23)

şeklinde elde edilir.

Sonuç 3.17. P (xr:n)−P (xr:n − 1) = p(xr:n), (3.17)’ye uygulanırsa kesikli ve bağımlı

tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin olasılık fonksiyonu elde edilir.

Sonuç 3.18. P (xr:n) − P (xr:n − 1) = p(xr:n), (3.18)’e uygulanırsa kesikli, bağımsız

fakat aynı dağılımlı olmayan tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin olasılık fonksiyonu,

pr:n(xr:n) =
r−1∑

k=0

n−r∑

l=0

1

(r − 1− k)!(k + l + 1)!(n− r − l)!

.per[P(xr:n − 1) p(xr:n) 1−P(xr:n)] (3.24)

r − 1− k k + l + 1 n− r − l

şeklinde elde edilir. Burada P (xr:n − 1) = (P1 (xr:n − 1) , P2 (xr:n − 1) , ..., Pn (xr:n − 1))′,

p (xr:n) = (p1 (xr:n − 1) , p2 (xr:n − 1) , ..., pn (xr:n − 1))
′ ve 1−P (xr:n) = (1− P1 (xr:n) ,

1−P2 (xr:n) , ..., 1−Pn (xr:n))′ sütun vektörleridir. Ayrıca, xr:n = 0 ise Pi(xr:n−1) = 0’dır.

15



Sonuç 3.19. (3.24)’deki tesadüfi deği̧skenler aynı dağılımlı olursa r. sıralı istatistiğin

olasılık fonksiyonu, [1]’de ifade edildiği gibi,

pr:n(xr:n) =
r−1∑

k=0

n−r∑

l=0

n!

(r − 1− k)!(k + l + 1)!(n− r − l)!

.P r−1−k(xr:n − 1)p
k+l+1(xr:n) (1− P (xr:n))

n−r−l

=
n!

(r − 1)!(n− r)!

P (xr:n)∫

P (xr:n−1)

wr−1(1−w)n−rdw (3.25)

şeklinde elde edilir.

Sonuç 3.20. Sonuç 3.18’deki tesadüfi deği̧skenler sürekli olursa (3.24)’de k = l = 0

olur. Dolayısıyla; sürekli, bağımsız fakat aynı dağılımlı olmayan tesadüfi deği̧skenlerin r.

sıralı istatistiğinin olasılık yoğunluk fonksiyonu, (3.22)’deki gibi elde edilir.

Sonuç 3.21. Sonuç 3.19’daki tesadüfi deği̧skenler sürekli olursa (3.25)’de k = l = 0

olur. Böylece, sürekli, bağımsız ve aynı dağılımlı tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatis-

tiğinin olasılık yoğunluk fonksiyonu, (3.23)’deki gibi elde edilir.

Sonuç 3.22. Sonuç 3.11’de ifade edilen olasılık yoğunluk fonksiyonunun −∞’dan x’e

kadar integrali alınırsa süreksiz ve bağımlı tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin

dağılım fonksiyonu, (3.11)’deki gibi elde edilir.

Sonuç 3.23. Sonuç 3.12’de ifade edilen olasılık yoğunluk fonksiyonunun −∞’dan

x’e kadar integrali alınırsa sürekli ve bağımlı tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin

dağılım fonksiyonu, (3.12)’deki gibi elde edilir.

Sonuç 3.24. (3.20)’nin −∞’dan x’e kadar integrali alınırsa süreksiz, bağımsız fakat

aynı dağılımlı olmayan tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin dağılım fonksiyonu,

Hr:n(y, x) =

x∫

−∞

hr:n(y, x)dx

=

x∫

−∞

1

(r − 1)!(n− r)!
per[H(y, x) h(y, x) 1−H(y, x)]dx

r − 1 1 n− r
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=

x∫

−∞

1

(r − 1)!(n− r)!
per[H(y, x) dH(y, x) 1−H(y, x)]

r − 1 1 n− r

=
n∑

m=r

(−1)m−r



 m− 1

r − 1




∑

1≤i1<i2<...<im≤n

Hi1(y, x)Hi2(y, x)...Him(y, x)

=
n∑

m=r

1

m!(n−m)!
per[H(y, x) 1−H(y, x)]

m n−m

şeklinde, (3.13)’deki gibi elde edilir.

Sonuç 3.25. (3.21)’in −∞’dan x’e kadar integrali alınırsa süreksiz, bağımsız ve aynı

dağılımlı tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin dağılım fonksiyonu aşağıdaki şekilde

elde edilir.

Hr:n(y, x) =

x∫

−∞

hr:n(y, x)dx

=

x∫

−∞

n!

(r − 1)!(n− r)!
Hr−1(y, x)(1−H(y, x))n−rh(y, x)dx

’da H(y, x) = u deği̧sken deği̧simi yapılırsa

=

H(y,x)∫

0

n!

(r − 1)!(n− r)!
ur−1(1− u)n−rdu

elde edilir. İntegranttaki (1− u)n−r ’nin yerine binom açılımı yazılırsa

=
n−r∑

j=0

H(y,x)∫

0



 n− r

j



 n!

(r − 1)!(n− r)!
ur−1+j(−1)jdu

elde edilir. Burada r + j = m olarak alınırsa söz konusu dağılım fonksiyonu,

=
n∑

m=r

(−1)m−r



 m− 1

r − 1







 n

m



Hm(y, x)

=
n∑

m=r



 n

m



Hm(y, x)(1−H(y, x))n−m

şeklinde, (3.14)’deki gibi elde edilir.

Sonuç 3.26. (3.22)’nin −∞’dan x’e kadar integrali alınırsa sürekli, bağımsız fakat

aynı dağılımlı olmayan tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin dağılım fonksiyonu,

(3.15)’deki gibi elde edilir.
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Sonuç 3.27. (3.23)’ün −∞’dan x’e kadar integrali alınırsa sürekli, bağımsız ve aynı

dağılımlı tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin dağılım fonksiyonu, (3.16)’daki gibi

elde edilir.

Sonuç 3.28. Sonuç 3.17’de ifade edilen olasılık yoğunluk fonksiyonunun xr:n = 0’dan

xr:n’e kadar toplamı alınırsa kesikli ve bağımlı tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin

dağılım fonksiyonu, (3.17)’deki gibi elde edilir.

Sonuç 3.29. (3.24)’ün xr:n = 0’dan xr:n’e kadar toplamı alınırsa kesikli, bağımsız

fakat aynı dağılımlı olmayan tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin dağılım fonksi-

yonu, (3.18)’deki gibi elde edilir.

Sonuç 3.30. (3.25)’in xr:n = 0’dan xr:n’e toplamı alınırsa kesikli, bağımsız ve aynı

dağılımlı tesadüfi deği̧skenlerin r. sıralı istatistiğinin dağılım fonksiyonu, (3.19)’daki gibi

elde edilir.
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