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OZET
Varyasyon Hesabinin Optimal Kontrol Sistemlerine Uygulanmasi

Bu tezin amaci uygulamali matematigin ve miihendisligin ¢esitli dallarinda kullanilan
varyasyon hesabini ve optimal kontrolii tanitmaktir. Bu nedenle oncelikle varyasyon hesabi
ve optimal kontrol sistemleri ile ilgili temel bilgileri ortaya koymaktadir. Tezde optimal

kontrol, optimizasyon, varyasyonlar hesabi ile ilgili bilgiler temel olarak kullanilmistir.

Optimal kontrol icin varyasyonlar hesabinin temel kavramlari ve optimal kontrol
sistemlerine uygulanmasi agiklanmigtir. Fonksiyonun optimumu hesaplanirken Lagrange

carpan metodundan yararlanilmistir.

Varyasyon hesabinin optimal kontrol sistemlerine uygulanmasi yapilirken fonksiyonelin

optimizasyonu, Lagrange denklem formu ve Hamilton denklem formu kullanilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Optimal kontrol / Varyasyon / Euler-Lagrange denklemi / Hamilton

prensibi



SUMMARY

Applying the Optimal Control Systems of the Calculus of Variations

The aim of this thesis is to introduce optimal control and calculus of variation which are
used in various branches of applied mathematics and engineering. In accordance with this,
first it also manifests all the basic informations about calculus of variations and optimal
control systems. In this thesis, information concerning optimal control, optimization and

calculus of variations is explained in basic terms.

Furthermore, for optimal control, basic informations about calculus of variations and
applied to optimal control systems are explained. While calculating the optimum of the

function, Langrange multiplier method was being utilized.

While applying the Optimal Control Systems of the Calculus of Variations,
optimization of the function, equation of Lagrange and eguation of Hamilton are used.

Key Words: Optimal control / Variations / eguation of Euler-Lagrange / Hamilton
principle
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SEMBOLLER LISTESI

v(t)
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1. GIRIS

Ortada var olan bir problemin ¢oziimiine yonelik birkac segenek varsa dogal olarak
bunlarin icerisinden en iyisi se¢ilecektir. Ayrica dogada meydana gelen olaylarin cogunun
optimizasyon kaynakli olmasi da ¢ok ilging bir durumdur. Burada biiyilk matematikg¢i

Leonhard Euler’ in (1707-1783) su soziinii hatirlatalim:
“Dogada bir maksimum veya minimum anlami tasimayan hi¢bir sey yoktur.”

Optimal sozcligli Latince “optimus” sozciigiinden gelmekte ve anlam olarak “en iyi”
demektir.

Optimal ¢O6zlimii bulmak i¢in maksimum ya da minimum problemi ¢6zmek

gerekmektedir.

Maksimum ve minimum terimlerinin yerine ekstremum (ug) sozciigii de kullanilabilir;

dolayisiyla maksimum ve minimum problemlerine “ekstremal problemler ““ denir.
Varyasyon Hesab1 optimal kontrol sistemlerinin temelini olusturur ve optimizasyonun

kiigiik bir bolimiidiir [1].

1.1 Birkac Onemli Ekstremal Problemler

Ekstremal problemlerin ortaya ¢ikmasi ¢cok eskilere dayanmaktadir.
[k ekstremal problem su sekildedir:

Bir diizlem igerisinde uzunlugu verilmis olan kapali egriler igcerisinden Oyle bir tanesini

bulunuz ki kapladig1 alan maksimum olsun.



A - max

K = sabit (1.2)

K

Sekil — 1.1 Dido problemi

Archimedes (M.O. 287-212) dido probleminin ¢dziimiiniin ¢ember olabilecegini
tahmin etmesine ragmen bu iddianin ispatlanmasi iki bin sene sonra gergeklesebilmistir.
Problem, c¢ok daha sonralar1 gelistirilen varyasyon hesabi teorisinin izoperimetrik

problemler sinifina dahil bir problemdir ve bu teori i¢inde ¢oziilmiistiir.

Ekstremal problemleri eski ¢agm biiyiikk matematikgileri Euclid (M.O. 325-265),
Archimedes (M.O. 287-212), Apollonius (M.O. 262-190)° un eserlerinde bulmak

mumkindiir.

Ornegin Euclid’ in “Baslangi¢” kitabinda su problem bulunmaktadir.

A
ED // BC
DF // AB
Spepr — Max (1.2)
E D
B C
F

Sekil — 1.2 Euclid Problemi



ABC tiggeninde AB kenari iizerinde Oyle bir E noktasi bulunuz ki BEDF paralel

kenarinin alani en biiyiik olsun.

Eski ¢ag uygarliginin yok edilmesiyle 15. Yiizyila kadar Avrupa’da bilimde
durgunluk yasansa da 16. Yiizyilda cebrin temelinin atilmasiyla cebirsel ekstremal

problemler ortaya ¢ikmustir.

Ornegin Johannes Kepler (1571-1630) “Nova Stereometria Doliorum (Figilarin

Yeni Stereometrisi, 1615)” kitabinda bazi ekstremal problemler ¢ozmiistiir.

“Kiirenin i¢ine yerlestirilmis maksimum hacimli silindir problemi” bunlardan

biridir [4], [10].

Sekil — 1.3 Kepler problemi

1.2 Varyasyon ilkeleri

Fizik problemleri icin ilk varyasyon prensibi P.Fermat tarafindan ortaya

¢ikarilmustir.

P.Fermat 1s1nin yansima kanununa bagka bir yaklasim diisiinerek 1ginin iki nokta

arasindaki mesafeyi en kisa zamanda ge¢mesi diislincesini ortaya atmistir.



Bu yaklasima geometrik optikte “Fermat in Varyasyon Ilkesi” denir.

Fermat’in varyasyon ilkesinden baska varyasyon ilkeleri de bulunmustur [4].

1.3 Brachistochrone Problemi

1696 yilinda J. Bernoulli (1667-1748)’ nin yayinladigi “Yeni Bir Problem Cozmek
Icin Matematikgilere Davet (Problema Novum, Ad Cujus Solutionem Mathematici

Invintantur)” isimli yazida su problem ortaya atilir:

Diisey diizlemde K ve M noktalar1 verilmis olsun. Oyle bir KLM yolu bulunuz ki

cisim kendi agirliginin etkisi ile K’ dan M’ ye en kisa zamanda gelsin.

Galileo bu egrinin ¢gember yay1 oldugunu tahmin etmesine karsin J. Bernoulli KLM

egrisinin dairemsi (cycloidal) oldugunu ispat etmistir.

Brachistochrone probleminin Onceki problemlerden 6nemli bir farki vardir. Bu

problem sonsuz boyutlu ekstremal problemdir.

Brachistochrone problemine kadar ki ekstremal probleminin hepsi tek degiskenli
fonksiyonlarin ekstremumu problemidir. Fakat Brachistochrone probleminde ise egriler
kiimesinde verilen fonksiyonun (K’ den M’ ye gecen zaman KLM egrisinin
fonksiyonudur.) minimum problemini ¢6zmek gerekmektedir. Egriler kiimesi ise

sonsuz boyutludur.

Brachistochrone uygulamali matematigin en O©nemli alanlarindan biri olan

varyasyon hesabi teorisinin ilk 6nemli problemidir.



Sekil — 1.4 Brachistochrone problemi

Brachistochrone probleminin matematik modellemesini yazalim.

K(©0,0) x x+dx
®

y+dy

M (x0,Y0)

Sekil — 1.5 Brachistochrone probleminin matematiksel modellemesi



Sekilde goriildiigi gibi K noktasi (0,0) noktasi olsun. M noktasinin koordinatlar1 da

(x0, Yo) olsun. KM egrisi xy koordinat sisteminde y=y(x) denklemiyle verilsin. A
cisminin (X,y) noktasindaki hiz1 Galileo (1564-1642) kanununa gore /2gy ye esittir.

Burada g yer¢ekimi ivmesidir.

Cisim, egrinin (x,y) den (x+dx, y+dy) ye kadar olan dw = /dx? + dy?

. dw .
uzunlugundaki parcasint T = ——= zamaninda gececektir.
g par¢ NeTE gee

Boylece problemin matematiksel modellemesi sdyle olacaktir.

f I+ ()2
5 N29y

dx - min; y(0) = 0, y(x,) = ¥o (1.3)

Optimizasyon teorisi 20. Yizyilda hizla gelismeye baslamistir. Bu durum hem

ekonomi hem de miihendislik alanlarinda optimizasyonun gelismesiyle agiklanabilir.

Ornegin diyet ve tasima problemleri, optimal kontrol problemi 1940’ l1 yillarda
gelismeye baglayan “Lineer Programlama” teorisi igerisinde ¢oziilebilen pratik

problemlerdir [1], [2].

1.4 Diyet Problemi

Bir hastanedeki hastalarin belirli gidalar ile beslenmesi gerektigini diisiinelim. Her
gida ile birlikte alinan vitamin miktar1 ve gidalarin fiyati1 bilinmekte olup dyle bir diyet

programi uygulayalim ki hastalar en az harcamayla istenilen vitaminleri alabilsin [1].
Bu problemin matematiksel modellemesi su sekilde olur.
G1, Gy, ..., Gy gidalar, her gidanin igerdigi vitaminler ise K3, Ko, ..., Ky olsun.

Gj gidasmin biriminde K vitamininin miktar1 a;; olsun. Eger hasta x; kadar G; gidasi

alirsa,

A1X1 + A%y + -+ X, hastanin aldigi K; vitamin miktari,

Am1X1 + ApaXy + -+ AppXx, hastanin aldigi Ky, vitamin miktari olacaktir.

6



Eger doktor, her hastasinin en az a; kadar Ky, a, kadar Ko, ... an kadar Kp, vitaminini

almasini sart koyarsa problem asagidaki hale dontistir.
aq11X1 + d12X5 + -+ A 1nXn = a,

dy1Xq1 + Ay Xo + -4+ AonXn > a,

A1 X1+ ApaXy + -+ ApnXn = Ay
%2>20,%2>20, ...x,20 (1.4)

Eger bu esitlikleri saglayan (xq, x,, ... xn)K vektorlerinin sayisi fazla ise problem

ekonomik olur.

Gi gidasmin birim fiyatinin b; oldugunu varsayarsak G; gidasindan x; birim

kullanilirsa gidalar i¢in harcadigimiz para miktari
bixy + byx, + -+ + b,x, olacaktir.
Boylece asagidaki optimizasyon problemini ¢6zmemiz yeterli olacaktir.
bixy + byxy + -+ byx, — min
Aj1X1 + AppXy + o+ apx, = ;i =12,...,m

x; =20, i=12,..,n (1.5)

1.5 Optimal Kontrol Problemi

s(t)

Q)_Q)

Sekil 1.6 Optimal kontrol problemi




Kiitlesi m olan bir ara¢ s(t) dis kuvvetinin etkisi ile x = x,, X = X, baslangi¢

durumundan x = 0,x = 0 durumuna en kisa zamanda getirilmek isteniyor.

Stirtiinme kuvveti ihmal edildiginde Newton yasasina gore aracin hareketi
mx = s(t) (1.6)
denklemiyle ifade edilir.

s(t) kontrolii |s(t) < 1| kisitlamasini saglamaktadir.

Oyle bir s(t) kontrolii bulmaliy1z ki arag, (xo, )'(O)T durumundan (0,0)" durumuna en

kisa siirede gelebilsin.
Iste bu problem optimal kontrol problemidir.

Bu ve benzeri problemleri inceleyen teori — Optimal Kontrol Teorisi — 20. Yiizyilin

ortalarinda Rus matematik¢i Lev Pontryagin (1908 — 1988) tarafindan gelistirilmistir [2].
Optimal kontrol probleminin matematiksel modeli su sekildedir.

T - min
mk(t) = s(t)
[s(®)] <1, 0<t<T (1.7)
Lx(o) = Xo, X(O) = XO
x(T)= 0, x(T)=10

20. yiizyilin ortalarinda dyle optimizasyon problemleri ortaya ¢ikmistir ki o zamana

kadar var olan bilgi ve teorilerle onlar1 ¢6zmek miimkiin degildi.

Bunlar varyasyon hesabinin problemlerinin genellemesi olan optimal kontrol

problemleriydi.

Sovyet Bilimler Akademisi’ nin V.A. Steklov Matematik Enstitiisiinde 20. Yiizyilin
biiyiik matematikg¢ilerinden biri olan L.S. Pontryagin tarafindan optimal kontrol

problemlerini arastirmak iizere seminerler diizenlenmistir.



Bu arastirmalarin sonucu olarak 1956-1958 yillarinda L.S. Pontryagin ve dgrencileri

tarafindan optimal kontrol problemlerinin matematik teorisi gelistirildi.

Optimal Kontrol Teorisi hem optimizasyon teorisinin gelismesinde hem de

matematikte yeni kavram ve teorilerin ortaya ¢ikmasinda 6nemli bir rol oynamustir [4].



2. VARYASYONLAR HESABI

Bir ya da daha fazla degiskene bagli fonksiyonlarin ekstremumu degerlerinin
bulunmasi diferansiyel denklemleri hesabinin konusudur. Varyasyonlar hesabinda ise

fonksiyonelleri ekstremum yapan fonksiyonlar bulunur.

1687 de Newton, 1696 da Jacque ve Jean Bernoulli kardesler varyasyon hesabinin ilk
problemlerinden olan Brachistochrone problemi ve izoperimetri problemlerinin ¢6ziimii ile
ugrasmiglardir. Daha sonra Euler (1707 — 1783) in bu konudaki esas g¢aligmalari ile
varyasyon hesabi, kendine has inceleme metotlar1 olan, matematigin bagimsiz bir ¢calisma

alan1 haline gelmistir [3].

2.1 Temel Kavramlar

Tanmm 2.1.1 (Fonksiyon) Bir x degiskeni k degiskeninin bir fonksiyonu ise x(k) = f (k)
seklinde yazilir. k bagimsiz bir degiskendir. Her k degerine bir X degeri karsilik geliyorsa

bir k sayisina karsilik bir X say1s1 vardir.

Tamm 2.1.2 (Fonksiyonel) ¢ ciimlesi bazi sartlari saglayan bir fonksiyonlar ctimlesi
olsun. ¢ ciimlesindeki her fonksiyona karsi sayisal deger veren kurala, ¢ fonksiyonlar

climlesinde taniml bir fonksiyonel denir. Fonksiyonel birka¢ fonksiyona baglidir [3].

Tammm 2.1.3 (Bir Fonksiyonun Artis Miktar1) Bir g fonksiyonunun artisi Ag ile

gosterilir ve s0yle tanimlanir.
Ag = g(t+At) —g(t) (2.1)

Tanimdan da gorildiigi lizere Ag, t bagimsiz degiskenine ve At bagimsiz degiskeninin

artigina baglhdir [3].

Tamm 2.1.4 (Bir Fonksiyonelin Artis Miktari) F fonksiyonelinin artis1 AF ile gosterilir

ve soyle tanimlanir.



AF = F(y(t) + 6y(8)) — F(y(©) (2.2)

Burada 8y(t), y(t) fonksiyonunun bir varyasyonudur. Bir fonksiyonelin artisi y(t)
fonksiyonuna ve &y(t) varyasyonuna bagli oldugu igin artis olarak AF(y(t),5y(t))
yazilabilir [3], [12].

Tamm 2.1.5 (Bir Fonksiyonun Diferansiyeli) g fonksiyonunun artigin1 bir ¢ noktasinda

su sekilde tanimlariz.
Ag £ g(t +At) — g() (2.3)

t nin Taylor serisi g(t + At) genisletilebilir.

dt 21\ dtz

Ag = g(b) + (d—g) At + l(‘i g) B2 + ..— g(D) (2.4)

At de yiiksek dereceli terimleri ihmal edersek

Ag = (2—{) At = G(H)At = dg (2.5)

elde edilir. Burada dg, t noktasinda g’ nin diferansiyeli olur. g(t), t da g’ nin egimi ya da
tirevidir [3].

Ornek 2.1.1 g(t) = t? + 4t fonksiyonun artigini ve tiirevini bulunuz [3].
Coziim: Tanim geregi Ag artis1

Ag 2 g(t+At)—g(t)

= (t+ At)? + 4(t + At) — (t% + 4t)

= 2tAt + 4At + ... +.. yliksek dereceli terimler,

= 2(t + 2)At,

= g(t)At dir. (2.6)

11



Tamm 2.1.6 (Bir Fonksiyonelin Varyasyonu) Bir fonksiyonelin artis miktar1 Taylor

serisinde F(x(t) + 6x(t)) genisletilerek
AF £ F(x(t) + 6x()) — F(x(D)) (2.7)
AF = F(x(b)) + (Z—D 5x(t) +%(‘;27’Z) (6x()? + ...— F(x(D))
= (Z) 6x(t) + 3 (25) (Bx())* + ..

= 8F + 8%F + ... (2.8)

elde edilir. Burada

6F = (2) 6x(t) ve 87F = (25 (8x(1))? 2.9)

2!

dir. Bu esitliklere sirasiyla F fonksiyonelinin birinci varyasyonu ve ikinci
varyasyonu denir [3], [13].

Ornek 2.1.2

F(x(6)) = [7[3x2(t) + 2x(¢) + 5ldt (2.10)

i

Fonksiyonelinin varyasyonunu degerlendiriniz [3].

Coziim: Oncelikle artis1 bicimlendirip sonra da birinci dereceli tahmin olarak

varyasyonu bulalim.

AF £ F(x(t) + 6x(t)) — F(x(t)) ,
= [/[3Ge(0) + 6x(0)? + 2(x(0) + 5x(8)) + 5 — (3x%(6) + 2x(t) + 5)]dt

= J7l6x(0)8x(t) +3(8x(6))? + 26x(D)]dt 2.11)

Burada sadece birinci dereceli terimler incelenirse birinci varyasyon sdyle olur.

12



8F (x(6),6x(0)) = [,/ [6x(t) + 2]6x(t)dt (2.12)

2.2. Bir Fonksiyon ve Fonksiyonelin Ekstremumu

Bir fonksiyon ve fonksiyonelin ekstremum (maksimum ya da minimum) veya

optimumu i¢in bazi tanim ve teoremler asagida verilmistir.

Varyasyon bir fonksiyonun optimal degerini ya da ekstremumunu bulmada diferansiyel

olarak calisir, bir fonksiyonelin optimal degerini bulmada da ayni1 sekilde calisir.

Tamm 2.2.1 Bir Fonksiyonun Optimumu

Eger bir M diizlemindeki tiim noktalar igin |s — s*| < & sartim1 saglayan bir & pozitif

parametresi varsa bir f(s) fonksiyonunun s* noktasinda bir géreceli optimumu vardir.

Af =f(s)—f(s) =0 (2.13)

ise f(s*) goreceli lokal minimumdur
Af =f(s)—f(s) <0 (2.14)

ise goreceli lokal maksimumdur.
Yukaridaki durumlar keyfi bir € i¢in saglanirsa bir global tam optimuma sahiptir

Bir fonksiyonun optimumu i¢in gerek sart (ilk) diferansiyelin sifira esit olmasiyla

miimkiindiir. Yani df = 0 olmalidir.
Yeter sart ise

I. Minimum igin ikinci diferansiyelin pozitif olmasidir, d2f > 0 dir ve

ii. Maksimum i¢in ikinci diferansiyelin negatif olmasidir, d?f < 0

d?f = 0 ise sabit bir noktaya karsilik gelir [4], [11].
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Tamm 2.2.2 Bir Fonksiyonelin Optimumu

Bir F fonksiyonelin |t — t*| < & sartin1 saglayan bir D diizlemi i¢indeki tiim t noktalar

icin pozitif bir € varsa t* da bir goreceli optimum vardir.

AF =F(t)—F(t") =0 (2.15)
ise F(t*) bir goreceli minimumdur.

AF =F({t)—-F(t*) <0 (2.16)

ise F(t*) bir goreceli maksimumdur.
Yukaridaki durumlar keyfi bir ¢ i¢in saglanirsa F(t*) bir global tam optimumdur.

Fonksiyonlarin ekstremumu yada oOptimal degerlerini bulmaya benzer olarak,
fonksiyonellerle ilgili varyasyon problemlerinde de, varyasyon optimal bir kavis iizerinde
sifir olmalhidir [4].

Teorem 2.2.1 (Varyasyon Hesabinin Temel Teoremi) Bir fonksiyonelin optimumu igin

gerek sart ilk varyasyonun sifira esit olmasidir.
6x(t) nin tiim kabul edilebilir degerleri i¢in §F (x*(t), dx(t)) = 0 olmasidir.
Yeter sart ise
i. Minimum i¢in yeter sart §2F > 0,

ii. Ikinci varyasyon ve maksimum igin §2F < 0 olmalidir [4].

2.3 Temel Varyasyon Problemi (Euler-Lagrange Denklemi)

Temel varyasyon problemi V(x(t)) = ftth(x(t), x(t), t)dt (2.17)

i

seklinde verilen fonksiyonun ekstremum noktalarini bulmaktir.

Burada x(t) siirekli, birinci tiirevli bir fonksiyon, t; ve ty sabit ayrica bitis noktalar1 da

sabit olmak iizere x(t = t;) = x;, x(t = tf) = Xf (2.18)
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Optimum i¢in gerek sart bir fonksiyoneli sifira esitleyen varyasyondur.

x(t)
x*(t) + 6x(t)
x*(t)
v
Xi
t
t; tr

Sekil 2.1 Sabit-bitis durumlu ve sabit-bitis zamanl sistem

x(t) optimumunu bulmak i¢in ilk olarak V(x(t)) i¢in artis tanmimlariz daha sonra
varyasyon elde ederiz ve en son olarak varyasyon hesabinin temel teoremini uygulariz.

Bunun sonucunda da temel varyasyon problemini elde ederiz.

Simdi bu adimlar tek tek uygulayalim.

1. Adum: Bir Optimum Varsayimi: x(t) fonksiyonu igin varsayilan optimum x*(t)
olsun. x*(t) ye yakin xz(t) = x*(t) + 6x(t) fonksiyonun alalm. §x(t), x*(t) nin

varyasyonudur.
xp(t) fonksiyonu (2.18) sinir sartlarini saglamalidir ve gerek sart su sekilde olur.
§x(t) = 6x(t;) =0 (2.19)
Simdi de varyasyon ve artig uygulayalim.

2. Adim: Artis ve Varyasyon:
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AV (x* (1), 6x(1)) 2 V(x*(£) + 8x(6), x*(£) + 6%(t), t) — V(X" (1), 6%(D), £)

= fttl.f F(x*(t) 4 6x(t),x*(t) + 6x(t), t)dt — ftth(x*(t),x* (©), t)dt (2.20)

i

ty
AV (x* (1), 6x(1)) = J [F(x*(t) + 8x(t),x*(t) + 6%(t),t) — F(x*(t),x*(t), t)dt]

(2.21) elde edilir.

Burada

dx(t)

X0 =—4;

d
ve 6x(t) = E{&C(t)} (2.22)
dir.
x*(t) ve X*(t) noktasinin Taylor serisi (2.21) artis1 iginde F genisletilerek, AV artisi

AV = AV (x*(t), 5x(t))

N OF(x*(t),')'(*(t), t)
Jx

(®)

tr 3
_ j [aF @ O,x 0.0 5() +l
; 0x

2 2 2
+ l% {6 gx(z) (6x(t))? + d g“x(z) (6%(1))? + 2%(&(0&@)} + l dt (2.23)

haline gelir.

Burada kismi tirevler x(t),x(t), (*) ve * optimallik sartinda kolaylik olmas1
gerektiginden ihmal edilir.

Simdi de ilk varyasyonu uygulayalim.

3. Adim: Ilk Varyasyonun Uygulanmasi: 5x(t) ve 8x(t) de lineer olan terimler

korunma sartiyla varyasyon elde edilir.
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AV (x*(t),5x(t)) =

tr
j [aF(x (), x°(t),t) Sx(t) + OF (x (t),.x (), 1) sx(t)|dt (2.24)
Ox 0x

6x(t) iceren terimlerde (2.24) ilk varyasyonu i¢in bagintiy1 ifade edebilmek i¢in 6%(t)

igeren terimlerin integrasyonu ile olur( 6%(t), 6x(t) ye bagli oldugu i¢in).

tr tr
f_ (g_i)*&(t)dh j (g—i)*%@x(t))dt
tf

- [ (Z—i) d(6x())

ti

[(a ) 6x(t)]tl ] ox(t) ZF) dt (2.25)

l

elde edilir.
Burada [ udv = uv — [ vdu formiilii kullanilmustir. (u = 3—1;, v = 8x(t))
(2.25) kullanilarak ilk varyasyon i¢in (2.24) bagintis1 su hale gelir.

tfd

8V (e (1), 8x(t) = [ ( ) Sx(t)dt + [(ZF) Sx(t)] -1, dt( ) Sx(t)dt
=17 (). - & ) Joxwar + () 6] (226)

(2.19) bagintis1 kullanilarak (2.26) daki sinir degiskenleri icin

S5V (x* (1), 6x(1)) = f [ —i( ) ]5x(t)dt — 0 (2.27)

elde edilir.
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4. Adwim: Varyasyon Hesabinin Temel Teoreminin Uygulanmasi

Bu durumda V nin ilk varyasyonu sifir olmalidir.
x*(t) optimumu i¢in 8§V (x*(t), 8x(t)) = 0 olmalidur.

Yani 6x(t) fonksiyonu t; ve t; te sifir olmalidir. Bunun igin keyfidir.

5. Adim: Varyasyon Hesabinin Yardimcit Temel Teoreminin Uygulanmasi

Teorem 2.3.1 (Varyasyon Hesabimin Yardimci Temel Teoremi) Jx(t) fonksiyonu
[tl- b ] araliginda siirekli, f(t) fonksiyonu [ti b ] aralig1 boyunca her yerde sifir olmak

tizere siirekli her f(t) fonksiyonu i¢in

tr

f f(®)ox(t)dt =0 (2.28)
dir [ 3].

Ispat: f(t) fonksiyonunu [t,,t, ] araligmin bir noktasinda sifirdan farkli kabul edelim.
Fonksiyon bu aralikta siirekli bir fonksiyon oldugu i¢in [t , t;, | aralig1 iginde, bu noktay1
icine alan bir [tl* , tf*] araliginda f(t) fonksiyonunun mutlak degeri p gibi bir sayidan
daha biiyiik kalacaktir.

Yani 6x(t) nin (2.28) deki integral degeri sifirdan farkli olacaktir. Bu da aralik
boyunca sifirdan farkl farz ettigimiz f(t) ile ¢elisir. Halbuki f(t) (2.28) de tiim [ti , tf]

aralig1 boyunca her yerde sifir olmalidir.

6. Adim: Euler-Lagrange Denklemi: (2.27) ye yukaridaki teorem uygulandiginda

x*(t) i¢in gerek sart (2.17) ile verilen V fonksiyonelinin bir optimali olur.

(2.29)

FEOXO.0) _d (FEOXO.0) _
() e () -

Denklem daha basit olsun diye F deki idealar ihmal edilirse tiim ¢ € [t;,t; | igin
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(5.~ a (). @3

denklemi elde edilir.

f@®

5x(t)

Sekil 2.2 Sifirdan farkli f(t) ve dx(t) keyfisi

Bu denkleme Euler-Lagrange denklemi denir [1], [3], [4], [5], [6]-

(2.30) Euler-Lagrange denklemi lineer olmayan, ikinci dereceli, iki nokta sinir degerli

ve zamanla degisen adi bir diferansiyel denklemdir.
Bir bagka ifadeyle bir lineer olmayan iki nokta sinir deger problemidir.

Ornek 2.3.1

V= f3[3x2(t) + %2(t)]dt (2.31)
0

x(0)=1,x(3)=5 (2.32)

Sinir sartlarini saglayan optimumu elde ediniz.
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Coziim: Burada F = 3x2(¢t) + x%(¢t) dir.

(2.31) performans indeksine Euler-Lagrange denklemi uygulanirsa

OF\ d (OF d
(ﬁ) _ E(&) =0 > 6x(t) - (2%()) = 0 — X(O) = 3x(V)

bulunur.

Bu basit diferansiyel denklem ¢oziiliirse

x3(t)
2

C; ve C, burada integrasyon sabitidir. Sinir sartlar1 kullanilirsa

x(0)=1-C,=1,x(3)=5—-C, = _32_9

bulunur. Bulunan degerler denklemde yazilirsa

x3(t) 39
O 39

x*(t) > 5

Optimal fonksiyonu elde edilir.

(2.33)

(2.34)

(2.35)

Ornek 2.3.2 Bir diizlem iizerinde verilen iki nokta arasindaki minimum uzakligi

bulunuz[3].

Coziim: Bu problemin ¢oziimii bir dogru olur. Alinan noktalar A(x,,y,) Ve B(x1,¥y1)

olsun.

y = y(x) bu iki noktay1 birlestiren herhangi bir egrinin denklemini gdsterdigine gore A

ve B noktalar1 arasindaki egri yayinin uzunlugu;
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x(t)

Xf B
Xi
A
t
t; te
Sekil 2.3 Yay uzunlugu
(d£)? = (dx)? + (dt)? (2.36)
dir.
(2.36) denkleminde
(t) =ve de = [JVI+32(D)dt (2.37)

x(t =t;)ve x(t =t;) noktalar arasindaki toplam yay uzunlugu ¢ dir. Minimize

edilen ise V performans indeksidir.

L=V= [df= fttif VI+3R2(t)dt = [ F(x(t))dt (2.38)

Burada F(x(t)) = V1 + x2(¢t) dir.

F sadece x(t) ye bagh bir fonksiyondur. (2.38) denklemine Euler-Lagrange denklemini

uygulayalim.
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oF _0 oF B X d ( X ) _ 0
ox 0% Vi+x2 o dt \W1tx2/
Buradan
= X = (2.39)
(1+32)72 '

Denklemi bulunur ve bu denklem ¢oziilerek optimal ¢oziim

x*(t) = C;t + C, bulunur ve bu bir dogru denklemidir. O halde ekstremaller
y = mx +n seklinde dogrular olacaktir. Ayrica (2.39) denkleminden egri tizerinde
alinan her noktada egriligin sifir oldugu gortiliir.
2.4.  Ikinci Varyasyon

ikinci varyasyonun baslangic1 Euler-Lagrange denklemi ile baslar.

(2.23) bagintisindaki artisin terimleri ikinci varyasyona karsilik gelir.

azvzf%KazF> ((6x(t))? + <62F> (6x(t))2+2<aazF> (6x(t)6)'<(t)l dt (2.40)

Sabit bitis sartlar1 §x(t;) = Sx(tf) = 0 kullanilirsa

o2 (59 25 Joors () worla e

bulunur.

Temel varyasyon teoreminden minimum icin yeter sartin 92V > 0 ve maksimum

icin ise 3%V < 0 oldugunu biliyoruz.

Bu ise 6x(t) ve 6x(t) keyfi degerleri icin
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d0%F d [ 0°F -0 242
d0x2 . dt\9xdx)/ (242)
0°F >0 2.43

[fadesinin minimum igin yeter sart olacag1 anlamina gelir. Maksimum icin ise isaretler

ters cevrilir.

Literatiirde bu sarta Legendre sarti denir [3], [4].
2.5.  Sartlarla Fonksiyonlarin Ekstremumu

Bir sart altinda bir fonksiyonun ekstremumunu bulmak icin Lagrange carpan

metodu kullanilir. Ilk olarak teorem vererek baslayalim.

Teorem 2.5.1 f(t) = f(ty,ty t3, ... ,t,,) gercek degerli ve siirekli bir fonksiyon

olsun.

Bu fonksiyonun ekstremumu ile ilgili sartlar

g1(t) = g1(t1,to,t3, 0, 1) =0

g2(t) = g2 (t; ,tp, t3, e ,ty) =0

In(t) = gn(ty , ty, ts, o, ty) =0 2.44)

seklindedir. Burada f ve g siirekli kismi tiirevlere sahiptir ve n < m dir.
Bu sartlara karsilik Lagrange ¢arpant p; , py, P, --., PrOISUN.

Artan Lagrange fonksiyonu su sekildedir.

L(t,p) = f(O +p'g(®) (2.45)
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Burada p® , p nin transpozesidir.

t* ve p* optimal degerlerinin ¢6zimi sdyle olur.

oL _of ,dg _
E—a'l'p E—O (2.46)
oL _ =0 2.47

Lagrange carpan metodu ilgili sinirlarla fonksiyonunun ekstremumunu bulmada ¢ok

onemlidir [4].
2.5.1. Lagrange Carpan Metodu

Sartlarla verilen problemin ekstremumunu bulmak i¢in Lagrange carpan metodu

kullanilir.

f (t4, t,) bir fonksiyon olmak iizere ilgili sart

g(ty, t;) =0 (2.48)
olsun.

Artan Lagrange fonksiyonu

L(ty, t2,p) = f(t1,t2) + pg(ty, t3) (2.49)

dir.

Burada kullanilan p Lagrange carpanidir.

Lagrange denkleminde (2.48) sinir sart1 kullanilirsa

L(ty,t;) = f(ty, L) (2.50)

bulunur.
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Ekstremum i¢in gereken sart
dL=df =0 (2.51)

dir. (2.49) Lagrange bagintisindan
dL = df + pdg (2.52)

olur. Bu denklemi s6yle de yazabiliriz.

of | dg aof adg
o) dty + (5 + pa) dey = 0 2.53

(at1+pat1) Lt at2+pat2 z (2.53)
Burada dt; ve dt, bagimsiz degillerdir. dt; bagimsiz olarak segilirse dt, bagimli bir
diferansiyel olur. p carpani (2.53) deki dt; ve dt, nin katsayilarindan birini sifir yapmak
icin secilebilir. Bu durumda p,p* degerinde alindiginda dt; bagimli diferansiyelinin

katsayus1 sifir olur.

af ,0g _

_ 2.54
o, TP g, =0 (2:54)

Boylece (2.53) denklemi

of a9 _
(6_t1+p0_t1) dt, = 0 (2.55)

olur.

dt, bagimsiz diferansiyel oldugundan keyfi olarak segilebilir. (2.55) i saglayan tiim dt;

ler i¢in dt; in katsayis1 sifir olur.

of .09

a_tl +p (’)_tl =0 (2.56)
dir. (2.49) dan

oL

3= 0 (2.57)
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(2.48) sinir bagintis1 meydana gelir.

(2.54), (2.56) ve (2.57) den sonuglar birlestirilirse

oL _9F .99 _ (2.58)
at, o, P o

oL of _dg

oL .
ap 9(t" ") (2.60)

bulunur. Bu denklemler ¢oziiliirse t,*, t,*, p* elde edilir. (2.58) ve (2.59) arasindan p* yok

edilirse

(52 66) - (55) ) = @61)
bulunur.

Sonug olarak ilgili sinir sart g(t;,t,) = 0 ile f(t;,t,) ekstremum fonksiyonu t,,t,, p

bagimsiz olsalar dahi yalniz bir artan fonksiyonun ekstremumuna esittir.

Yani L(tl, tz, p) == f(tl' tz) + pg(tl' tz) dir

(2.5.1) teoremi bu sonucun genellemesini vermektedir [1], [4], [5], [14].

Ornek 2.5.1 Bir esnaf silindirik ve smirl1 olan bir deponun hacmini maksimize etmek ister.
Malzemenin inceligi bir sabit olarak kabul edilmekte olup esnaf depoda bulunan

malzemelerin hacmini ve depo i¢in maliyetini minimize etmek istemektedir [4].

Coziim: Malzemenin inceligi ve deponun alani sabittir. Silindirik deponun cap1 ve

yiiksekligi r ve £ olsun. Deponun hacmi
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nr?f

V(r,®) = 2 (2.62)
Deponun alani ise
2mr?
Ag = A(r, ) = + nrd (2.63)

A, burada sabittir.
Buradaki amag A(r,€) = A, korunarak deponun hacmini V (r, £) maksimize etmektir.

Simdi bu problemi Lagrange Carpan Metodu ile ¢ozelim.

rf

fa8)=— (2.64)
2mr?
gr,f) = + rd — Aq (2.65)
diyelim.
rif 2mr?
L(r,t,p) =f(r,€) +pg(r,t) = 2 rl—2 + rd — A, (2.66)

olur. r,¢,p optimal degiskenlerinin bir fonksiyonu L Lagrange fonksiyonu oldugundan

L(r, 4, p) nin her degiskeninin r, £, p ye gore kismi tiirevleri alinir ve sifira esitlenir.

oL mnrf

§=T+p(nr+n€)=0 (267)
oL mr?

ﬁ = T + p( TTT) =0 (268)
oL 2mr?

% = +nré —A; =0 (2.69)
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Bu ii¢ bagint1 ¢oziiliirse

24, oo [P LA, 270
T B3 “ 3z’ P T |2an (2.70)

elde edilir.

Sonug olarak silindirik bir deponun hacmini maksimize edebilmek i¢in deponun ¢apinin

yuksekligine esit olmas1 gerekmektedir.
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3. VARYASYON HESABININ OPTIiMAL KONTROL SIiSTEMLERINE
UYGULANMASI

3.1 Giris

Optimal kontrol teorisini verilen bir sistemi kontrolii igin en iyi yolu bulma olarak

tanimlamamiz mimkindiir.

Optimal kontroliin stratejisi en iyi durumun, en az zaman ve en az emek harcanarak

nasil elde edilecegi ile ilgilidir.

Ornegin bir roketin firlatilmas1 olaymi ele alirsak optimal kontrol teorisinin amacinin
roketin en az yakit harcamasi ve en kisa zamanda hedefine varmasi i¢in gereken sartlar

olarak ifade edebiliriz.

Optimal kontrol problemi teorisinin uygulama olanlar1 oldukg¢a genistir. Ekonomik

problemler, niifus biiytimeleri problemi, kozmik uguslar, niikleer reaktorler vb...

Ilk optimal kontrol problemleri 1940-1950 li yillarda ortaya ¢ikmustir. Bu yillarda
gelisen teknolojiden  kaynaklanan yeni ve karisik problemlerin eski yontemlerle

¢Oziillemeyecegi anlasiimaktadir.

L.S. Pontryagin ve o&grencileri tarafindan bu problemleri ¢6zmek igin bir teofri

gelistirildi.

Temel teoremi Pontryagin’ in maksimum prensibi olan bu teori Optimal Kontrol Teorisi
olarak adlandirild1 [2], [7], [11].

3.2 Optimal Kontrol Probleminin Temel Tanim ve Teoremleri

Kontrol edilen siireci

y=FQ,vt) 3.1



diferansiyel denklemi ile tanimlayalim. Bu denklem [t,, t; ] de verilmis olsun. y(t) ve v(t)

fonksiyonlar1 da bu aralikta verilmis olsun.

Burada F = (fy, fo -, fin)T  vektor-fonksiyon, y = (y4, ¥4, ..., ym)T  koordinat,

v = (Vq,Vy, ..., V)T kontrol vektoriidiir [8].

Tamm 3.2.1 [¢t,, t;] de verilen ve
v(t) EV, t € [ty t4] (3.2)
Durum kisitlamasini saglayan pargali-siirekli v(t) fonksiyonuna uygun kontrol denir.

Uygun olan kontrollerin siirekli degil de pargali-siirekli fonksiyonlardan se¢ilmesinin
nedeni optimal kontrol problemlerinde optimal kontroliin siirekli fonksiyon olmamasindan

kaynaklanmaktadir.

Bir bagka ifadeyle bu sistemler ic¢in siirekli kontroller sinifinda optimal kontrol

bulunmamaktadir[8].

Asagidaki Cauchy problemini géz 6niine alip y(t) yoriingesinin tanimini verelim.

y(@) = F(y(@®),v(t),t), to <t <t

y(to) = Yo (3.3)
Tamm 3.2.2

F:E"x E™x [ty, ty] — E™ (3.4)

stirekli fonksiyonu verilsin.

al,az, ...,Q’K, to < a’l < ..< OCK < tl

Noktalar1 ayn1 v(t) uygun kontroliiniin tiim siireksiz noktalar1 olmak iizere (3.3)

Cauchy probleminin [t,, a;] de ¢oziimiiniin oldugunu kabul edelim ve y(a;) = y, olsun.
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Daha sonra ise

y(@) =F(y@),v(),1), a, <t <a,

y(a) =y (3.5)

(3.3) Cauchy probleminin [a;, a,] de ¢6ziimiiniin oldugunu varsayalim ve y(a;) = y,
olsun.

Daha sonra ise

y(t) = F(y(),v(t),t), a, <t <a,
y(az) =y, (3.6)

Eger y(t) fonksiyonunu bu yontemle [t,,t;]de bulabilmek miimkiin olursa y(t)

yoriingesine (3.3) Cauchy probleminin v(t) kontroliine uygun gelen ¢oziimii denir.
Bu tanimdan anlagilacagi gibi y(t) siirekli bir fonksiyondur ve [t,, t;] de

t1

Y(©) = yo + f F(0), v(e), t)dt 37)

to
denklemini saglar. Ayrica (3.3) probleminin uygun u(t) kontrolii i¢in y(t) ¢6ziimii vardir
ve tektir [1].

Optimal kontrol teorisinin esas problemi (y(t),v(t)) miimkiin siiregleri iginde

optimalini bulmaktir.

fo:EMxE" > E
{,B:meE - E (3.9)
fonksiyonlar1 verilsin.
t]_ tl
60 = [ Ho®,v©,0de+ | FOE),6) - min (3.10)
to tO
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(3.9) kriteri optimal ¢oziimleri karakterize eder [9].

Tamm 3.2.3 (y,,v,) Verilmis olan miimkiin siire¢ olsun. Eger her miimkiin (y, v) siireci
icin G(y,,v.) <G(y,v) ise (¥,,v.) sirecine (3.1) probleminin optimal siireci veya

minimum ¢oziimii denir,

v(t) ye optimal kontrol, y(t) ye ise optimal yoriinge denir.

Optimal siireci bulmak i¢in L.S. Pontryagin ve ogrencileri tarafindan maksimum

prensibi teoremi ispat edilmistir.

Tamm 3.2.4 (Hamilton-Pontryagin Fonksiyonu)

600 = [ oG ©,v(©,0de - min; 3.11)
y@) =F(y@®),v(t),t), to<t<t (3.12)
y(to) =yo, ¥t1) =y (3.13)

U(t)EV, toStStl
Seklinde verilen bir problemi ele alalim. Bu problemde t,, t;, y,, y; Sabittirler.

f(y; v, t) = (fl(yJ v, t)' "'me(y' v, t))T

dir. fo, fi, -, fm fonksiyonlarinin y,, y4, ..., i, degiskenlerine gore kismi tiirevleri vardir.

0fy  0f; 0f1]

dy; 0y, 0Ym

oF of, 0f  0f
7y E =0y, ay,  0ym (3.14)

Ofm Ofm  Ofm

L0y, 0y, OYm

9 of, 0 9

£=f0y=( fo Ofo f") (3.15)

dy dy: 0y, 0ym

olacak sekilde isaretleyelim.
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fivt), j=012,...m, f,(y,v,t), fo, = (¥, v,t) fonksiyonlarin
(y,v,t) € E™xE™x[ty,t,] degiskenine gore siirekli oldugunu kabul edelim.
@ = (91,02, ., )T € E™ olsun.

H,v,6,0,00) = o fo, v, ) + 01 1,0, 0) + oo+ @ufin (v, v, 1)

= @ofor,v,t) + [, f(y,v, 1) ] (3.16)

seklinde olusturulan
H: E™xE™x[ty, t;|]xE™xE — E (3.17)

fonksiyonuna Hamilton-Pontryagin Fonksiyonu denir [2].

Tanim 3.2.5 (y(t),v(t)), t, < t < t; uygun siireci i¢in
@ (t) = (91(8), P3(t), ..., P ()T degiskenlerinin sagladigi lineer diferansiyel denklemler

sistemini yazarsak

@,(t) = OHOW®.v().t9(®.90) 1,23, ....m (3.18)

dy;

sistemine (y(t), v(t)) siirecine kars1 gelen eslenik sistem denir.
Burada ¢,(t) = ¢, , t * den bagimsizdir.

(3.18) sistemini vektor seklinde de yazabiliriz.

@) = —H,(y(), v(t), t, 9(t), o) (3.19)
veya
@) = —@ofo, (), v(D), ) = E,(y(0),v(), ) (), t, <t <ty (3.20)

Simdi de (3.10)-(3.13) probleminde optimal kontrolii bulmak i¢in gerekli kosul olan

maksimum ilkesini yazalim.
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Teorem 3.2.1

(@), v()) ,t, < t < t; (3.10) — (3.13) probleminde optimal olsun. O halde dyle ¢

sabit sayis1 ve t, < t < t; araliginda belirlenmis siirekli ¢ (t) fonksiyonu vardir ki;

) 9o=0, lpol+ llp@I #0, t, <t <ty (3.21)
b) @(t), (3.30) eslenik sisteminin ¢oziimiidiir.
c) Hert € [ty t;]i¢in

HO®,0(0,600,00 = | =, HEO,00,60(0,00) (3.22)

€

dir. (3.21) durumu bu teoremin esas kosuludur ve (y(t),v(t)) optimal ¢bziim ise,
Hamilton-Pontryagin fonksiyonunun her t zamaninda maksimumunu optimal kontroliin

v = v(t) degerinde aldigin1 gostermektedir [2].

Ornek 3.2.1

Gy,v) = f(yz(t) + v2(t))dt - min (3.23)
0
y®) =v(), 0<t<t

y(0) =y(t;) =0

veEE t;>0

probleminin optimal ¢éziimiinii bulunuz [2].

Coziim: Bu problem (3.10) — (3.13) seklindedir. Burada
to =0, foy,v,t) =y?>+v2,V=E, y, =7y, = 0 dir. Problemin optimal ¢dziimii
yt)=0, 0<t <t; drve minG(y,v) =0 dir.
Simdi de Teorem 3.1 in uygulamasi ile bu optimal ¢6ziimii bulalim.
Hamilton-Pontryagin fonksiyonu
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H,v,9,90) = 9o(y* +v*) + v (3.24)
Eslenik denklem ¢ = —2¢yx dir.

Eger ¢, = 0 olsaydi H fonksiyonunun v degiskenine gore maksimumunun mevcut
olmast i¢in ¢ = 0 olmalidir. Halbuki Teorem (3.1) e gore (¢y, ¢) # 0 olmalidir. O halde
@y # 0 olmahdir. Biz ¢, = —1 alabiliriz. Bu durumda

H=—-y?—v?+¢v fonksiyonu E de v =§ noktasinda maksimum olur. (3.20)

eslenik denklemini de g6z Oniine alirsak
.9
y == p=2y, 0<t<ty

y(0) = y(t;) = 0 simur problemini aliyoruz.

Bu sistemin ¢6ziimii y(t) = @(t) =0. 0 <t <t, dir.

y(t) = %t) denp(t) =0,. 0<t <t, elde edilir.

O halde optimal siire¢
(y(®),v(t)) = (0,0), .0t <ty (3.25)
olur.

3.3  Varyasyon Hesabinin Optimal Kontrol Sistemlerine Uygulanmasi

Bu béliimde varyasyon hesabi kullanilarak optimal sartlarin elde edilmesi konularinin

gelisimi anlatilmaktadir.

3.3.1 Adim 1: Fonksiyonelin Optimizasyonu ve Sarti

tr
1= [ Fom5@.0d (3.26)
y(t;) sabit, y(t;) serbest (3.27)
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Sinir sartlar1 verilsin.

y*(t) optimal fonksiyonu Euler-Lagrange denklemini saglamalidir.
(6F> d <6F) _0
dy/), dt\ay/ —
Optimum yeter sart i¢in Legendre sart1 sdyle olur.

0°F >0 mini .
357 minimum igin

*

0°F <0 maksi .
3572 maksimum igin

*

Bagnt1 sart1 ise

gy (@), y(t),t)dt =0
dir ve burada (3.27) sart1, artan fonksiyonel formuyla
tr
s = [ L0@30.p0, 0

t;

dir.
Burada p(t) Lagrange ¢arpanidir (co-state fonksiyonu da denir.)

Lagrange denklemi

Lly®),y@®),p®),t) = F(y@®),y(®),t) — p* (O (), y(t),t)

seklinde olur.

Optimal sartta y(t) ve p(t) i¢in artan fonksiyonel Euler-Lagrange denklemi vardir.
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L d (0L
( ) ( ) = 0 durum denklemi (3.34)

dy/.  de\dy
(aL> d(aL> =0 tate denklemi 3.35
o). @t ap*— co — state denklemi (3.35)

(3.27) ile L Lagrange denklemi p*(t) den bagimsizdir. p(t) co-state denklemi igin (3.31)

siir bagintis1 onemli olmasina karsin Lagrange denklemi dnemsizdir.

3.32 Adim 2: Optimal Kontrol Sisteminin Lagrange Denklem Formuyla

Yazilmasi
Standart kontrol sistemi
y(@) = fy(@),v(t),t) (3.36)
seklinde ve sinir sartlart

y(t;) sabit, y(t;) serbest (3.37)
Performans indeksi
tr
Je@) = [ FO@,vo,od (338)
t;
dir. (3.31) bagint1 sart1 olarak (3.36) sistem denklemi
gy(®),y(6),v(t),t) = fy(®),v(),t) — y(t) =0 (3.39)
(3.32) performans indeksinin (3.33) bagint1 sartinin artan fonksiyoneli
tr

J5(0()) = f LG/ (©), 7(0, v(0), p(), Dt (3.40)

t
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dir. Burada L Lagrange denklemi
L=L(y@®),y@),v),p(),t)

=Fy@®),v®),0) + p'@© [f (), v(©), 1) = y(0)] (3.41)

1. Adimin sonuclar1 kullanilir.

Optimal sartta y(t), p(t), v(t) terimleriyle verilmis olan (3.40) artan fonksiyoneli igin
(3.34) ve (3.35) Euler-Lagrange denklemleri vardir.

(aL) d(aL> =0 durum denklemi 3.42
ay) " at\ay *— urum denklemi (3.42)
(aL> d(aL> =0 tate denklemi 3.43
o). @t ap*— co — state denklemi (3.43)
(aL) d(aL) =0 kontrol denklemi 3.44
3v). " ac\aw). = ontrol denklemi (3.44)

(3.41) deki L Lagrange denklemi p*(t), v*(t) den bagimsizdir.

3.3.3 Adim 3: Optimal Kontrol Sisteminin Hamilton Denklem Formuyla Yazilmasi

(Pontryagin Prensibi)

Lagrange denklem formundan Hamilton denklem formuna gecis i¢in Hamilton

denklemi yazilabilir.

Hy®),v(®),p®),t) = F(y(®),v(),t) + p*(®) fy (), v(D), 1) (3.45)

(3.38) Lagrange denkleminde

Ly (©),y®),v(®),p(t),t) = Hy(6), v(0), p(©), 1) — p*(O¥ () (3.46)

halini alir.
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(3.46) kullanmilarak (3.42), (3.43), (3.44) Euler-Lagrange denklemleri Hamilton

denklemleri olarak tekrar yazilirsa

(aH) L =0 3.47
0H . d
(5p) ~7 @ - F©@=0 (3.48)
<8H> d 0)=0 3.49
Boylece
. 0H :
yi(t) =+ (%) durum denklemi (3.50)
0H
p*(t) = — (E) co — state denklemi (3.51)
oH _
0=+ (%) kontrol denklemi (3.52)
Yeter sart
o°H >0 mini 3.53
7). minimum (3.53)
o°H <0 ksi 3.54
vz ) maksimum (3.54)

Boylece (3.50), (3.51), (3.52) durum, co-state ve kontrol denklemleri (3.27) baslangig¢
sarti ile ¢oziilmis olur [7], [8], [9], [11], [12].

Ornek 3.3.1 Cift integralli sistem

510 = y>(8)
{ 10 = v (3-25)
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ve performans indeksi

1 H 5
]=§ .f ve(t)dt (3.56)
verilsin.
y(0)=[1 2]°; y2)=[1 o] (3.57)

verilen sinir sartlari ile optimal kontrol ve durumu bulunuz [4].

Coziim: Oncelikle (3.55) sistemi ve (3.56) performans indeksi ile (3.26) sistemi ve (3.27)

performans indeksi genel formiiliinii karsilastirirsak

FO/0,v(0),6) = F((0) = 570
Fiy@®,v@®),t) = [i LI (3.58)
tanimlanir.
Burada f; = y,(t), f, = v(t) dir.

1. Adim: Hamilton denklem fonksiyonu su sekildedir.

H = H(y1 (1), y,(t), v(t), p1 (), p2(t))

=Fw®) +p*®fy@®),v(t)

1
= 502(0) + p1(D)y2(6) + p2 (v (1) (3.59)
2. Adim: Asagidaki baginti ile v*(t) bulunur.

0H
P 0> v (@®)+p,)=0 > v ()= —p, @) (3.60)
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3. Adim: l.adimda 2. adimin sonuglar1 kullanilarak H*optimali bulunur.
* * * * * 1 * * * *
H*(y," (), y2" (©), p" (), p2" (1)) = > P2 4+ pt (@ v (1) —p?

1
= p' Oy (O -5 " (3.61)

4. Adwm: Durum ve co-state denklemleri

(©=+(3) = »©

*

oH
Yo (t) = +(£) = —p,"(t)
) 2 o (3.62)

p"(t) = —(a—yl> =0

*

0= ~(5) =

denklemlerinin ¢oziimleri ile bulunur.

Optimal co-state ve optimal durum denklemleri su sekilde olur.

K K
(10 = 263 - S+ KO + K,
K
{0 () = 73t2 —K,(t) + K, (3.63)
p1"(t) = K3
\ p2"(t) = —K5(t) + K,

5. Adim: Optimal kontrol

vi(t) = —p () = K3(t) — K, (3.64)

ile elde edilir.

Burada K3, K5, K3, K, (3.51) sinir sartlari kullanilarak degerlendirilen sabitlerdir.

K1:1,K2:2,K3:3,K4:4 (3.65)
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Sonug olarak co-stateler, optimal durumlar ve optimal kontrol bulunur.

( 1
y *(t) = §t3 —2t2+2t+1

3
y,*(t) = Etz —4t+2

] (3.66)
p"(t) =3
p*(t) = -3t+4
vi(t)=3t—4

3.3.4 Bazi Onemli Ozellikler

Varyasyon hesaplamada optimal sartlar1 elde ederken kullanilan yontemin farkli

ozelliklerini ifade edelim.

I. Lagrange Carpammn Onemi: Lagrange ¢arpani p(t), bir diger ad1 olan co-state
degiskeni her y(t) ve v(t) degiskeni icin her biri sistem denklemine bagh
olmasina ragmen, Dbagimsizmis gibi  Euler-Lagrange  denkleminin

kullanilmasina olanak verir.

ii. Hamilton ve Lagrange Denklemi: Hamilton ve Lagrange denklemini tanimlariz.

Ly (0),y(®),p(t),v(t),t) = F(y(®), v(t), ) + p*(®) [f(y(®),v(D),t) —y ()] (3.67)

H(y(®),v(©),p®),t) = Fy(®),v(t),t) + p*(®) fFr (D), (D), 1) (3.68)

iii.  Hamilton Denklemi Optimizasyonu: 0 = + (Z—Z) (3.52) kontrol denklemi v(t)

kontrolii ile Hamilton denkleminin optimizasyonunu gosterir.
v(t) kontroliiniin sinirsiz oldugu kabul edilerek Z—: = 0 kontrol bagintisi1 elde edilir.

v(t) deki smir ne olursa olsun v(t) Hamilton denklemini minimize etmek icin

secilir.
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v(t) , optimal kontrol teorisine Pontryagin’ in en Onemli katkis1 olan H
fonksiyonunu optimize etmek i¢in segilir. Bu sekildeki yaklasima Pontryagin Prensibi

denir.

Kisitli kontrol

min H(* (9, p° (0, v(0, ) = H' (7 (0,p"(0),v"(6),0) (3.69)

dir. Su sekilde de yazilabilir.

H(@y*®),p"(6),v*(0),t) < H(y"(£),p"(©),v(D),t) (3.70)

iv.  Pontryagin’ in Maksimum Prensibi: Pontryagin maksimize eden performans
indeksini minimize eden performans indeksi yerine kullanarak adini Pontryagin’ in

Maksimum Prensibi koymustur.

Bu ylizden Hamilton denklemi Pontryagin H-fonksiyonu olarak da adlandirilir. J

performans indeksinin minimizasyonu —J nin maksimizasyonuna esittir.

H(y(®),v(®),pt),t) = — F(y(t),v(t),t) + p*(t) fy(), v(t), 1) (3.71)
V. Optimal Sartta Hamilton Denklemi: Optimal sartta Hamilton denklemi su
sekilde yazilir.
H* = H*(y*(t),p" (), v"(£), ¢) (3.72)
dH*  dH"
dt  dt
OH\" OH\" OH\" oH
—(E>*y(t)+<%>*p (t)+<%>*v © + <§> 3.73)

Bu denklemde (3.50), (3.51) ve (3.52) durum, co-state ve kontrol denklemleri
kullanilarak asagidaki esitlik elde edilir.
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(Z_IZ)* - (%_I;I)* (3.74)

Optimal yoriinge boyunca H’nin zamana bagl toplam tiirevi, H’nin zamana bagli kismi

tiirevine esittir.

H,t ye bagl olmadigi durumda ise

i =0 3.75

dir.

Bu da bize gosterir ki H optimal y6riinge boyunca t zamanina bagl bir sabittir [13], [14].
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4. OPTIMAL KONTROL VE VARYASYON HESABI PROBLEMININ
BiRBIRLERIYLE KARSILASTIRILMASI

Bu boliimde optimal kontrol ve varyasyon hesabi problemlerinin karsilagtirilmasi bir

tablo halinde 6zet olarak verilmistir.

VARYASYON HESABI OPTIMAL KONTROL

Temel varyasyon problemi hem baslangi¢ ] o
. ' Optimal kontrol problemi ise v(t) kontrol
ve bitis zamani sabit ve ayn1 zamanda _
o ‘ degiskeni ve y(t) durum degiskenlerinden
durumu da sabit, birinci tiirevi olan
) olusur.
y(t)fonksiyonundan olusur.

) ) ) ) Verilmis olan baglangic sartlarina baglh
Bir fonksiyon ya da fonksiyonelin _ o
) olarak kontrol ve durum degiskenlerini
optimumunu bulmay1 hedefler.
bulmay1 hedefler.

Temel varyasyon probleminin ¢dziimiinde . o
Optimal kontrol probleminin ¢dziimiinde

a. Euler-Lagrange denklemi
S a. Lagrange carpan metodu
b. Birinci ve ikinci varyasyon ] .
b. Pontryagin prensibi
C. Artisg miktar1

c. Hamilton denklemi kullanilir.
d. Lagrange ¢arpan metodu kullanilir.

Sonug olarak baglangi¢ ve bitis zamanlari .
) ] Sonug olarak uygun olan optimum kontrol
sabit olan ve ayn1 zamanda sabit durumlu )
) ) parametresi bulunur.
fonksiyonun optimumu bulunur.

Tablo 4.1 Optimal kontrol ve varyasyon hesabi probleminin kargilastirilmasi [10], [14].
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