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Bu galigma yedi bélimden olugmugtur.

Birinci boliimde; temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde; istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel Cauchy dizisi ve kuvvetli p Cesaro
yakinsakhik incelenmigtir.

Uctincii bolilmde; A—istatistiksel yakinsaklik incelends.

Dérdiincti bsliimde; A—dizi uzaylarn, A—istatistiksel yakinsakhk, A—istatistiksel Cauchy
dizisi, kuvvetli Ap—Cesaro yakinsaklik ve genellegtirilmig fark dizi uzaylar incelendi.

Beginci boliimde; Orlicz dizi uzaylar incelendi.

Altinci bsliimde; Orlicz fonksiyonlart yardimiyla tanimlanan
[V, M, A, p,q,u]y, [Va, M, A, p,q,ul, ve [Vy,M, A, p, q, u], uzaylar ve bu uzaylarn
bazi 6zellikleri verildi.

Yedinci boliimde; Sy (Ag, u) —istatistiksel yakinsaklik verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Istatistiksel yakinsaklik, A—istatistiksel yakinsaklik,
A—istatistiksel yakinsaklik, Kuvvetli A,—Cesaro yakinsaklik, Orlicz dizi uzay,
Si (Ag, u) —istatistiksel yékmsakhk
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This study is prepared as seven chapter.

In the first chapter; the fundemantel definitions and theorems are given.

In the second chapter; statistically convergence, statistically cauchy sequence and
" Strongly p—Cesaro summability are examined.

In the third chapter; A—statistically convergence are examined.

In the third chapter; A—sequence spaces, A—statistically convergence, A—statistically
cauchy sequence, strong A, Cesaro convergence ve Generalized differance sequence spaces
are examined.

In the fifth chapter; Orlicz sequence spaces are examined.

In the sixth chapter; the sequence spaces [V, M, A, p, q,u],, [Va, M, A, p, q, u, and
[Va, M, A, p, q, u], defined by Orlicz functions and the properties of spaces are given.

In the seventh chapter; Sy (A4, u) —statistically Convergence are examined.

KEY WORDS: Statistically convergence, A—statistically convergence,
A—statistically convergence, strong A,—Cesaro convergence,

Orlicz sequence spaces,Sy (Ag, u) —statistically convergence.
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SIMGELER LISTESI

: Dogal sayilar ctimlesi.
: Kompleks sayilar ctimlesi.
: Reel sayilar ctimlesi.

: C tizerinde tamimh biitiin diziler uzay1.

& ®B 0 2

: Istatistiksel yakinsak diziler uzaylari.

Sy : A—istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi.

S (A) : A—istatistiksel yakinsak diziler uzaylar:.

S (Ag) : Ag—istatistiksel yakinsak diziler uzaylar.

0 (K) : K’ min dogal yogunlugu.

So : Sifira istatistiksel yakinsak dizi uzaylar1.

So (A) : Sifira A—istatistiksel yakisak dizilerin uzay:
wp : Kuvvetli p—Cesaro toplanabilir diziler uzay:.

wp (A) : Kuvvetli Ap—Cesaro toplanabilir diziler uzay.
h.h.k : Hemen hemen tim £’ lar.

£oo : Kompleks terimli simirl diziler uzay:.

¢ : Kompleks terimli yakinsak diziler uzay:.

¢o :Kompleks terimli sifira yakinsayan diziler uzayl.
inf X : X’ in en biiytik alt siniri, infimumu

sup X : X’ in en kiigiik tist sinir1, supremumu.

(X, I} : Normlu uzay

()? il 2) : (X, |||I) normlu uzaymin tamlanmas.

(X, d) : Metrik uzay.

A : A = (A,) Pozitif sayillarin azalmayan ve sonsuza giden dizilerin kiimesi.
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L BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, ¢aligmamizda kullanacagimiz temel tamm, teorem ve esitsizliklere yer
verecegiz.

Tanim 1.1.1 X bos olmayan bir kiime ve K cismi R veya C olsun.

+: X xX-X, (z,y) 2> z+y

S KxX - X, (a,z) > az
doniistimleri ile toplama ve ¢arpma iglemlerini tamimlayalim. Her z,y,2 € X ve g, b € K
icin asagidaki kogullar saglansin:

Ll) z+y=y+=z

L2) 2+ (y+2)=(x+y)+=

L3) Her z € X igin z 4 0 = z egitligini saglayan bir tek 0 € X vardir.

L4) Her z € X i¢in = + (—z) = 0 egitligini saglayan bir tek (—z) € X vardir.

L5) Herz € X icin Lz =2

L6) a(z+y) =oz+ay

L7) (a+b)z=0ax+bx

L8) (ab)z = a(bx)
Bu durumda X’e K {iizerinde bir vektdr uzayi(lineer uzay) ve elemanlarina da vektor veya
nokta ad1 verilir. K = R ahmirsa X’e bir reel vektor uzayr ve K = C alimirsa X’e bir
kompleks vektor uzay adi verilir [1].

Tamim 1.1.2 X bir K cismi {izerinde bir vekttr uzay1 olmak tizere her z,y € M ve
her c € K icin

z+yeEM ve cxeM

olacak bicimde X’ in bir M alt kiimesine alt vektor uzays denir.



Tamum 1.1.3 X, K cismi iizerinde bir Lineer uzay ve L = {z1, 2,3, ..., Zn} climlesi

X ’in bir alt cilimlesi olsun. «; € K olmak iizere

iaz—.xi =

, i=1

olmasi her bir @; = 0 olmasin gerektiriyorsa L ciimlesine lineer bagimsiz, aksi takdirde

lineer bagimlidsr denir.

Tamm 1.1.4 X, K cismi tizerinde bir Lineer uzay ve B, X ’in bir alt climlesi olsun. B
‘nin elemanlar: lineer bagumsiz ve B, X ’i geriyorsa bu takdirde B ’ye X ’in baz (tabanz)

denir.

Tanim 1.1.5 X bog olmayan bir ciimle olsun. Her z,y,2 € X i¢in

i) d(z,z)=0

ii) d(z,y) =0 z=y

iif) d(z,y) =d(y,z)

iv) d(2,2) < d(ay) +d(y,2)
ozelliklerine sahip d : X x X — R fonksiyonuna metrik ve (X, d) ikilisine de metrik uzay
denir. (), (4) ve (iv) sartlarim saglayan d fonksiyonuna bir yarimetrik, (X, d) ikilisine

de yarimetrik uzay denir [ 1].

Tanim 1.1.6 X, K cismi tizerinde bir Lineer uzay olsun. Her z,y € X igin
i) g(0)=0

ii) g(z)=g(-=)

iif) g(z+y) <g(z)+9(y)



iv) XA — Ao, T — zo iken Az — Aozo, bir bagka ifadeyle |A — Ag| — 0, g(z —zg) - 0
iken g (A\z — Aozo) — O sartim saglayan g : X — R fonksiyonuna bir paranorm, (X, g)
ikilisine de paranormlu uzay denir. Eger g (z) = 0 iken = = 0 oluyorsa g’ye total paranorm

denir [1].

Tanim 1.1.7 Yarimetrigi bir paranormdan elde edilebilen lineer uzaya, lineer yan
metrik uzay ve metrigi bir total paranormdan elde edilebilen lineer uzaya lineer metrik

uzay denir [1].

Tanim 1.1.8 (X, d) metrik uzayinda bir a = (a) dizisinin Cauchy dizisi olmas1 igin

gerek ve yeter sart, Ve > 0 icin Ing = ng () 3 Vi,j > ng icin d (a;, a;) < € olmasidir [1].

Tanim 1.1.9 Bir metrik uzayda, her Cauchy dizisi metrik uzayin bir noktasina
yakinsiyorsa metrik uzaya tamdir denir. Daha agik ifade etmek gerekirse, i, — oo igin
d (z;, ;) — 0 oldugunda ¢ — oo i¢in d(z;,z) — 0 olacak sekilde bir z € X varsa metrik
uzaya tamdir

denir [1].

Tamm 1.1.10 Sayilabilir bir yogun alt ciimle iceren (X, d) metrik uzayma ayrila-
bilirdir

denir [1].

Tamm 1.1.11 X bir K cismi tizerinde bir vektér uzay1 olsun.

I X—Ry

z —



doniigiimit Vz,y € X ve Vo € K i¢in
(N) el =0 <=2 =0
(N2) llaz|| = |of - [lz]
(N3) [lz +yll < llzl| + [lyll (dcgen esitsialigi)
ozelliklerini sagliyorsa X tizerinde norm adim alir ve bu durumda (X, |.]]) ikilisine bir

normlu vektdr uzay: veya kisaca normlu uzay denir [2]

Tanim 1.1.12 (X, ||.||) normlu bir uzay ve bu uzay igerisinde bir dizi (z,) olsun. Her
g > 0 igin m,n > n. oldugunda ||z, — zm|| < € olacak sekilde £'a bagh bir n. dogal sayist

bulunabiliyorsa (z) dizisine bir Cauchy dizisi denir [2].

Tamum 1.1.13 ||.|| normuyla tam olan (X, |.||) normlu lineer uzayina Banach uzay

denir [2].

Tanim 1.1.14 Bir z = (z,) dizisi verilsin. Eger her € > 0 sayisina kargilik Vn > ng
igin
lzn — sl <&

olacak gekilde ng = ng (e) € N varsa z = (z,,) dizisi s’ye yakinsaktir denir ve limz, = s
n

yazilir.

Bu galigmada kompleks terimli ttim = = (x3), (k= 1,2,3,...) dizilerinin ctimlesini w

ile gosterecegiz. w bir lineer uzaydir.



Tamm 1.1.15 w mn her alt lineer uzayna bir dizi uzay: denir.

Bu caligmada sik sik kullanacagimiz

b = {37 = () 331;P|901cl < 00}

siurl,

c= {:L‘ = (zp) : lilgna:k mevcut}

yakinsak ve

co = {x = (xg) : liina:k = 0}

sifir diziler uzay:

]| = sup |zx|
k

normu ile birer Banach uzayidir.
Tanum 1.1.16 X bir dizi uzay: olsun. X bir Banach uzay1 ve
Te: X —=C, Tp(z)=xzx, (k=1,2,3,...)

doniistimi siirekli ise X’ e bir BK (Banach Coordinat) —uzay: denir [3]

Tanimm 1.1.17 X vektdr uzay: tizerinde ||.|[(1) ve [|.||(2) normlari verilsin. Her z € X

icin

G |2V < Jjz)|® < Gy 2|



olacak gekilde C; > 0 ve Cs > 0 sayilar varsa ||.||(1) ve || ||(2) normlarina denk normlar adi

verilir.
Teorem 1.1.1 Bir sonly boyutlu vekttr uzayinda tanimh normlar denktir.

Tamim 1.1.18 X ve Y ayni cisim tizerinde iki vektdr uzay: olsun. Eger birebir ve
orten i : X — Y doniisiimii lineer uzay yapisimi koruyorsa i doniistimii X’ den Y’ ye
bir lineer izomorfizmdir denir. (X, {.||x) ve (¥,].|ly) birer normlu uzay oldugunda bu ¢

doniigiimii normu koruyorsa, ¢ doniiglimiine lineer izometri denir.

Teorem 1.1.2 (X, ||.|| ) normlu bir vektor uzay: olsun. Bu uzay ile lineer izometrik ve

A
izomorfik olan yogun bir Y altuzay: bulunan bir <X Al ||),2> Banach uzay: vardur. (X, ||.||x)

A
uzaymn tamlanmas: ad: verilen <X NN 4 ) Banach uzay: lineer ve izometrik doniigtim-

lerine bagh olarak tektir.

Onerme 1.1.1 Her bir k icin ag, by, € C ve pg > 0 olsun. H = sup py olmak tizere,

lag + be| < C {|ag[* + |bk|P*}

esitsizligi saglanir. Burada C = max (1,251) dir [1].

Tamm 1.1.19 (Minkowski Egitsizligi) p > 1 ve k= 1,2,3,...,n icin ag, bx > 0 ise



References

n i/p n 1/p n i/p
(1] {E lax + bk}”J < [Z lak]p] + [Z lbk]p} esitsizligi vardir [2]
k=1 k=1 k=1

1

Tamm 1.1.20 (Hélder Esitsizligi) 1 < p,q < oo ve 1—1— +-}I- =1 olsun. ¢4,83; € K
(K =R,C) (:=1,2,3,...,n) olmak lizere

n n 1/p s n 1/q
Z . By < (Z |cei ,p) (Z ,ﬂilq)
i=1

i=1 i=1

egitsizligi vardir [2].

Tamm 1.1.21 (Yare Norm) Bir X vektor uzayinda tanimlanmig ve her z,y € X ve

her X skalarlar igin

q(z+y) < q(@)+q)
q¢(Az) = [Mq(z)
kogullarini saglayan negatif olmayan gercel ¢ fonksiyonuna yars norm denir. Normdan

farkli olarak z # 0 oldugunda g (z) = 0 olabilir. Uzerinde yar1 norm tamimlanmig olan

uzaya da yar: normlu uzay denir.



2. BOLUM

ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Istatistiksel yakinsaklik tanarm Fast [4] tarafindan kisa bir not olarak verildi. Schoen-
berg [5] istatistiksel yakinsakhg toplanabilme metodu olarak inceledi ve istatistiksel yakin-
sakligin baz ozelliklerini verdi. Her iki yazar da smrh istatistiksel yakinsak bir dizinin
Cesaro toplanabilir oldugunu ifade ettiler. Daha sonra istatistiksel yakinsakhk Salat [6],
Connor [7], Maddox [8], Savag ve Nuray [9], Fridy [10], Fridy ve Orhan [11], ve Kolk [12]
tarafindan calgildi.

2.1 Dogal Yogunluk ve Istatistiksel Yakinsakiik

Bir K C N ciimlesindeki = ’e egit olan ya da z’den kiiciik olan pozitif tamsayilarin
sayisi K (z) ile gosterilsin. Ornegin bir K ciimlesi 2,4,6,... ¢ift tamsayilarindan oluguyorsa
K1) =0,K((2) =1,K(6) =3,K(7) =3,K () =3 .. dir. Gergekten z > 0 ise
K(z)= [—g] dir.

Tamm 2.1.1 Bir K ciimlesinin asimptotik yogunlugu

5; (K) = liminf

dir. K (n) /n dizisi limite sahip ise K nin dogal yogunlugu

500 =g

seklinde tanimlanir. Eger § (K) =0 ise K ciimlesine sufer yogunlukly ciimle

denir [13]



Teorem 2.1.1 K = (a;) sonsuz bir dizi ise bu takdirde;

5

5 (K) = liminf aﬁ

dir. Eger 6 (K) meveut ise § (K) = lim% dir [13].

Tamim 2.1.2 Eger z = (z}) dizisinin terimleri sifir yogunluklu ctimle harig biitiin k’lar
icin bir P 6zelligini saghyorsa, (zx) dizisi hemen hemen her k igin P 6zelligini sagliyor denir
ve ’h.h.k’ geklinde gosterilir [10].

Sifir yogunluklu ciimle tanimindan esinlenilerek istatistiksel yakinsak dizi tanimi asag-
daki sekilde verilmistir.

Tanim 2.1.3 z = (x) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her & > 0 igin

.1
hrxlnﬁ[{kgn.]:nk—le(s}l—O

yani, h.h.k igin |z — L| < € ise z = (xy) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.
S —limz = L veya zp — L(S) yazmlr. Burada kiime sembolii digindaki dikey cizgiler
kiimenin eleman sayisim gostermektedir [10] .

Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay:

S={x=(a:k):li11ln%[{k_<_n:|xk—L|25}|=O}

ile L = 0 olmas: halinde bu uzay

Sy = {a; = (zx) : liﬁn% Hk <mn:lzx] > e} = 0}

9



olarak gosterilir.

Acikga goriilebilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat tersi dogru

1, k=m? (m=1,2,3,..)
T =
0, k # m?

seklinde tamimlanan = (z) dizisini gozoniine alahm. Her £ > 0 i¢gin

degildir. Gergekten

{k<n:|zp| >ell <H{k<n:zp#0} < Vn

oldugundan

1 . y/n
hTrln;—Ll{kgn.:ck;éO}lghrrlnT—O

elde edilir. Bu § — limz = 0 demektir. Diger taraftan o, ve S uzaylari birbirlerini

kapsamazlar ancak ortak elemanlar: vardir. Gercekten

vk, =m? (m=1,2,3,...)
Tk =
1, k # m?
(1,0,1,0,...) dizisi ssmirhdir. Ancak istatistiksel yakinsak degildir.
Bir dizi istatistiksel yakinsak ise limiti tektir, yani S — limz = L{,S§ — limz = Lg ise

Ly = Ly dir.

Teorem 2.1.2 S —limz = L1, S —limy = Ly ve a € R olsun. Bu durumda
i) S —lim(ox) = aly
ii) § —lim (z +y) = Ly + Ly dir [5]

(i) ve (i) den istatistiksel yakinsak diziler uzaymun lineer uzay oldugu anlagilir.

10



Tamm 2.1.4 ¢ > 0 olsun. h.h.k igin |z — zn| < € olacak gekilde bir
N = N (¢g) say1s1 var ise yani

.1
hfrlnﬁl{kSn: |zx —xzN| >} =0

ise £ = () dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [10] .

Teorem 2.1.3 Bir z dizisi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel Cauchy dizisidir [10]

Ispat. Burada "yakmsak bir dizi Cauchy dizisidir" teoreminin ispatina benzer bir yol

izlenecektir. § —limzg = L ve € > 0 olsun. Bu durumda h.h.k i¢in

lﬂ}k = Li < 5

dir. Eger N
€
I:L'N - L] < 3

olacak gekilde segilirse

zx—2N| = |zxg—L+L—zn| <|zp — L]+ |zn — L]

IN

€ € -
3 + 5 <e ( h.h.k igin)
elde edilir.

11



2.2 istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli Cesaro Yakinsaklik

Bu kisimda kuvvetli Cesaro yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligki

incelenecektir.

Tanim 2.2.1 z = (z) kompleks sayilarin dizisi olsun. Eger

1y
hTan;Zxk =L
k=1
olacak gekilde bir L sayis1 varsa z dizisi L’ ye Cesaro yakinsaktir denir. Cesaro yakinsak

dizilerin ctimlesi

n
o1 = {:z: = (zg) : lig%; (zx — L) =0, enazbir L igin}
=1

ile gosterilecektir [14].

Teorem 2.2.1 z = (zy) dizisi L’ ye yakinsak ise (zy) dizisi L ’ye 01— yakinsaktir
[14].

ispat. > 0 olsun. n > Ny icin lzn — L| < g olacak gekilde pogzitif bir N; tamsayisi

mevcuttur. Bu takdirde n > N igin

1 €
;Z- |(:L‘0 +x1+29+ 23+ ... +£UN1._1) — NlLl < 5

olacak sekilde bir Ny tamsayisi mevcuttur. N = max {N1, N2} olsun. Eger n > N ise bu
takdirde

12



;%Ihzmpwn+nL}

k=0

€ 1 =
5+ > (@ —1L)
2 n+1 oyl

€ 1 ”
< 3taril [l
k=N

1
T (n+1-Ny)

2
2 n+l1 2

e €
< -4 - =
< 2-!—2 €

dir. Tersi dogru degildir. Gergekten z, = 1+ (—1)" dizisi o1 — yakinsaktir fakat yakinsak
degildir.

Teorem 2.2.2 S —limz =L ve her k € N igin |zx| < M ise o1 —limz = L dir [5].

ispat. L =0 olsun. o; — limz = 0 oldugunu gosterelim. Herhangi bir £ > 0 igin

A

w
S ST SHN TR S
k=1

1<k<n 1<k<n

lzk| < € |zk| > €

1 1
— —MH{k<n: >
Lnet Laaith <] 2 €]

A

yazabiliriz. Tamm 2.1.3 den

1 n
hénﬁg:;xk =0

13



elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
Teoremin kargit1 dogru degildir. Gergekten z = (1,0,1,0,...) seklinde tamimlanan dizinin
aritmetik ortalamasi 1 ye yakinsaktir. Fakat bu dizi istatistiksel yakinsak degildir.

2

s

Tamim 2.2.2 z = (zj) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say1 olsun. Eger

1 n
im— _ TP =
hTannZ | — LIP =0
k=1
olacak sekilde L sayis1 varsa x dizisi L ye kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir denir. Kuvvetli

p—Cesaro yakinsak dizilerin ctimlesi,

1 n
p— _ Ve . D —_ N . .
wp = {m = (zx) : h’I‘nnkE_l |zx — L[ =0,  enaz bir L igin }

ile gosterilecektir [1].

Teorem 2.2.3 0 < p < co olsun. Bu takdirde;

i) Bir L sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsak olan bir dizi L sayisina aym zamanda
istatistiksel yakinsaktir.

ii) Bir L sayisina istatistiksel yakinsak olan sinirh bir dizi L sayisina aymi zamanda

kuvvetli p—Cesaro yakmsaktir [7].

Ispat. 1) = €wp vee >0 olsun. Bu takdirde

Z|.’Ek—-L|p = Z ka-—Llp-[- Z |:I?k—Llp
k=1

|zp—Li<e |zy—L|>e
> P{k<n:|zx—L|>¢e}
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.' elde edilir. Bu S — lim z, = L demektir.

41) Smurh bir z = () dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak olsun ve

K = |z| o, + L diyelim. € > 0 verilsin. Her n > N¢ igin N;'u

1 E\r 5
“dk<no—L> ()7L« 2
n{k—” o =212 (3) }<2KP

olacak sekilde secelim ve

Ln={kgn;|xk_L|Z(%)%}

diyelim. Bu takdirde n > N i¢in

i 1
;iZka_Llp = - > lm—LP+ > o —LP
k=1
kE<mn kE<n
\ ¥ € Ln k¢ L, )
1/ ne €
7 (P K+ 75)
< E-{—E:g;
- 2 2

elde edilir. Buradan z = (z) dizisi L sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir.
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3. BOLUM

A — ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

€

Bu béliimde (V, A) —toplanabilme ve A—istatistiksel yakinsaklik kavramini verecegiz.
A = (Ap) pozitif sayilann A,y < Ap+1, A; = 1 sartin1 saglayan azalmayan ve sonsuza
giden bir dizisi olsun.

Genelleétirilmi§ Vallée-Pousin ortalamasi

tn (@) = 1 S

™ keln

ile tammlidir. Burada I, = [n — A\, + 1,n] dur.
Eger n — oo i¢in t, (z) — L ise z = (xg), (V, A) —toplanabilir dizidir denir [15].
Eger )\, = n ise (V, \) —toplanabilirlik (C,1) — toplanabilirlige indirgenir. Kuvvetli

Cesaro toplanabilir ve kuvvetli (V;, A) —toplanabilir dizilerin simiflar

n
[C,1] = {x = (zp) : Y}Lrgo%kz:l |zx — L| = 0, enaz bir L igin}
ve

1 e
VAl = {m = (Zn) T}Ln;ox% |zr, — L| = 0, enaz bir L lgln}

olarak yazlabilir. Eger z = (z) dizisi L’ye kuvvetli Cesaro toplanabilir ise bu z; —

L[C,1], kuvvetli (V,\) toplanabilir ise z — L [V, A] olarak ifade edilir.
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" Tamm 3.1.1. A, A = (\,) pozitif sayilarin App1 < Ay + 1, A3 = 1 gartim saglayan

azalmayan ve sonsuza giden dizilerin kiimesini gostersin. Eger her ¢ > 0 igin

. 1
Y}LH(}OB\;HI‘?EIn‘Wk—LIZE}l:O

ise z = (xy) dizisine L ye A—istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda

Sy —limz =L veya zx — L(S))

yazilir ve A—istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S ile gtsterilir, yani

Sx={z:8\—limz = L, enaz bir L i¢in}

dir [16]
Uyari.
i) Eger A, =nise Sy =S dir.

ii)

L ken
0. k¢l

olmak tizere, A = (ank) olsun. Bu durumda A—istatistiksel yakinsakhik A—istatistiksel

yakinsakligin 6zel bir hali olur.

Teorem 3.1.1 A € A olsun.

i) zr — L[V, ] iken zx — L[S)] bu icerme kesindir.

ii) Eger z € o ve x — L[S)] ise 2 — L[V, )] ve boylece 2, — L[C, 1] dir.
iif) Sy [V, A =[V,A]| N4y dir [16].
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ispat. i) & >0 ve zx — L[V, )] olsun. Bu durumda

Z |z — L| > Z |zy — L| > e|{k € I : |z — L| > €}]
kel, k€l,
|zk-—-LIZE
dir. Boylece i, — L[V, )] iken z3, — L (Sy) olur. Kapsamann kesin oldugunu gostermek
igin
z = () dizisini

[k, n=[][VA]] +1 <k <nicin
Tk = 0, diger durumlarda

seklinde tarumlayalim. Burada [|[] bir saymn tam kismim gtstermektedir. Bu durumda

z &l ve

_)%;|{keIn:|a:k—0]Z5}|=

dir. Yani z3 — 0(Sy) dir. Diger taraftan

1
)\—Z |2k — 0] = 00, (n— 00)
kel

yani z - 0[V, A] olur.
ii) Kabul edelim ki ttim & degerleri icin |zx — L| < M olmak tizere z € o ve z —

L (Sy) olsun. ¢ > 0 verildiginde

/\lzlmk—u = Y m—L+ Y Jm—If

" kel kel, kel
|ex—L|2e Jer—Li<e

M
< " {kel,:|zx— L >e} +e
N

yazabiliriz. Bu zx — L[V, A] oldugunu gosterir. Ayrica

18



1n n/\n

> (@-1) = —Zm— + o3 (e L

k=1 k€l,
n—-)\n
< Z (2 — L) + 3= Z (zx — L)
T =1 keIn
< -—Z g — L
" kel,

dir. Boylece zy, — L[V, A] oldugundan z; — L [C, 1] olur.
iii) (%) ve (é¢) den hemen gortiliir. (%) sinirh oldugundan Sy C S dir.

Teorem 3.1.2

S C Sy & liminfo > 0 (3.1.1)

n—oo 7
dur [16].
Ispat. ¢ > 0igin

{k<n:jzy —L|>e}D{k€,: [z — L| > ¢}
dir. Boylece

%]{kﬁn:]xk—LIZb‘}l 2 Hkeln:|zp — L 2 e}

An 1
. n: b >
-k € Lot o~ Ll 2}

dir. m — oo igin limit alip (3.1.1) i kullamrsak zx — L (S) iken z — L (S)) elde ederiz.

Tersine kabul edelim ki liminf g 0 olsun. (n ()52, alt dizisini An(’) = olacak
n—oo 1 nG) <7

gekilde segelim ve z = (z;) dizisini

7 = 1, 1 € Ingyy ise j = 1,2, 3,..
T 0, diger durumda

gseklinde tanimlayalim. Bdylece = € [C, 1] ve buradan = € S dir. Diger taraftan z ¢ [V, A]
ve Teorem 3.1.1 (i) den z ¢ Sy idi. Bu bir geligkidir. Ohalde linm Lr.}f —)7\7" > 0 dur.
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4. BOLUM
A — DIZI UZAYLARI

4.1 £y (A),c(A) ve ¢y (A) Uzaylarlnl‘n Bazi Ozellikleri

Fark dizileri Kizmaz [17] tarafindan tanimlandi. Bu béltimde oo (A),c(A) ve cg (A)

dizi uzaylan tammlanacak, bu uzaylarin baz 6zellikleri incelenecektir.

Tanim 4.1.1 Az = (z} — Ty41) olmak tizere £y, (A), c(A) ve ¢y (A) dizi uzaylar

lo(A) = {z= (%) : Az €4}
c(A) = {z=(x): Az e}
(D) = {z=(zx): Az € ¢}

seklinde tanimlamr [17].

Teorem 4.1.1 cg(A),c(A) ve loo (A) dizi uzaylar

lzlla = lz1] + Azl (4,1,1)

normu ile birer normlu uzaydir [17].

Ispat. X; £ (A),c(A) ve cp(A) dizi uzaylarindan birini gostermek tizere z,y € X

ve o bir skaler olsun.
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N1) [alla = |z] + | As]lo 2 0

N2) |z|lp, = |#1] + |Az||, = O olsun. Bu takdirde zy = 0 ve her k¥ € N igin
|z — zg+1| = O dir. Buradan her k € N i¢in z = 0 elde edilir. O halde z = 0 dir. Tersine
z = 0 olmas: halinde ||z]| 5 = 0 oldugu agikardir.

N3) ’

ezl = [ax1|+81;p|a(wk—:ck+1)l

~ ol (Jox| 500 ot - 1

= lafllz]ls
N4)
lz+ylla = |z1+u] +Slép (zx + yr) — (Tht1 + Yrtt)]
< |z + sup [Tk — Trqr] + [y1] +Sl;p Ve — Yit1]
< lzlla+lylla

Teorem 4.1.2 £y (A) dizi uzay1 (4,1, 1) normu ile bir Banach uzayidir [17].

Ispat. z° = (23,25,23,...) € £oo (A) olmak tizere (2°), 4o (A) da bir Cauchy dizisi

olsun. Bu durumda s,% — oo igin

|2 — 2|5 = |of —=i] + [|A (2° = 2) [l o = 0

olur. Buradan s, — oo icin
_ |x§ - a:tll — 0
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ve her k € N igin

l(xi - mi) ~ (L1 — $§c+1)| —0

dir. Buna gore (z3), C de bir Cauchy dizisidir.

|33zsc+1 - :rch[ < ](xi - xi) - (miﬂ - xfe+1)l + lmi - 93§c|

olmasi nedeniyle her k € N ve s,t — oo icin,

‘mi—a:il -0

elde edilir. Buna gore zj = (zf,z%,2},...) dizisi her sabit k = 1,2,3,... igin C de bir
Cauchy dizisidir. C tam oldugundan (z3), C de yakinsaktir. lim, 2§ = z, (k= 1,2,3,...)
diyelim. (2°),%0 (A) da bir Cauchy dizisi oldugundan her € > 0 icin s,¢ > N iken
“3:8 — a:t” A < e olacak sekilde bir N = N (¢) dogal sayisi vardir. O halde her s,¢ > N igin

|z —f| <&

ve her bir k icin

| (@ - 7i) = (2hs1 — Thia)| <€

olur. Bu son iki ifadede t — oo i¢in limit alinirsa her s > N igin
liinix’i —zi| = o} -m|<e

lim | (af —af) ~ (efs ~ 7her)| = |0~ 28) ~ (ohon — )| <

bulunur. Buradan s > N igin
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|2° — z|[a = |2] —z1] + Sl;P |(xi - Tg) — (xi+1 - $k+1)| <2
elde edilir. Bu ise lims 2° = z demektir. Simdi de z = (zx) € 4o (A) oldugunu gosterelim.

*

N N N N
ok — 1] = [Tk = Ter1 — TR + Tk — Tipr + Teg|

IA

Hze — zh ) = (Ber1 — Thpa) | + |2k — R4

IN

12 = 2 o + |2k = =]

olmasi nedeniyle = = (zx) € fo (A) elde edilir. O halde (£ (A), ||.]|o) bir Banach uzay:
olur.
Sonug 4.1.1 ¢(A) ve ¢o(A) uzaylan 4o (A) uzayminn birer kapal altuzay: olduk-

larindan (4.1.1) deki norm ile Banach uzayidir.

4.2 Genellegtirilmis Fark Dizi Uzaylar:
m porzitif bir tamsay1 olmak tizere Et ve Colak [18] A%z = (z3),Az = (T — Tp11),

A™z = (A™xy) , A™zp, = A™ gy — A™ g

b (A™) = {z=(zt): A™z € Lo}
c(A™) = {z=(z): AMz €}

co (Am) = {z=(ax): A™z € ¢}

dizi uzaylarim tammladilar ve bu uzaylarin
= m
A™gy = Z; (—1)® (v >xk+v
v=

olmak tizere
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m
lzlla = lzil + 1A™2]
i=1

normu ile birer BK —uzay: oldugunu gdsterdiler.

X herhangi bir dizi uzay1 olmak tizere X (A) dizi uzayim

X (A) ={z=(z¢) : Az € X}

geklinde tanimlayalim. X (A) nin bazi topolojik ozelliklerini agagidaki teoremlerde vere-
biliriz.

Teorem 4.2.1 X CY ise X (A) CY (A) dir [19].

Teorem 4.2.2 X bir vektor uzay:r ve A C X olsun. A konveks ise A(A), X (A) de
konvekstir [19].

Teorem 4.2.3 X, ||.|| normu ile bir Banach uzay1 ise X (A)

12l A = le1] + [|AZ]

normu ile Banach uzayidir [19].

Teorem 4.2.4 X aynlabilir ise X (A) da ayrilabilirdir [19].
Sonug 4.2.1 cg(A),c(A) ve £, (A) (1 < p < 00) ayrilabilirdir.
Tamm 4.2.1 z = () kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her € > 0 igin

.1
h}znﬁl{kgn.lAm—LIZe}[—O

yani h.h.k icin |Azy, — L| < € ise © = (xx) dizisi L sayisina A—istatistiksel yakinsaktir
denir. A—istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S (A) ile gosterilir. L = 0 olmas: halinde
So (A), yani sifira A—istatistiksel yakinsak dizilerin uzay: elde edilir [20].
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Teorem 4.2.5. S (A) lineer uzaydir [21].
Tanim 4.2.2 z = (zj) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say1 olsun. Eger

1 n
im— _LIP =
hénnkg_l |Azg — LIP =0

olacak sekilde bir L sayis1 varsa z dizisi L ye kuvvetli A—Cesaro yakinsaktir denir.

Kuvvetli A—Cesaro yakinsak dizilerin ctimlesi

n
wp (A) = {:c = (zg) : lim—l—Z |Azy — L|P = 0,p > 0,enaz bir L i(;in}
it

ile gosterilecektir. = € wy, (A) olmasi durumunda xx — L (wp (A)) yazacagiz [20] .

Teorem 4.2.6 p € R, 0 < p < oo olsun.

i) zx — L(wp(A)) ise zp — L (S (A)) dir.

ii) = € loo (A) ve 2, — L(S(A)) ise zp — L (wp (A)) dir [20].
Sonug 4.2.2

i) SNls CS(A)NLy(A)

if) S(A)Nls (A) = wp (A) Nl (A) dir.

Tanim 4.2.3 z = (z;) € w olsun. Eger her ¢ > 0 igin

liTan% {k < n : |Azk — Azy] > e} = 0

olacak gsekilde N = N (¢) sayis1 varsa ¢ = () dizisine A—istatistiksel Cauchy dizisi denir
21]
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Teorem 4.2.7 Eger ¢ = (z) dizisi A—istatistiksel yakinsak ise z
A—istatistiksel Cauchy dizisidir [21]
Ispat. Kabul edelim ki zz — L(S(A)) ve £ > 0 olsun. Bu takdirde
€

|Azg — L| < 5

yazabiliriz. N sayismu |[Azy — L] < g olacak gekilde secelim. Bu takdirde

&

Az — Azy| < |Azk — L]+ |Azy — L] < §+ -

=&

olup z, A—istatistiksel Cauchy dizisidir.

= (z) dizisi

Teorem 4.2.8 y = (y;) A— yakinsak dizi olsun. Eger x = (zy) dizisi h.h.k igin

Az = Ay olacak sekilde bir dizi ise z, A—istatistiksel yakinsak bir dizidir [21]

Ispat. h.h.k igin Azg = Ay, ve A —limy, = L olsun. € > 0 verilsin. Bu takdirde

her n igin

{k<n:|Az—Li>e}C{k<n: Az #Ayp} U{k <n:|Az—~L| > ¢}

yazabiliriz. Esitsizligin ikinci yanindaki son ctimle sabit sayida eleman igerir. Bunu

g=g(e)

ile gosterelim. Az = Ay oldugundan

1 . 1 _ . g
hﬁnﬁ He<n:|Az—-L| >e} < hYIln; {k <n: Az, # Ay} —{—111an£

yazabiliriz. Bu z — L (S (A)) demektir.
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5. BOLUM

ORLICZ DIiZi UZAYLARI

Bu boliimde, elemanlar: skalerlerin bir dizisi olan Orlicz dizi uzaylarina yer verildi.
5.1 4z Dizi Uzay:

Bu kisim, Orlicz’in [22] £, uzayim genellestirme fikriyle baglayan ve Orlicz’den sonra
Lindberg ([15],[23]) , Lindenstrauss and Tzafriri [24], Kamthan ve Gupta [25] ve
daha bir ¢ok matematik¢inin katkilariyla genigleyen Orlicz dizi uzaylar: teorisine bir girig

niteligindedir.

Tamum 5.1.1 Bir M Orlicz fonksiyonu

M1) Azalmayan

M2) x> 0igin M (z) >0,z — oo i¢in M (z) — oo

M3) M(0)=0

M4) M :[0,00) — [0, 00) siirekli konveks bir fonksiyondur.

Tamm 5.1.2 Her bir M Orlicz fonksiyonu igin

s = {x = (z3) € w: iM(]ka < oo}

k=1
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ile tapumlanan [1;4 ctimlesine: Orlicz dizi simfi denir [25].

Tanim 5.1.3 M bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere

[

o
by = {m=($k) Ew:ZM (I%cl) <oo,3p>Oigin}

k=1

ile tanimlanan dizi uzayina Orlicz dizi uzay: denir [23].

£y dizi uzayr

]| = inf{p >0: iM ('w—p’“') < 1}

k=1

normu ile bir Banach uzay: olur.

Tamm 5.1.4 Bir M Orlicz fonksiyonu her zaman

T

M(z) = /p(t)dt
0
integral formunda gosterilebilir [25] . Burada M ’nin gekirdegi olarak bilinen p, ¢t > 0 i¢in

sagdan tiirevlenebilir, p (0) =0, t > 0 igin p (£) > 0, p azalmayan ve t — oo iken p () — oo
dur.

Bir Orlicz fonksiyonu verilmis olsun ve

g(s) =sup{t:p(t) < s}
olsun. Bu takdirde

T

N (z) :/q(s)ds

0
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seklinde bir N fdnksiyonu vardir. Burada ¢ (s), p(t) nin tlim 6zelliklerine sahip olan NV
'nin ¢ekirdegidir. Agikca N bir Orlicz fonksiyonu olur. Bu sekildeki M ve N fonksiyonlar
birbirinin tamamlayicist olarak adlandirilir.

M ve N birbirini tamamlayan Orlicz fonksiyonlar1 olmak tizere Young esitsizligi kul-

£

lanilarak, £y

o0
by = {:L' Ew:Vy €ly iginZ:L‘kyk yakmsak}
k=1

0,
olarak verilebilir [25].

|z|
Teorem 5.1.1 M (z) = / p (t) dt integral gosterimi ile M bir Orlicz fonksiyonu olsun.

0
Bu durumda,

i) ¢pr = ¢; olmasi igin gerek ve yeter sart p (0) = a > 0 olmasidir.

ii) z¢ > 0 olmak tizere 0 < z < zg i¢in p(z) = 0 ise £y = Loo, Aag = o dir [23]

Sonug 5.1.1 M bir Orlicz fonksiyonu olsun. £y = £, (1 < p < oo) olmasi igin gerek
ve yeter sart, M Orlicz fonksiyonunun M, (z) = zP fonksiyonuna sifirda denk olmasidir

[25].

Teorem 5.1.2 Her bir z € £y icin, N, M yi tamamlayan fonksiyon olmak tizere

sup {

2l = Sup{

00 00
Zwkyk :Z N(‘ykl) < 1} <o
k=1

k=1

dir. Boylece,

LN (fuil) < 1}
k=1

e o]
> zyn
k=1
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geklinde tammlanmak tizere ll-tas + €ar tizerinde bir norm tanmimlar ve £ps, bu sekilde

tanimlanan norm ile bir Banach uzayidir [25].

Teorem 5.1.3 (€1, ].]|;,) bir Banach uzayidir ||.[,s normundan farkh olarak £y,

z =in : S @
[E2 TS f{p>0.;M( , ) 51}

olarak tanimlanan ve ||.||;; normuna denk olan ||.|| ;) normuyla da Banach uzay yapila-
bilir [25].

oo
Teorem 5.1.4 Herbir = € £y icin ZM (ﬁﬁ&l—“) <1 dir [25].
k=1

Teorem 5.1.5 ||z|[,; < 1 olmak tizere z € £js olsun. Bu durumda,
“— e o]
y={p(jzal)} € w ve D N (lyxl) <1
k=1

dir [25].

Teorem 5.1.6 z € £y icin ||z||,, < 1 olsun. Bu durumda,

z€ly ve ZM(vakl) < Hlzllay
%

dir [25].

”3"”1;1

Teorem 5.1.7 z = (z3) € £y icin ZM (ﬁd—) <1 dir [25].
k

Teorem 5.1.8 z = (zx) € £u igin [[z]|pgy < |25 < 212l (3 dir [25].
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Sonug 5.1.2 (ZM, ||.||(M)) bir Banach uzayidir.

M bir Orlicz fonksiyonu olmak tizere, £3s nin bir alt uzay: olan ve normu, £37 nin ||zl ,,

normuyla verilebilen hjs uzay: .

hy = {m: (zk) : ZM (lx—:l) <1,¥p > 0igin }

k=1
geklinde tanimlanir [25].

har alt uzayinin bazi temel dzellikleri agagidaki iki teorem ile verilmektedir.

Teorem 5.1.9 M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu durumda, (h s [l M)) bir AK-BK
uzaywdir [25].

Eger M Orlicz fonksiyonu ise M nin uygun segiligleriyle €pr = loo, £ar = €1 ve hpy = g

yapilabilir.

fyp ve hps uzaylarmin tanimlari, bir izomorfizme baglh olarak, ¢ = 0 noktasimin bir
komsulugunda M nin davramginin nasil olacagini gdsterir. Eger M; ve My Orlicz fonksiy-
onlar1 [0, o] araliginda gakisirsa, £ps, ve £y, ayni dizileri igerir ve My ile Mj den indirgenen
normlar denktir. Aymni sekilde kg ve hyg, igin de bunlar dogrudur. Daha genel olarak

agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.1.10 M; ve My iki Orlicz fonksiyonu olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler
denktir:
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1) Lup = Ly, dir (yani, her iki uzay aym dizileri igerir) ve dzdeslik dontigtimii, £57, ve
21, uzaylan arasinda bir izomorfizmdir.

1) hpp, ve hpg, nin birim vektor bazlar denktir.

#it) M; ve My denktir, yani her ¢ € [0, %] igin

¥

KMy (k7't) < M (t) < KM (kt)

olacak sekilde £ > 0, K > 0 ve tg > 0 sabitlari vardir [24].

M Orlicz fonksiyonunun sadece sifirin bir komsulugunda tamml oldugu bir cok drnek
vardir. Bu durumda M fonksiyonu, pozitif reel sayilar ctimlesinin tamaminda bir Or-
licz fonksiyonu olacak gekilde, t > ¢o icin genisletilebilir. M nin bu gekilde genislemesine
kargihik gelen £5s ve hps uzaylan ile yukanidaki nermedeki €54 ve hys uzaylan ayni olacak-

tir. Farkli genislemelerden indirgenen normlar farkli olabilir, ama denk olmak zorundadir.

Teorem 5.1.11 M; ve M iki Orlicz fonksiyonu olsun. £p;, ve £y, ayrilabilir ise
M Orlicz fonksiyonunun sifirda M, ye denk olmas: igin gerek ve yeter gart, £, ve €a,

uzaylarinin birim vektor bazlarimm denk olmasidir [23].

Teorem 5.1.12 M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu durumda hpy, £3; nin kapali bir
alt uzayidir ve by, birim vektor bazi igeren bir simetrik baza sahiptir. Ayrica hys uzayina

kisitlanan |{.|[,, normu, bir simetrik baz normudur [15].
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5.2 £y (p) Dizi Uzay

Bu kisimda, S.D.Parashar & B.Choudhary [26] tarafindan tanimlanan ve baz cebirsel
-topolojik dzellikleri incelenen £y (p) dizi uzaymna yer verildi.

Simdi bir M Orlicz fonksiyonu ve pozitif reel sayilarin herhangi bir p = (py) dizisi icin

M (p) = {x € w:g [M (%"-I)rk <00,3p>0 igin}

olarak tanimlanan bu dizi uzaymin baz temel 6zelliklerini verelim. Bu bsliimde ve sonraki
bolumde p = (pg) dizisini siurh kabul edecegiz.
Teorem 5.2.1 £, (p), C karmagik sayilar cismi tizerinde bir lineer uzaydir {26].

Teorem 5.2.2 H = max (1,supp;) olmak tizere, £)s (p)

o=t 0: (82 (B]) " c1m-r0.

paranormuyla total paranormlu uzaydir [26] .
Uyar1 M (z) = z igin £ (p) tizerindeki paranorm ile £ (p) tizerindeki paranorm aynidir
[26] .

Teorem 5.2.3 1 < pg < oo olsun. Bu durumda £/ (p) yukanda tanimlanan para-
normla tam paranormlu uzaydir [§].
Teorem 5.2.4 Her bir & i¢in 0 < pr < g < oo sartim saglayan (pg) ve (gx) dizileri
icin
£y (p) S € (g)

dir [26].
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6. BOLUM

6.1 [VA’ M, A,p,q, u]l ’ [V/\, M, A,p,q, u]o ve [Vz\7 M, A,p,q, u]oo Uzaylarinin
Baz: Ozellikleri

Bu boliimde bir Orlicz fonksiyonu, bir yar1 norm ve bir skalar v = (uy) dizisi kul-
lanarak [Vy,M, A,p,q,u),,[Vy,M,A,p,q,u], ve [Vy,M, A,p,q,u], dizi uzaylarim

tanimlayacak ve bu uzaylann bazi 6zelliklerini inceleyecegiz.

Tanim 6.1.1 M bir Orlicz fonksiyonu, ¢ yarinorm olsun. p = (pg) pozitif reel

sayilarin herhangi bir dizisi ve v = (u), uw #0 (k=1,2,3,...) olmak lizere herhangi

( . 1 I ukAa:k—Z Pk
z € w(X) JLII()IOA—-Z _M (q (———p——))] =0,

P kel,

bir dizi olsun.

[VA?MaAapaq’u]l =
en az bir p > 0 igin

( . 1 i ’u.kAin Ay
$Ew(X)711LI§°—/\;ZM(q( 3 ))] =0,

k€I,

[VA7 M7 A)pv q, u]O = 4

en az bir p > 0 icin

e on 3 () <

[V:\,M,A,p, q, u]oo = T kel,
en az bir p > 0 i¢in

Teorem 6.1.1 p = (p) dizisi suurh bir dizi olsun. [Vi, M, A,p,q,ul;, [Va, M, A, p,q,uy
ve [Va, M, A, p,q,u],, dizi uzaylan kompleks sayilar kiimesi tizerinde birer lineer uzaydir-

lar.

ispat z,y € [VA, M, A,p,q,u], ve &, € C olsun. Bu durumda
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ve

Pk ’
it e o222 -
n—00 Ay, kel, P2

olacak sekilde p; ve p, porzitif sayilan vardir. Ispat icin

st ()

T kely

olacak gekilde bir p; bulmak yeterlidir. p3 = max (2|e] p1,2|8| p2) olarak tammlayalim.

M azalmayan ve konveks ve A operatérii lineer oldugundan

(=)

in
M

> |m
3 XLZI{M g “’“A(“‘”k)ﬂm(ﬂy&)))rk
- Ly (=) ()
< 52 PG+ (T)))
- A_lnz,;eé; [M (q (ukAxk) (ukAyk))]
)T

s (R o m el (R~ 00 e

" kel, keln,

elde ederiz. n — oo icin sag taraf 0 a gideceginden sol taraf da sifira gider, yani
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A + Pk
i 5 o (o(*=520)) o

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

*

Teorem 6.1.2 H = max (1,sup; px) olmak tizere [V, M, A, p, q,ul, , VA, M, A, p, q,u],

ve Vi, M, A,p,q,u],, uzaylan

[o.¢]

_ w JH . ur Azy < P=123,..
9 (@) mf{pp 'Slip[M(q( ’ ))J—l k=1,2,3,...

ile paranormlu uzaylardir { Total paranormlu uzay olmayabilir ).

Ispat [Vi, M, A,p,q,u],, uzaym disiinelim. ga (z) > 0,9a (¢) = ga (—7) ,9a (5) =

0 olur. Burada 8 = {0,0,0,...} dir. (z),(yk) € [Va, M, A, p, g, u], olsun. Bu durumda

sup M (q (z%_%)) <1
k21 P1

k21 P2
olacak gekilde p; ve py pozitif sayilari vardir. p= p; + p, olsun. O zaman
A
i (o(*257) = (25) a1 (57))
k>1 p PLHP2) k21 P

+ () g (o (M52)) < 1
PrtP2/) k>1 P2

olur. Boylece

ve

ga (@ +9y) < ga (@) +9a ()
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dar.
Son olarak skalar carpimin stirekli oldugunu ispatlayalim. A sifirdan farkl bir say1

olsun, r = § olmak tizere

ga{(Az) = inf{pp"/H:supM(q<y—kA—(i\ﬂ)~))gl, p>0 ve neN}
kE>1 p
= inf{p”"/H:supM<q<2&;—(ﬂ)~>)51, p>0 ve neN}
k>1

= inf{(r.l)\Dpn/H:supM(q(—%—TT(x—lc)))51, r>0 ve nEN}
k>1

vazabiliriz. Boylece teorem ispatlanmug olur.

Teorem 6.1.3 M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu takdirde
[‘/:\1 M) A7 Q7 ’U,]O C [‘/;\s My A7 Q7 qu C [‘/1\7 M7 A: q7 u]oo

dir.
ispat [Vi, M, A,q, uly C [Va, M, A, q,u]; kapsamasi agiktir. [Va, M, A, q,u], C [Vy, M, A, q,u

oldugunu gosterelim. z € [V, M, A, q,u]; olsun. Bu durumda en az bir £ igin

lim L3 [M (q (M))] —0
oo (T P1

olacak gekilde en az bir pozitif p; sayisi vardir. p = 2p, olarak tanimlayalim. M azalmayan

ve konveks oldugundan dnerme 1,1, 1 kullamlirsa

w3 ()] -t e (%)

<fom oo (2022) s i3 0 ( ()]

kel,
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ot ()] e e o(2)]
con 2 o (=22 o () <=

elde ederiz. Boylece z € [Vy, M, A,gq,u],, olur.

o0

Teorem 6.1.4 M bir Orlicz fonksiyonu olsun.
) [V M,q); €W, A, M, 4],

ii) [Va,M,q), C [Va,A, M, q],

iii) [Va, M,qlo, C [Va, B, M, ]y,

Ispat i) z €[V3, M,q], olsun. Bu takdirde

.1 xR — 8))]

lim — M =0
dir. Diger taraftan M azalmayan ve konveks oldugundan

Azy — ] Tp—T -4
w2 (=) = g (=)
’\”keIn p A el P
1 Tr —E 1 '

< - M - M i
e R

kel,

olur. O halde z € [V, A, M, g, dir.
ii) = € [V), M,q], olsun. Bu takdirde

im 2w (a(3))] =0
00 A, T P



dir. Diger taraftan M aza.lmaiya,n ve konveks oldugundan

LE MG E (=)
2T £ ) -

olur. O halde z € [V, A, M, g], olur.
iif) z € [Vi, M, g, olsun. Bu takdirde

L2 3))]
sup -— Mlig|— < o0
n An k&In P
dir. Diger taraftan M azalmayan ve konveks oldugundan

w2 )] = 2R C5)
< 22 e xz (5))] <

olur. O halde z € [V),A, M, q,],, olur

Teorem 6.1.5 M; ve M Orlicz fonksiyonlar olsunlar. O zaman

i) Vi, My, A,p,q,ulygN [Va, M2, A, p,q,uly C [Va, My + Ma, A, p,q,u]

i) [V, M1,4,p,q,u]; N[V, Ma, A, p,q,u); C [V, M1+ M, A, p,q,u],

iii) [V, M1, A, p,q,u]l N[V, My, A, p,q,u], C [Va, M1+ M, A, p,q,u], dir.

Ispat. i) z € [Vy, M1,A,p,q,ulyN (Va, M, A, p, g, ul, olsun. Bu takdirde n — oo igin

w2 P e(5))
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ve

w2 Pe(e(52))

n

dir. Burada 6nerme 1,1, 1 deki esitsizligi kullanirsak

*

o (s (252) )| < (s (<52 w2 (o (5)) "

s . s L,
elde edilir. Burada k € I, tizerinden her iki tarafin toplamu alinir ve o ile carpilirsa
Tl

L foww (s (222))]" < Loy o o (252
Lo (o (222"

i) z €[V, M, A, p,q,ul; N[V, My, A, p, q,u], olsun. Bu takdirde n — oo i¢in
B r_ Dr
s P (o (25 =)) ] e
Tkel, b P
r _ Pk
15[ (q (W))} 0
’\"keln L p

dir. Burada 8nerme 1,1,1 deki esitsizligi kullarsak

jonese (o (=5 =))] 0 (s (25 =) s P (50

elde edilir.Burada k € I, tizerinden her iki tarafin toplami ahnir ve L ile carpilirsa
T

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

ve
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kel,

w5

kel,

gl (2] < fog (=59

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

iii) z € [Vi, M1, A, p,q,u]o N[V, M2, A, p, g, u], olsun. Bu takdirde

1 U ATk Pk
oy 3 [ (o (5%))] <o

ve

s (o (5] <=

kel,
olur. Burada énerme 1. 1,1 deki esitsizligi kullanirsak

[onese (o (252))] " < o o (252))] "+ 0P (s (452

elde edilir. Burada k € I, lizerinden her iki tarafin toplam alimr ve /\i ile garpilir ve iki
(3

tarafin n tizerinden supremumu alinirsa

g s o (S22)] < (252

" kel, kel,

S o)

" Nkel,

elde edilir. Bu da ispat: tamamlar. Boylece teorem ispatlanmis olur.
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Onerme 6.1.1. p = (p;) ve t = (t;) pozitif reel saytlarm herhangi iki dizisi ve X
tizerindeki herhangi iki ¢; ve g2 yarmormu icin

[V:\yM7 A7p7 q1’u]0 N [V,\,M, A7 t7 Q%U]o 75 %]

(Va, M, A, p,q1,uly N [VA, M, A t,q2,u]; # 2

[‘/)\1 M7 A7P, quu]oo n [1//\1M, Aa ta Q27U]oo # 1]
dir.

Onerme 6.1.2. M bir Orlicz fonksiyonu, g1 ve g2 yarimormlar olsun.

i) Eger q1, g2 den daha kuvvetli ise
[V:\y M7 Aapa q1:u]1 C [V;\: M; A:p7 92, u]l
i)
[V/\7M7 A?Z): q17u]1 n [V}\a M: A,P, q27'u‘]1 C [I/)u Ms A7p: a1+ q27u]1

dir.

Teorem.6.1.68. 0 < pr, < 1 ve (%) smmirh olsun. Bu takdirde
i) [Va, M, A, r,q,u], C[VA\,M,A,p,q,u];

i) [Va, M,A,r,q,u], C [Va, M, A,p,q,u),

iii) [\, M,A,r,q,ul C [Va,M,A,p,q,u]

dur.
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Ispat Ispat sadece (4) §1kk1iigin verilecektir. Diger giklar benzer gekilde yapilabilir.
z € Vi, M, A,r,q,u]; olsun. Bu takdirde n — oo igin

— Tk
w2 o (25))] -
An kel, p

A Tk

olur. wy = {M (q (%))] ve herbir k£ icin Ay = g—:—’-c- alalim. px < 7 oldugundan
k

0< A <1ldir. k€N igin 0 < A < Ap £ 1 alahm. () ve (sg) dizilerini

Wi, wg 2> 1 0, w > 1 }
tk = ve Sk =

seklinde tanmimlayalim. Buna gore wy = tg + s ve 'w’\" = tk" + si” ve boylece

t;k Lt <wg ve s,)c"‘ gs,)c‘

olur. Buradan

olur. Simdi herbir n i¢in
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™ kel, kel,

IA
— N
N
dNg
&
 —
TN
|-
”
ES
N—
>
—_—
>
x
N
&
| a—— |
N
3 I*“
N
s
|
>
_
—
+
>

ve

T kel, T kel, ™ kel,

A
=Y s Y we (;z )

olur. Buradan z € [Vi, M, A, p, g, u}; bulunur. Boylece ispat tamamlanmg olur.
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7. BOLUM

Sx (A, u) ~ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde Sy (Ag,u) istatistiksel yakinsakhk kavramm tammlanacak ve Sy (Ag,u)
istatistiksel yakinsak dizilerin uzayimn bazi 6zellikleri verilecek ve diger uzaylarla iligkisi

incelenecektir.

Tanim 7.1.1 z = (z) € w(X) olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

lim <= |{k € I : q (wAzx — ) > €} = 0

n—00 Ay
olacak gekilde bir £ € X saysi varsa x = (x) dizisine Sy (A4, u) —istatistiksel yakinsaktir
denir ve 8y (Ag,u) —limz = ¢ veya z — L (S) (Ag,u)) yazilir.
Her kicin wux = 1 olursa Sy (Aq,u) = Sy (4q) olur. A, = n olmas) durnmunda
Sa (Ag,u) uzayr S (Ag, u) ile gosterilecektir. Bu béliimde agagidaki dizi uzaylan sik sik
kullanilacaktir.

L (A,q,u) = {x € w(X) :sug) q (ugAzy) < oo}

c(A,qu) = {zew(X):q(ugAzr —¥¢) — 0, k — oo, enaz bir £ i¢in}

n
V,\ A p,qu] = {m ew(X): /\iz lq (upgAzy, — €)]F — 0, n — o0, enaz bir £ igin}
™ k=1

Teorem 7.1.1 X € A olsun.

i) zx — LV, A\ A,p,q,u] => z — L (Sy (Ag,u)) ve bu kapsama kesindir.

i1) Eger x € Lo (A, q,u) ve 2, — L (Sy (Ag,u)) ise zx — L[V, A, A, p, q,u] ve boylece
zr — L{V,\, 4, p,q,u].
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’“'Z) S)\ (Aqa 'LL) n ZOO (A7 q: 'LL) = [‘/7 A: Aa p7 qa u] n ‘eOO (A7 qa U)
Ispat i) &> 0 verilsin ve (zx) € [V, \, A, p, q,1] olsun. Bu takdirde

1 n

;™ [q (uxAzr — )P > [{k <n:q(ugAzk ~£) > e}|e?
T

k=1 ¢
yazabiliriz. Boylece xz — L (S) (Ag,u)) elde edilir.

it) ¢ €l (A,q,u) ve zp — L(Sy(Ag,u)) olsun. g(ugAzg)+q(€) =M yazalim.

g > 0 verilsin ng (¢) olsun. Her n > ng (¢) igin

= {kSn:q(ukAmk—Z) > (%)%} <

3

olacak gekilde secelim.

b= {k<n:ausn -0 > (§)°)

diyelim. Bu takdirde n > ng (g) icin

;1“2 lq (ueAzy, — 0P = yl— lq (ugAz — )] + Xl— z [q (wpAzy — £)]P

" k=1 ™ kel, " kg,
1 [ e 1 €
< (sz) M2 450 (3)
o E _‘_. E =&
= c+5=

elde edilir. Burdan = — L[V, )\, A, p, q,u]
i44) ispaty; () ve (ét) kullamlarak elde edilir.
Teorem 7.1.2 S(Ag,u) C Sx(Agq,u) & nl_1_>n(:’1° inf% > 0 dir (7.1.2)
Ispat ¢ > 0 igin

{k<n:qurAzr—0) > e} D{k € I : q(ugDdxr — L) > ¢}
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dir. Boylece

Ao 1
n An

dir. n — oo icin limit alip 7.1.2 yi kullamirsak

;% {k <n:q(uchze—{) 2 e} = [{k € I : q (uxAzi — £) > €}

zr — L(S(Aq,u)) iken zp — L(Sy(Ag,u))

elde ederiz.
Tersine kabul edelim ki Tim inf 2% = 0 olsun. Bu takdirde 222 < L olacak sekilde
n—oo n(j) " J
bir (n(j)) alt dizisi segebiliriz. Her £ € N igin ux = 1 ve g(z) = |z| olsun. z = (z;)
dizisini
Az; = 1, iE.VIn(j), j=1,2,3,...
0, diger durumlarda

seklinde tamimlayalim. O zaman z € [C,A] ve z € S(A) dir. Buradaki [C, A] uzayz;

C,A] = {:1: — (AP %Xn: |Azy — ] = 0}

k=1
dir. Fakat z ¢ [V,\ A,p,q,u] ve Teorem 7.1.1 (i) den = ¢ Sy (Ag,u) dir. Bu bir

geligkidir. O halde lim inf 2n > 0 dir.
n—od &
Her n € N degerleri igin —nﬁ siurh oldugunda Sy (Ag, u) C S (A4, u) oldugu kolayhkla
goriiliir.

Teorem 7.1.3 M bir Orlicz fonksiyonu olsun.
[V;\a M7 A7p1 q, 'u‘]l - S/\ (Atp ’U,)

dir.
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Ispat z € [Vy, M, A, p,q,4], olsun.

o2 e (=5=)) -

olacak gekilde p > 0 sayis1 vardir. O zaman .

S - w3 M)

Bl Mg —— = — Mg

/\nlg;n 4 An ]‘g;n p
q(ukAzk—Z)Ze

w2 S

kel,
q(ukAa:k——Z)<s

_1_ upAzy — £ Pr
> 5 Y (=)
q(updap—£)>e
> =3 MEP
" kel,
> 3 min { (M &P, [ (e)]")
4 )‘nkeln 7
> il{kefn:q(ukmk—f)zfs}l

min {[M @)™, [M ()] }

elde edilir. Bsylece z € Sy (A4, ) oldugu ispatlanmig olur.
Teorem 7.1.4 S) (Aq,u) Nl (A, q,u) = [V3, M, A, q,u); Nl (A, q,u)

Ispat Bir 6nceki teoremden dolay:

W, M, A, q,ul; Nl (A, g,u) C Sy (Ag,u) Nlo (A, g,u)
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dir. Simdi
S/\ (Aq, u) n goo (A7 (L U) C [W:M7 A7 q: u’]l n KOO (A) q’ ’U,)

oldugunu gosterelim. tr = (ugAzr — £) — 0(S)) olsun. z € £y (A, g,u) olmak fizere

()] 5+

olacak gekilde K > 0 sayisi vardir. Verilen € > 0 ve n € N icin

MO - % 5 MO 5 )

nkeln
q(ukA:rk—-e)Z e q(ukAa:k—f)<s

< gl{kefn:q<tk>zs}|+M(§)

I3

buradan z € [Vi, M, A, q,u]{; N e (A, g, u) elde edilir.
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