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OZET

Kesirli Diferensiyel Denklemlerin Teorisi ve Baz1 Uygulamalari

Dort boliimden olusan bu ¢aligmanin ilk boliimiinde kesirli analizin tarihsel ge¢misi
ve yakin tarihi verilmigtir. Ayrica fiziksel ve biyolojik uygulamalar ile ilgili genel bil-
giler verilmistir. ikinci boliimde temel tanimlara ve kavramlara yer verilmistir. Uciincii
boliimde lineer kesirli diferensiyel denklemler icin varlik teklik teoremleri ve ispatlar:
verilmigtir. Ayrica kesirli mertebeden sinir deger problemleri igin varlik teklik teorem-
leri, ispatlar1 ve uygulamalar: ele alinmigtir. Tezin son boliimiinde ise kesirli Laplace

doniigiimii detaylh bir gekilde incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli diferensiyel denklem, Varlik teklik problemleri, Ke-

sirli Laplace doniigiimii, Riemann-Liouville, Caputo.
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SUMMARY

Fractional Differential Equations Theory and Its Some Applications

This study consists of four chapter and the history of fractional analysis is given in
its first parts. Furthermore, physical and biological applications is given. In the second
chapter, some fundamental concepts and definitions are given. Third chapter is deal
with the existence and uniqueness theorems and their proofs. In addition existence
and uniqueness theorems of boundary value problems for fractional degree and its
applications are mentioned. Fractional Laplace transformation is examined in detail in

the last chapter.

Key Words: Fractional differential equation, Existence and uniqueness theorems,

Fractional Laplace transformation, Riemann-Liouville, Caputo.



Bu calismada kullanilan bazi semboller, aciklamalari ile birlikte asagida sunulmus-

tur.
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1. GIRIS

Fizik, sosyal bilimler, miihendislik gibi bircok bilim dalindaki problemlerin ¢tziimii
icin bu problemlerin 6nce matematiksel ifadelerle formiile edilmesi gerekir. Buradan
dogadaki bir biiytikliigiin diger biiyiikliiklere gore degisim hizi1 matematikte tiirev olarak
ifade edilir. Bu yiizden her siirecin farkli degisim hizlari, degisik tiirevler bulunduran
bagntilar olarak kargimiza gikar. Bu bagintilar1 karakterize eden fonksiyonlarin yani
sira bu fonksiyonlarin birinci veya daha yiiksek mertebeden tiirevlerini igeren denk-
lemlere diferensiyel denklem, kesirli mertebeden tiirevlerini iceren denklemlere de ke-
sirli diferensiyel denklem denir. Kesirli diferensiyel denklem de matematiksel analizin
bir koludur. Kesirli diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri icin kesirli tiirev ve integral
hesaplamalarinin iyi bilinmesi gerekir.

Kesirli analiz, klasik analizin tamsay1 mertebeli tiirev ve integral kavramlarinin
reel, rasyonel ya da kompleks mertebeye bir geniglemesi olarak tanimlanir. Son yiizyil
boyunca kesirli analiz matematik, fizik, biyoloji ve miihendislik alanlarinda oldukca
genis uygulama alani bulmustur. Bunun temel sebebi, viskoelastiklik ve soniim, kaos,
yayihim ve dalga hareketleri, kontrolor tasarimi gibi pek ¢ok olgunun kesirli analiz
kullanilarak daha gercege uygun modellenebilmesi ve agiklanabilmesidir.

Kesirli analizin klasik analizden en ¢nemli farki, klasik analizde oldugu gibi tek
bir tiirev taniminin olmayisidir. Kesirli analizdeki birden fazla tiirev taniminin var-
lig1 problemin tiirtine en uygun olaninin kullanilmasi ve boylece problemin en iyi
¢oziimiiniin elde edilmesi firsatin1 verir. Baglicalar1 Riemann-Liouville, Caputo, Grun-
wald-Letnikov, Jumarie kesirli tiirevleridir. Birbirleri arasinda gecisler olmasina rag-
men tanimlari ve tanimlariin fiziksel yorumlar: agisindan farklilik gosterirler.

1.1. Kesirli Analizin Tarihsel Gegmisi

1965 yilinda L’Hospital, tiirev icin d—y notasyonunun mucidi olan Leibniz’e bir
x’l’b
1 n
mektup yazar ve der ki “n = 5 oldugunda d—y notasyonu ne anlama gelir? Leibniz ise
x’l’b

1

d2x x
daha sonra ¢ok tnemli sonuclar ortaya ¢ikaran “d - = Q\F ,, cevabini verir. Bu basit
€T 2 ™

gibi goriinen ama kesirli teorinin ortaya ¢ikisina sebep olan sorgulamaya Euler (1730),
Lagrange (1772), Laplace (1812), Fourier (1822), 18. yy’daki ve 19. yy’daki pek gok

matematik¢inin galismalar: eklenmis ve yeni bir teoriler ortaya ¢ikmugtr.



Kesirli analiz kullanilarak formiilize edilen ilk miihendislik problemi “Tautochrone”
dur. Yercekiminin etkisi altinda, stirtiinmesiz bir diizlemde yukaridan asagiya sarkitilan
bir cismin salinimi sonucunda olusturdugu egrinin bulunmasi problemidir. 1823’de
Abel, Riemann-Liouville kesirli integrasyonu ile tamimlanan bir integral esitligi bigi-

minde tautochrone probleminin ¢oziimiinii elde etmistir.

o - -

O zamanda, kesirli analiz igin yapilan tanimlarin bazen celismesi ve tamamlan-
mamis olmasi kesirli analizin miihendislik uygulamalarinda daha yaygin kullanilmasina
ket vurmugtur. Bu durum, 19.yy’in ortalarima kadar devam etmigtir. Liouville (1834),
Riemann (1847), Griinwald (1867) ve Letnikov (1868)™un kesirli analiz ile ilgili ortaya
koyduklar: kesirli tiirev ve integral tanimlari teorinin gelisimine hiz kazandirmigtir.
Ancak yine de bu tamimlarin kabulii ve uygulama problemlerinde kullanilmalari za-
man almigtir. Kesirli tiirev ve integral icin tek bir tanimin olmayis: ve cebirsel iglem-
lerde farkli tanimlarin kullanimi ile ortaya cikan farkli sonuclar pek cok zorluga ne-
den olmustur. Ancak bu konuda yapilan galigmalarla birlikte problem tiirleri daha
iyl simiflandirilmig ve hangi problemde ne tiir bir tanim kullanmanin gerekliligi ortaya

konmustur.

1.2. Kesirli Analizin Yakin Tarihi

Kesirli analiz hem eski hem de yeni bir konu olarak diigiiniilebilir. Eski bir konudur
¢iinkii G.W.Leibniz (1695,1697) ve L.Euler (1730) in bazi tahminleri ile giiniimiize
kadar kademeli olarak geligtirilmistir. Ayni zamanda yeni bir konu olarak da kabul
edilebilir. Doktora tezini kesirli analiz tizerine yaptiktan sonra B.Rosa Temmuz 1974
de New Haven Universitesinde Kesirli Analiz ve Uygulamalar iizerine ilk konferans:
vermistir.

Ik olarak K.B.Oldham ve J.Spanier 1968 yilinda baslayan isbirligi ile 1974 de frac-

tional calculus adinda bir kitap yayinlamistir. Bir kimyager ve bir matematikci arasin-



daki bu igbirligi yar1 tiirev ve yar1 integral agisindan kiitle ve 1s1 transferi problemlerini
¢ozmede kullanmilmigtir. 1987 de kesirli calculus ansiklopedisi olarak bilinen S.Samko,
A Kilbas ve O.Marichev in devasa kitabi ilk olarak Rusya da ortaya ¢ikmig ve son-
rasinda 1993 de ingilizce olarak basilmigtir. Giiniimiizde kesirli analiz ve uygulamalari
tizerine kitap, dergi ve metin serileri ¢ok sayida baglik icermektedir ayrica bu listenin
oniimiizdeki yillarda daha fazla biiytimesi beklenmektedir.

Her porzitif reel mertebeden integral ve tiirevlere imkan veren kesirli analiz, integro
diferensiyel operatorler ve denklemleri ile ilgilenen matematiksel analizin bir dah olarak
ele alinmigtir. Burada integraller konviilasyon tiptedir ve kuvvetsel tipten cekirdegi
(zayif singiiler) gostermigtir.

Kesirli analiz konusunda pek ¢cok calismalar yapilmig ve kitaplar yazilmigtir:
M.M.Dzherbashyan (1996), A.M:Mathai ve R.K.Saxena (1973,1978), H.M.Srivastva,
K.C.Gupta, S.P.Goyal (1982), H.M.Srivastava ve B.R.K.Kashyap (1982), A.Prudnikov,
Y.Brychkov ve O.Marichev (1986,1990), A.Kilbas ve M.Saigo (2004), A.Kilbas, H.M.
Srivastava ve J.Trujillo (2006), A.M. Mathai ve H.Haulbold (2008), A.M.Mathai, R.K.
Saxena ve H.Haubold (2010) v.b.

Lineer viskoelastisite kesirli calculus ortaya ciktigindan beri kesinlikle bu konunun
en kapsamli alani olmustur. Daha detayl olarak su kitaplara bakilabilir: M.Caputo
(1969), A.Carpinteri ve F.Mainardi (1997), I.Podlubny (1999), R.Hilfer (2000), B.West,
M.Bologna ve P.Grigolini (2003), A.Kilbas, H.M.Srivastava ve J.Trujillo (2006). Ancak
ekonomi, stokastik siirecler, uygulamali bilimler ve miihendisligin bir¢ok dalinda da
rastlanmigtir. Kesirli analizi iceren makale, kongre ve tezlerin sayisinin gittikce artmasi
bunu ispatlamistir.

Son yillarda sinyal igleme, modelleme ve kontrollii yayinlarin bir amaci olmustur.
Ashinda oncelikli isi frekansin tepkisi agisindan kesirsel tiirevin uygulamasi A.Oustaloup
(1991) ve I.Podlubny (1999) tarafindan ¢nemli bir kitapta incelenmistir. Ancak geriye
gidersek elektromanyetik teori (1920) hakkindaki kitabinda kesirli tiirevleri tamitan
Oliver Heaviside ve daha sonra elastisite problemlerine kesirli tiirevi uygulayan A.Ge-
mant (1936) kamtlamigtir. Simdilerde sayisi gittikge artan makale ve dergilerdeki 6zel

konularda gosterilen kesirli analiz kullamminin avantaji anlagilmaktadir [26].



1.3 Kesirli Hesaplamalarin Baz1 Fiziksel Ve Biyolojik Uygulama Alanlari
a- Elektrik iletim hatlari

19. ytizyilin son yillarinda Heaviside bagariyla matematiksel argiimanlar: vermeden
yaptigl operasyonel hesab1 gelistirdi. 1892 yilinda elektrik iletim hatlar1 calismasinda
kesirli tiirev fikrini tamtt1. Gregory (1846)’ da 1s1denkleminin sembolik o-
perator formunda ¢oziimiine dayanan Heaviside % diferensiyel operatoriinii p harfi ile

d2u

tamtti ve o5 = a’p difiizyon denkleminin ¢oziimiinii verdi. Isi dagihmm icin A, B,

p = Lsabit olmak tizere u(z, t),

u(z,t) = Aexp(az\/p) + B exp(—az+/p)

seklindedir [17].

b- Insanin siingerimsi kemigindeki ultrasonik dalga yayilimi

Kesirli hesaplamalarin bir bagka kullanim alani ise kati1 ve sivi yapi arasindaki
yapiskan etkilesimi tanimlamaktir. Blot teorisi kullanilarak esnek cerceve i¢inde siinge-
rimsi kemik icin yansima, ve iletim operatérleri tiiretilmistir. Insanin siingerimsi kemik
ornekleri tizerinden iletilen yavag ve hizhi dalgalar i¢in deneysel sonuclar ve teorik tah-
minler kargilagtirilmigtir [32].

c- Kesirli hesaplamalar kullanilarak konusma sinyallerinin modellenmesi

Bu caligmada kesirli hesaplamalar kullanilarak konugma sinyallerinin modellenmesi
icin yeni bir yaklasim sunulmusgtur. Bu yaklasim tamsay1 dereceden modellere dayah
yaklagim genellikle lineer tahminli kodlamadan farkhidir.

Temel fonksiyonlar gibi kesirli yontemlerin sayisal simiilasyonlar1 birkag integral ile
gosterilmis ve konugma sinyalleri dogru bir sekilde modellenmigtir [22].

d- Kesirli hesaplamalar kullanilarak Kardiyak doku elektrot arayiiz

modellemesi

Doku elektrot arayiizii biyopotansiyel kaydinin (6rnegin; EKG, EMG, EEG) ve
fonksiyonel elektrik stimiilasyonunun (6rnegin; kalp pili, koklear implant, derin beyin

stimiilasyonu) tiim formlar ortaktir. Elektrotlar Konvansiyonel toplu devre elemanlar



modelleri genisletilebilmesiyle tanimlanan akim-voltaj iligkisinin degistirilip genellesti-
rilmesi ile farkhilagmanin saglanmasi yeterlidir. Bu tiir kesir dereceli modeller bi-
electrotta gozlenen davranigsa geligsmis bir formiilizasyon saglar ancak son deneysel
calismalar kardiyak dokunun bu karmasgik sistemini tanimlamak icin ek matematik-
sel araglara ihtiyag olabilecegini diigiindiirmektedir [36].

e- Bagimsiz araclarin yatay ve uzunlamasina kontrolii icin kesirli hesapla-

malarin kullanim

Burada kesirli mertebeden kontrollerin kullanim gosterilmis ve bagimsiz bir elek-
trikli aracin yolunu izleme problemlerine uygulanmigtir. Endiistriyel bir aracin yatay
dinamik modelinin konveksiyonel uygulamasi dikkate alinmistir. Bu kontrollerle bircok
kontrol semalar: elde edilmig ve kargilagtirilmigtir [40].

f- Viskoelastisite teorisinde kesirli uygulamasi

Viskoelastisite teorik olarak kesirli tiirev yonteminin avantajinin sadece birkac deney-
sel olarak belirlenen parametreler ile viskoelastik malzemelerin elastik kompleks mo-
diilii ile yapisal denklemlerin elde edilmesi i¢in olanak sagliyor olmasidir. Ayrica kesirli
tiirev yontemi viskoelastik modellerin degisik modelleri igin alternatif akim direngleri
ve kompleks modiiliiniin galigmalar1 kullanilmigtir [20].

g- Reoloji modelinin kesirli hesabi kullanilarak viskoelastik boyutlu dalga

yayilimi

Malzemelerin karmasgik mekanik davranigi kat1 ve sivi modeller ile kesirli hesaplama
farkliliklar1 stres ve gerginlik alanlarimin iligkilendirilmesiyle belirlenmigtir. Kesirli
tirevlerin molekiiler ¢oztimleri polimer zincir teorisinden viskoelastik gerilimi tanim-
lamak icin verilmistir. Ozel olarak lineer, konik, tistel ve catenoidal sekiller iizerinde
calisilmigtir. Frekansa karsi dalga genlikleri analitik olarak ¢oziilmiistiir ve matematik-
sel hesaplamalarla tahmin edilmigtir. Bagley kesir reolojisinin veri simiilasyonlar: dahil
edilmigtir [27].

h- Akigskanlar mekanigi igin kesirli hesaplamalarin uygulanmasi

Zaman-bagimli ¢oziimiine kesirli analizin uygulanmasi, viskoz-difiizyon akigkan-
lar mekanigi problemlerini gostermistir. Kesirli hesaplamalarin uygulanmasi Laplace

doniisiim methodu ile birlikte bir yari-sonsuz uzayda klasik gecici yapigskan difiizyon



denklemi kesme gerilmesi ve her yerde etki alaninda sivi hizinin acik analitik ¢oziim-
lerini elde etmek icgin verilmigtir. 1. ve 2. stokes problemleri i¢cin mevcut analitik
sonuglari, sinir kesme-gerilim ve siv1 hiz1 icin kesirli sonuglarimin kargilagtirilmasi, ke-
sirli metedoloji dogrulanmig ve bilinen tekniklerle ¢cok daha basit ve daha giiclii oldugu

gosterilmistir [39].

Son yillarda kesirli analiz matematik, fizik, kimya, miihendislik ve hatta ekonomi ve
sosyal bilimleri iceren bir¢ok alanda arastirmacilarin ilgisini ¢ekmistir. Kesirli analiz
neden onemlidir? Sorusunun cevabini agagida genel halde tzetleyebiliriz.

Kesirli analiz son zamanlarda pek cok bilim dal icin ilgi odagi olmustur ve ozel-
likle son on yilda difiizyon fizigi ve adveksiyon olaylarindan ekonomi kontrol sistemler-
ine kadar degisen bircok alanda kesirli calculus uygulamasi iizerine yapilan aragtirma
faliyetlerinde biiyiik bir patlama olmustur. Gergekten su anda kesirli analiz ile ilgili
calismalar ve uygulamalarin bazilarimi agagidaki sekilde verebiliriz.

-Miihendislik sistemlerinin kesirli kontrolii

-Kesirli dinamik sistem i¢in farkliliklar ve optimal kontrol hesab1 gelismesi

-Analitik ve sayisal araglar ve teknikler

-Temel kegifler viscoelatic polimerler, kopiikler, jeller ve hayvan dokular1 ve miihen-
dislik ve bilimsel uygulamalarii olarak varios miihendislik malzemelerinin, mekanik,
elektrik ve termal biinye iligkileri ve diger ¢zellikleri

-Dalga ve plazma fizigi uygulamalar

-Biyomiihendislik ve biyomedikal uygulamalar:

-Fren sistemi ve makine aletleri gibi miithendislik sistemlerinin termal modelleme

-Goriintii ve sinyal isleme [19)].



2. TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Tanim 2.1.1. (Baslangi¢c Deger Problemi) Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen
fonksiyon ve onun tiirevleri iizerinde bagimsiz degiskenin ayni degerleri igin verilen
sartlar altindaki probleme baslangic deger problemi denir. Verilen sartlara da baglangic
deger sartlari denir [3].

Tanim 2.1.2. (Sinir Deger Problemi) Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksi-
yon ve onun tiirevleri iizerinde bagimsiz degiskenin farkli degerleri igin verilen sartlar
altindaki probleme sinir deger problemi, verilen sartlara da smir deger sartlari denir
3].

Tanim 2.1.3. (Analitik Fonksiyon) f(z) fonksiyonu z, noktasimin herhangi bir
komgulugunun her noktasinda diferansiyellenebilirse f(z) fonksiyonuna zy noktasinda
analitik fonksiyon denir [31].

Tanim 2.1.4. (Siirekli Fonksiyon) A C R, f : A — R bir fonksiyon ve a € A

olsun.

lim f(z) = f(a)

ise f fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir [31].

Yani bir f fonksiyonun bir a noktasinda siirekli olmasi i¢in;

- f fonksiyonu a noktasinda taniml olmali

- [ fonksiyonunun a noktasinda limiti olmah

- fonksiyonun a noktasindaki limiti @ noktasindaki fonksiyon degerine esit olmalidir.
Tanim 2.1.5. (Diferensiyellenebilir Fonksiyon) f(z), I araliginda tanimh bir

fonksiyon olsun. Eger
o ()~ (o)

e T — g = f(z0)

limiti mevcutsa f(z) e bir xy € I noktasinda tiirevlenebilirdir (diferensiyellenebilirdir)
denir. Eger f(x) I arahgmin her noktasida tiirevlenebilirse bu takdirde f(z) tiirevle-
nebilirdir [31].

Tanim 2.1.6. (Integrallenebilir Fonksiyon) f : [a,b] — R smirh bir fonksiyon ve
la, b] araliginin bir par¢alanmasi P olsun.

lim A(f,P)= lim U(f,P)=s

[IPl|—0 [Pl|—0

ise f fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyondur. s sayisina da f fonksi-



yonun [a, b] arahgimindaki belirli integral denir [31].
Tanim 2.1.7. (Cauchy Integral Formiilii) G bolgesi genellikle tek irtibatli olmayan
bir bolge ve bu bolgenin L simirinda f(z) birebir ve analitik bir fonksiyon olsun. O

halde her 2y € G igin,

1 /(€

= — d 2.1.1

Fleo) = 5 [ ke (2.1
L

esitligi saglanir. (2.1.1) formiiliine Cauchy integral formiilii denir [31].

Tanim 2.1.8. (Gama Fonksiyonu) Gama fonksiyonu en basit manada faktoriyelin

reel sayilara genigletilmesidir. Re z > 0 olmak tizere,
I'(z) = /e_ttz_ldt ,2€R (2.1.2)
0
seklinde tammlanir [35].
Gama Fonksiyonunun En Temel Ozellikleri
1. T'(z+1) = 2I(2)
Ispat: F(z+1) = Te_ttzdt kismi integrasyon uygulanirsa,
u=t* ve eo_tdt = dv olmak iizere
[(z+1)=—e"®c0” + — 0% + 2 Te_tt"_ldt
['(z 4+ 1) = 2I'(2) elde edilir. "
2. Z = —n,(n =0,1,2,...) noktalarinda basit kutba sahiptir. Bunu gostermek

i¢in,
1 (o]

['(z) = / e ' dt + / e dt (2.1.3)
0 1
(2.1.2) esitligi (2.1.3) formunda yazilir.

3. 1< p< oo veeslenigi g ile Holder esitsizligini gama fonksiyonunun integraline
uygulayabiliriz. S6yle ki 0 < z,y < oo olsun, I'(x) ve I'(y) fonksiyonlar1 pozitif ¢iksin

ki logaritmasimi alabilelim. Buna gore,

r (f n 3—’) - /t%+%—1e—tdt
p q

0
00

z y 1 1 _t_t
— /tp+q p ae p adt

0



S =

IA
~
8
L
)
LY
.
~
~
5
—
)
LY
L
~

IA
—
S
e
—
S
Q=

elde edilir. Her iki tarafin [n i alinirsa,

(G-

r (g n %) < r@)+irw)

IA
5
/~ N
=
=

S =
P
NS
Q=
N—

olur.

4- Gama fonksiyonunun limit gosterimi Rex > 0 olmak {izere;

nl.n®
I'z) =L
(z) noe z(x+1)...(x +n)

bicimindedir.

Gama fonksiyonunun bazi degerleri agagidaki tabloda verilmigtir.

I'(0) = | tanimsiz
A
N =| 2/
ry)=| va
(1) = 1!
K@= |
I'(2) = 2!
rG = |
rg=| =~
I'(c0) = 00
Tablo 1.1

Tanim 2.1.9. (Beta Fonksiyonu)
1

Blx,y) = /tx_l(l —t)¥*dt,  Re(x) >0, Re(y) >0

0

(2.1.4)



seklinde tamimlanan Beta fonksiyonu Euler integralinin ilk halidir [35].

Beta Fonksiyonunun Bazi1 Ozellikleri

L. f(z,y) = Ay, 2)
2. B T Z/ f (1_?: ac1+1/

3. B(x,y) = 2f (sin 0)**~1(cos 0)*~1d0
0

I'(z)l
4. Blry) = T

Tanim 2.1.10. (Hata Fonksiyonu)

:1

2
erf(x /e dt ,x € R

seklinde tammlanir [35].

Hata Fonksiyonunun En Temel Ozellikleri

1. erf(0) =0

2. erf(o0) =1

3. erf ile tamimlanan tamamlayici hata fonksiyonu erf(cx) = 1 — erf(x)
seklindedir.
Tanmim 2.1.11. (Mittag-Lefler Fonksiyonu) Ustel fonksiyon olan e, tamsay
dereceden diferensiyel denklem teorisinde énemli bir role sahip olup bu fonksiyonun

bir parametreli genellesmis hali,

kzgl“ ak +1)

fonksiyonuna tek parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu denir [35].
Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ise

>0,0>0
;;F&k—l—ﬁ a>0,p

seri agilimi geklindedir. o ve 8 nin belli degerleri i¢in Mittag-Leffler fonksiyonu temel

fonksiyonlara indirgenebilir. Baz1 Mittag-Lefller fonksiyonlarini

o OOZ
Eri(z Zr (k+1) kZ?_

k=0

10



By (%)
Ess (%)
Eio(2)
Bz (2)

Ey1(2)

seklinde ifade edebiliriz.

i 52k i 52k
= = cosh (2)

—~ I'(2k+1) —~ (2k)!
i 2%k 1 i 221 sinh (2)
—~T(2k+2) =z (2k+1)!
e
—~ I (k — (k—1)!
i 2k _ i 2k _ ef—1
—~T(k+2) = (k+1)! z
o0 k o0

< k
Z r (1 o Z z
k=0 k=0

Mittag-Leffler Fonksiyonunun Ozellikleri

1. Baz1 Ozel Degerleri

Et(O,a) — eat
E—1l.a) | =|aE(0.0), p=0.12.
Et(%aa) = a—%eat el"f(at)%
Et(_17 a) = aEt(O’ a)
E(—3,0) | =|aBi(5,0) + %
Ey(1,a) = | [Ea-y
Eyi(v,0) — r(z—il)
qg—1
e;(t) — Z&g_k_lEt(—kU,ogg)
k=0
Tablo-2.1

11




2. Diferensiyel Formiilleri

DE;(v,a) =| E(v—1,a)
DFE(v,a) = Ey(v —p,a) | = | a"Ey(v,a) + Z F(U?Z:kl HM), weR
Dte = | Ei(—p,a), t>0
DH[tE(w,a)] = | tE(w— p,a)+ pEy(w—p+1,a), w> -2,
D [tEi(v,a)] = | tE(v —1,a) + Ei(v,a)
D[t Ey(v,a)] = | t'Ey(v—1,a) + wt* 1 Ey(v,a), p € R
p

D(ut1)

Dy [tuEt(U’ a)] - Z (Z) F(lﬁﬁ—/:—&-)l)tu kEt(U + k- 'z a)7 p= 07 17 2.
k=0

Tablo-2.2

3. Oteleme Formiilleri

Ei(v,a) = | aE(v+1,a)+ —F(ill)
p—1
Ei(v,a) = | a?E(v +p,a)+2akr(%;il), p=0,1,..

k=0

Ei(v,a) — Ey(v,b) | =

aE(v+1,a) —bE(v+1,b)

Ei(v,a) — Ey(v,b) | =

apEt(U + D, a) -

p—1

(ak_bk)tv+k .
prt(U + p, b) + Ttk P P = 0,1,
k=0

Tablo-2.3

Tanim 2.1.12. (Mellin Ross Fonksiyonu) E,(v.a) ile gosterilen Mellin Ross fonksi-

yonu e® iistel fonksiyonunun kesirli integralini alirken kullanihir. Bu fonksiyonun 6zel-

ligi hem Gama fonksiyonu, hem de Mittag-Leffler fonksiyonu cinsinden yazilmasidir.

Oyle ki,

seklinde olur. Burada,

Ei(v,a) = t"e"T*(v,at)

()
E = ¢t
t(Uaa) kz;r(k?—i‘ﬂ—i‘l)
= tvELU_H (at)
1 t
(v, t) = OE /e‘xx”_ld:c ,v>0

0

12



ifadesine tamamlanmig gama fonksiyonu denir [35].
Tanim 2.1.13. (Wright Fonksiyonu)

Zk

W(za, ) —%m

bagintisiyla tanimlanan fonksiyondur.

Tanim 2.1.14. (Anger Fonksiyonu)

1 s
Jy(z) = 7 /cos(’y@ — zsin 6)db
0

ifadesine denir.

Tanim 2.1.15. (Dawson Fonksiyonu)

—z’ﬁe_xQ

5 erf(iz)

Dawson(x) = e_””2/et2dt—
0

Dawson_(z) = ex2/e_t2dt— \/77?6”"2 erf(z)

0

seklinde tanimlanan fonksiyona Dawson fonksiyonu veya Dawson integrali denir.

Tanim 2.1.16. (Fresnel Fonksiyonu)

f . mt?
FresnelS(z) = sm(?)dt
0
f t?
FresnelC(z) = /COS(?)dt
0

seklinde tanimlanan fonksiyonlara Fresnel fonksiyonlar1 denir. FresnelS(x) fonksiyonu-
na Fresnel siniis integrali ve FresnelC(x) fonksiyonuna da Fresnel kosiniis integrali denir.
Tanim 2.1.17. (Laplace Doniigiimii) f, ¢ > 0 zaman degigkenli bir fonksiyon ve s
bir parametre (reel veya kompleks) olsun. f(t) nin Laplace doniigiimii,

o0

F(s) = L{f(t)} = / e f(t)dt

0

seklinde tammlanir [30].

13



Tanim 2.1.18. (Grunwald-Letnikov Kesirli Tiirevi)
m , m < o < m+ 1 sartin1 saglayan bir tamsay1, f stirekli bir fonksiyon, f®)(t),
(k =1,2,..m+1) tiirevleride [a, t] araliginda siirekli olsun. Bu taktirde f fonksiyonunun
o. mertebeden Grunwald- Letnikov kesirli tiirevi,
JD7f(t)= lim h™7 Y (-1)" 7 f(t—rh)

h—0
nh=t—a r=0 r

"B (q)(t —a)ke /
TEDYf(t) = kz; / F((k)ﬁta n )1) + T _10 =y /(t — )y fmE) (D)dr (2.1.5)

seklinde tanimlanir. Burada

olarak alinmigtir [35].
f(t) fonksiyonu [a, t| araliginda siirekli olmak tizere f(t) fonksiyonunun o. mertebe-

den Grunwald-Letnikov kesirli integrali,

o o(c+1)(c+2)..(c+r+1)

|
r r

olmak {izere

n

. o J
Diof () = lim A7y f(t—=rh),
nh=t—a r=0 r

t
1

PO = g [T

a

seklinde tammlanir [35].
Eger f'(t) tiirevi [a,t] kapali araliginda siirekli ise o zaman (2.1.6) denklemine bir

defa kismi integrasyon uygularsak

t

Df(t) = / (I?zét_;lc)l)g + T (01+ 1)/ (t—7)" f'(r)dr

a

elde edilir. f (t) fonksiyonu [a, t] kapali araliginda m+1 defa siirekli diferensiyellenebilir
ise bu takdirde asagidaki esitlik elde edilir

t

" f® (@) (t—a)7tF 1 o+m e(mal
aDt_Uf(”_ZfrEa)imi) +F(J+m+1)/(t_T) for (m) dr.

a

14



Tanim 2.1.19. (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi) f fonksiyonu her sonlu (a, t)
araliginda stirekli ve integrallenebilir olsun. m € N, m —1 < 0 < m olmak {izere t > a
icin reel bir f fonksiyonunun o. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi,

t

/ (t = )ym=7=1 f(r)dr (2.1.6)

a

1 am

D) = oy

seklinde tammlanir [35].
Kesirli integral tanimida 0 > 0, 0 € R olmak {izere

t
1

FED () = B 0) = o [ =7 i

olarak ifade edilir.

Tanim 2.1.20. (Caputo Kesirli Tiirevi) m, m — 1 < o < m olacak sekilde pozitif
bir tamsay1, o herhangi bir pozitif say1 ve f fonksiyonu da m defa siirekli diferansiyel-
lenebilir olsun. Bu taktirde f fonksiyonunun o. mertebeden Caputo kesirli tiirevi,

t

] /(t — T)m_"_lf(m) (1)dr (2.1.7)

fof(t):m

olarak tammmlanir [35]. Bu Caputo kesirli tiirevini Riemann-Liouville kesirli integrali
tiirtinden

SDLf(t) = 1770 (f)(2))
seklinde ifade edebiliriz.
Tanim 2.1.21. (Jumarie Kesirli Tiirevi) m, m —1 < ¢ < m ve m > 1 olacak
sekilde pozitif bir tamsay1, o herhangi bir pozitif say1, ¢t € [0, 1] olsun. Bu taktirde f

fonksiyonunun o. mertebeden Jumarie kesirli tiirevi,

¢
1 am

D0 F0) = gy | (=71 — falar (2.1

seklinde tammlanir [19)].
Tanim 2.21. (Polinom fonksiyonlar igin kesirli tiirev) (L.Euler-1730) k pozitif

bir tam say1 olmak {izere f(z) = 2* seklindeki fonksiyonu ele alalim. Bu fonksiyonun

15



o. mertebeden klasik tiirevi hesaplanirsa,

flw) = o,

fl) = ka*,

fl@) = k(k—1)a"7,
fr(x) = k(k =1k - 2)2"?,

FO@) = k(k—=1)(k—2)..(k— o+ 1)z"7,
k! k—o

(k—o)!

olacaktir. I'(n) = (n — 1)! olmak {izere,

A Tt

f) == Tk—o+1)"

esitligi ifade edilir [35]. Gama fonksiyonu yardimiyla o sayisinin herhangi bir pozitif
say1 olmasi durumunda verilen bir fonksiyonun kesirli tiirevini hesaplamak miimkiindiir.
Tanim 2.1.23. (Disbiikey) X bir vektor uzay1 Y de X vektor uzaymin bir alt kiimesi

olsun. 1,92 € Y oldugunda
M={yeX:y=Ap+(1-Ny, 0<A<1}CY

oluyorsa Y alt kiimesi digbiikey(konveks)dir [31].
Tanim 2.1.24. (Simrh kiime) (X, |.||) bir normlu uzay ve A bunun bir alt kiimesi
olsun.

d(A) = sup{[lz —y|:x € Ayec A} >0

sayisina A kiimesinin c¢api denir. Eger A C X kiimesinin ¢ap1 sonlu ise A kiimesine
siurh kiime denir [31].

Tanim 2.1.25. (Banach uzay1) (X, |.||) normlu uzaymdaki her Cauchy dizisi X
i¢inde bir limite yakinsiyorsa, bu (X, ||.||) normlu uzayna tam normlu uzay veya Banach
uzay1 adi verilir [31].

Tanim 2.1.26. (Kompakt kiime) (X, |.||) normlu uzaymin bir alt kiimesi £ olsun.
Eger E kiimesinin her agik ortiistiniin sonlu bir alt ortiisii varsa £ kiimesine X de
kompakt bir kiime adi verilir [31].

Tanim 2.1.27. (Genellestirilmis integral) Bir f fonksiyonunun bir aralikta integ-

rallenebilmesi igin o fonksiyonun verlen aralikta simirh olmasi gerekir. Ancak bazi

16



fonksiyonlar sonsuz araliklarda tanimli ve smirsizdir. Integral hesabi yapildiginda
elde edilen negatif alanlar veya sonlu olmayan alanlarin hesaplanmasinda farkli tip
genellestirilmis integraller ortaya cikar.

a) 1. tip genellestirilmis integral & € R ve f fonksiyonu ¢ > k igin [k, ]

araliginda integrallenebilir olsun.
t
tlim / f(z)dz
k

integraline 1. tip genellegtirilmis integral denir. [ f(z)dz ile gosterilir.
k
b) 2. tip genellestirilmis integral f fonksiyonu bir [a,b) araliginin her

kapali alt araliginda integrallenebilir olsun.

lim f(x) = +o0

z—b-
b
iken b noktasi integralin singiiler noktasi olmak iizere f f(z)dz integraline 2. tip
genellestirilmis integral denir. ’

c) 3. tip genellestirilmis integral Bir f fonksiyonu sinirsiz aralikta tanimh
ve ayni zamanda bu araligin en az bir noktas: komsulugunda smirsiz ise bu tip integ-
rallere 3. tip genellestirilmis integral denir.

Tamm 2.1.28. (Es siirekli) (C(€2; K), ||.||.,) Banach uzayimm, E alt kiimesi verilmig

olsun. Eger Ve > 0, Vt{,t; € Q ve Vo € F i¢in
Htl — tQH < 0= |l'(t1) — x(t2)| <e€

olacak sekilde bir § = d(g) > 0 sayisi varsa, F kiimesine eg siireklidir denir [31].
Tanmm 2.1.29. (Diizgiin smrh ) (C(; K), ||.||,) Banach uzaymn, E alt kiimesi
verilmis olsun. Eger Vo € E ve Vt € Q i¢in |x(t)| < M olacak gekilde bir M > 0 sayist
varsa E kiimesi diizgiin simirhdir [31].

Teorem 2.1.30. (Arzela-Ascoli teoremi) Simirli ve kapali 2 C R” kiimesi ve
C(€2; K) uzaymn bir E alt kiimesi verilsin. F kiimesinin C'(2; K') de kompakt olmasi
icin gerek ve yeter kosul F nin diizgiin sinirh ve eg siirekli olmasidir [31].

Tanim 2.1.31. (Daralma doniisiimii) X Banach uzaymn D alt kiimesinde tanimh

T : D — X operatorii verilmis olsun. Eger Vz,y € D icin
T2 =Tyl < allz =yl

17



olacak sekilde 0 < o < 1 sayis1 varsa 1" operatoriine daralma doniigiimii denir [31].
Teorem 2.1.32. (Schauder sabit nokta teoremi) F' operatorii X normlu uzayinin
digbiikey kapali D alt kiimesini kendisine doniistiiriir yani F'(D) C D .Eger F operatorii
D tizerinde tamamen siirekli ise onun D iizerinde sabit noktas1 vardir [31].

Tanim 2.1.33. (Tamamen siirekli) X ve Y birer normlu uzay, F' : X — Y tamm
kiimesi D(F) C X olan lineer olmayan bir operator ve xy € D(F') olsun. Eger F
operatorii D(F) tizerinde siirekli ve D(F') i¢inde her siurh alt kiimeye Y nin kompakt
bir alt kiimesini kargilik getiriyorsa F' ye tamamen siirekli bir operator denir [31].
Tanim 2.1.34. (Kompakt lineer operatér) X,Y Banach uzaylari ve A: X — Y
lineer operatorii verilsin. Eger A operatorii X uzayinin her sinirh kiimesini Y uzayinin
bir kompakt kiimesine ¢eviriyorsa, A ya kompakt lineer operator (veya tamamen siirekli

lineer operator) denir [31].
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3. KESIRLI DIFERENSIYEL DENKLEMLER iCIN VARLIK TEKLIiK
TEOREMLERI

3.1. Lineer Kesirli Diferensiyel Denklemler

Lineer kesirli diferensiyel denklemler icin varlik teklik teoremi,
oDy +ij D" y(t) + pa(t)y(t) = f(1), (3.1.1)

D7 'y()],_y=br, (O<t<T<oo), (k=1,2..,n) (3.1.2)

seklinde taniml bir baglangi¢c deger problemini ele alalim.

O — Qg ak—l a1
WD7F =, DM D1 DS
Dyt =, Dort DO"“ L DM
a t —a t a

k
or= 05 (k=12,..,n), 0<o; <1, j=12,...,nve f(t) € L;(0,7) yani
7=0

fT| f(t)| dt < oo dir. Burada f(t) = 0, t > T oldugunu varsayalm. Ilk olarak py(t) = 0,
(()k =1,2,...,n) goz oniine alalim [35].

Teorem 3.1.1. f(t) fonksiyonu L;(0,7") araliginda integrallenebilir fonksiyon olsun.
O halde;

oD y(t) = f(1), (3.1.3)

denklemi (3.1.2) baglangi¢ kogulunu saglayan tek bir y(t) € Ly (0,7) ¢dziimii mevcut-
tur.

ispat .

m—

L{oD{" (1) : s} = 5" F () Z koD )]

=0
D7 = DD f(0a D (k= 0,1, = 1),

yukaridaki gibi ardigik kesirli tiirevlerin Laplace doniigiim formiiliinii (3.1.3) denklemine

uygularsak
-1

3

O'nY

M

57Tk [ DI ) = Fs), (3.1.4)
k=0

elde edilir. Y(s) ve F(s) sirasiyla y(t) ve f(t) nin Laplace doniigiimiinii gostermektedir.
Baslangi¢ kosullar1 kullanilarak

Y(s)=so"F(s +an ps Ik (3.1.5)



olur. Buradan ters Laplace doniisiimii yardimiyla

LY (s)} —L‘l{ I E(s +an kS ""-’“},

-1

Mﬂ——réﬁ%/(——)%lf T Tt (3.1.6)

k=0
denklemini verir veya ¢ = n — k alinirsa

t
n

y(t) = T L )/( — 1) f(T dT—i—ZF(b(; it (3.1.7)

(on J i)

DY (t—a)’ = F{;}(i—;j-)l) (t —a)""? kuvvet fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli dife-

rensiyel denklemini uygularsak ve = = 0, m = 1, 2... oldugunu goz oniine alirsak
T(—m) g g

tffi—ffk—l )
to’i—l -, < 9 < 7
oDJ*( )—{ I'(oi — o) (3.1.8)
['(o;) 0 . k>
10i=%%k
. k<i
tai—l F(l +o0; — Jk) '
Ok—1 o
0 , k>

elde ederiz. Burada £k =1,2,....n ve i = 1,2, ...n dir.

(3.1.7) deki formiilden y(t) € L1(0,7T") dir. (3.1.8) ve (3.1.9) kullamlarak (3.1.2)
baglangig sartlariyla (3.1.7) tarafindan tanimlanan y(t) fonksiyonunda yerine yazihirsa
y(t) fonksiyonu bu sartlar: saglar. Dolayisiyla buradan ¢oziimiin varoldugunu soyleye-
biliriz. Laplace doniisiim 6zelliginden ve kesirli tiirevin lineerliginden ¢oziimiin tek-
liginin varoldugunu soyleyebiliriz. Gergekten problemin y;(t) ve yo(t) gibi iki tane

¢oziimiiniin oldugunu varsayarsak

2(t) = yu(t) — va(t)

fonksiyonu da ¢D{"z(t) = 0 denklemini ve sifir baglangi¢ kogulunu saglamalidir. Bu
taktirde z(t) nin Laplace doniigiimii Z(s) = 0 ve boylece z(t) = 0 dir. O halde hemen
hemen her yerde verilen araliktadir. Dolayisiyla y; = 3o olur ve buradan L;(0,7") de
¢ozumii tektir.

Teorem 3.1.2. Eger f(t) € Li(0,T) ve p;(t) (j = 1,2,...,n), her kapal [0,7] ar-
aliginda siirekli fonksiyon ise bu taktirde (3.1.1) ve (3.1.2) de verilen baslangig deger
problemi y(t) € L;(0,T") seklinde tek bir ¢oziime sahiptir.
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Ispat. Varsayalim ki (3.1.1), (3.1.2) problemi y(t) goziimiine sahip olsun. O halde
oD y(t) = (1), (3.1.10)

denklemini g6z oniine alalim. Teorem 3.1.1 kullanilarak

t
i

y(t) = 3 )/(t—T)ffn 1 (¢ dt+ijF o) (3.1.11)

0

elde edilir. (3.1.11) denklemi (3.1.1) de yerine yazilarak

o D7 y(t +an k()0 D7y () + pu(t)y(t) = f(t)

olur. (3.1.8) kullanilarak ¥(#) fonksiyonu i¢in 2. tiirden Volterra integral denklemi elde
edilir. Oyle ki

t
t —i—/K(t,T)\IJ(T)dt—g(t) (3.1.12)
0
dir. Burada
(t _ T)O'n—l n—1 (t _ T)Jn—ak—l
K(t,t) = p(t)—F—"—— + Pn—rk(t
7) = pO = S )
tm—l n—1 n $0i—Ok— 1
g(t) = — palt Zb =D Puk(t) Y bim———
k=1 i—kt1 P(oi —ow)

p;(t), (j = 1,2, ...,n) fonksiyonlar [0, T] arahginda siirekli olduklar: i¢in K (¢, 7) ¢ekirde-
gi zayif singiiler ¢ekirdek formunda
K*(t,7)
K(t,7) = ——2T) 3.1.13
() = o (3.1.13)
yazilabilir. Burada K*(t,7) ,0 <t <T ,0 <7 < T igin siirekli ve
pw=min{o,, 0, —0p_1,,0, — Opn_9,...,0, — 01} = min{o,, a,}

dir. Benzer gekilde g(t) fonksiyonu

g(t) = (3.1.14)

seklinde yazlabilir. Burada ¢g*(t)ler [0, 7] araliginda siirekli fonksiyonlardir. Ayrica

v = min{oy,...,0,,02 — 01, ....0p — 01,03 — 2, e, O — 025 ...; Ty, — Op_1}
= min{oy,...,0,;09,...,0,}

= min{a, ag, ..., @, } 0<pu<1 0<v<l1
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dir. (3.1.13) denklemindeki zayif singiiler ¢ekirdegi ile tanimh (3.1.12) denkleminin ve
g(t) € L1(0,T) nin sag tarafimn, ¥(t) € L1(0,T) seklinde tek bir ¢éziime sahip oldugu
bilinmektedir. Bu taktirde Teorem 3.1.1%e gore (3.1.10) un tek ¢oztimii y(t) € L1(0,7),
ayni zamanda (3.1.1)-(3.1.2) probleminin ¢oziimii olan (3.1.2), (3.1.11) formiilii kul-
lanilarak elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Genellikle pek ¢ok uygulama probleminde y(t) fonksiyonu igin sifir baglangig kosulu
ve onun tamsay1 basamaktan tiirevleri kullamilmigtir. Varsayalm kim —1 <o, <m

ve

y9(0) =0 (j=0,1,....,m—1) (3.1.15)

olsun. Bu durumda Riemann-Liouville tiirevleri i¢in ardigik kesirli tiirev alinirsa, ayni
o) mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevlerle (3.1.1) denklemindeki sirali kesirli
tirevler yer degistirebilir. Bu takdirde

n—1

oDy (t) + Y pi(1)o D7 y(t) + pa(t)y(t) = f(1) (3.1.16)

J=1

olur. Burada ardisik kesirli tiirev
Def(t) =DMD*.D"f(t) a=a1+as+..+a,

dir. (3.1.15) deki baglangi¢ kosullarmdan (3.1.2) deki tiim sartlar sifir olur.

(b, = 0, k = 1,2,...,n) f(t) fonksiyonunu siirekli alirsak agagidaki teorem elde
edilir.
Teorem 3.1.3. f(t), p;(t) (j =1,2,...,n) ler [0, T] araliginda siirekli fonksiyon olmak
tizere (3.1.16) daki baglangig deger problemi

Op >0p1>0p9>..>03>0>0m—1<0,<m
olmak tizere [0, 7] araliginda siirekli olan tek y(¢) ¢ozlimiine sahiptir.

Simdi genel formda kesirli diferensiyel denklemlerin baglangi¢ deger problemini ele

alalim.
oD y(t) = f(t,y) (3.1.17)

(D7 M y(t)],_y =br (k=1,2,..,n) (3.1.18)
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Ok g A —1 [
oD! oD o DY o D
op—1 ap—1 Ap—1 @
oD! oD L DY D
k
op = E aj, (k=1,2,..,n)
j=1

Varsayalim ki f(¢,y) fonksiyonu (t.y) diizleminin G ¢evresinde ve agagidaki egitsizligi
saglayan (t,y) € G noktalarindan olusan R(h, k) C G bolgesinde tanimh olsun. Burada

h ve K sabitler olmak iizere

Tyt = > b 0<t<h (3.1.19)

dir.
Teorem 3.1.4. f(t,y) reel degerli siirekli fonksiyonu G ¢evresinde tanimh olsun.

Ayrica f(t,y), y’ye gore Lipschitz sartini saglasim. Yani

|f(t7y1) - f(t7y2| < A |y1 _y2|

olsun. Oyle ki, tiim (t,y) € G icin, |f(t,y)] < M < oo olsun. Ayrica

on—01+1
K>
— I'(1+o0,)

alalim. Bu taktirde (3.1.17)-(3.1.18) probleminin tek ve siirekli y(t) ¢oziimii R(h, k)
bolegesinde mevcuttur..
Ispat. (3.1.17) ve (3.1.18) problemini (3.1.7) yi kullanarak birlesme kurali yardimu ile

Qs 1, ..., @1 basamaktan kesirli integralin sirali olarak uygulanmasiyla

t

y(t) = Z %tm_l + F((ljn) /(t — ) (1, y(T))dr (3.1.20)

i=1
olur. Eger y(t) (3.1.17) ve (3.1.18) i saghyorsa (3.1.20) denklemini de saglar. Diger
taraftan eger y(¢) (3.1.20)’ nin bir ¢oziimii ise bu taktirde (3.1.8) formiilii ve ¢ D{" kesirli
tiirev operatoriiniin ardigik olarak uygulanmasiyla y(t) i¢in (3.1.17) kesirli diferensiyel
denklemini elde ederiz. Boylece (3.1.20) denklemi (3.1.17)-(3.1.18) baglangic deger
problemine egdegerdir.

Simdi ardigik yo(t), y1(t), ... fonksiyonlar dizisi

W) = F(b;i)t‘”‘l (3.1.21)
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bi

t(n—l
['(o;)

/ )7 (T Y a (1)), m=1,2,... (3.1.22)
0

i=1
seklinde tanimlansm. Bu durumda lim y,,(¢) limitinin mevcuttur ve (3.1.20) denkle-
minin ¢oziimlerini verir. Oncelikle 0 < ¢ < h olmak tizere her m igin y,,(t) € R(h, K)
oldugunu tiimevarim metodunu kullanarak gosterelim.

t

$0i—01 tl—ffl
0y (1) — ) b, = — 7)onl i 1.2
0= 30| = [T [ €T | 3129
= 0

to’n—0'1+1

< M———

- I'1+o0y,)

Mhan—01+1

< -

- T(1+o0,)

< K

ve m = 1 i¢in de aym esitsizlik elde edilir. Yani y; i¢inde

n toi—o1 Mth—01+1
70 () — ) b < <K

olur.

Buradan her m i¢in

MAm ltmam
) = B (] < T (31.24)
oldugunu gosterebiliriz. (3.1.23) i kullanarak m = 1 i¢in
Mton
t —_— 0<t<h 3.1.25
) —wl < o O<t<h) (3..25)
olur. Varsayalhm ki
M A™— Zt(m Dom
i i < 3.1.26

olsun. (3.1.22) ve (3.1.26) dan
oDE((t —a)") =

formiiliinii kullanarak
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o (8) = gms ()] < / (t = 7)°" [gmr (7) = Yma(7)| d
0
MAm-1 1
< t— on—1 (m—l)and
= T+ (m—1)o,) (o) /( T T
0
MAm—l

— D—Jnt(m—l)an
I(1+ (m—1)o,) "

MA™! L((m — 1)o, + 1)tm-Yonton
'+ (m-1)o, I'(14+(m-1)o,+0,)

_ A (3.1.27)
-~ T(1+moa,) o
elde edilir. Bu da bize (3.1.24) iin her m i¢in gegerli oldugunu gosterir. Jimdi
y (1) = lim (y(t) = y0(0) = Y (ui(H) = yj-1(t)) (3.1.28)
j=1

serisini alahm. (3.1.24) deki esitsizlige gore 0 < ¢ < h i¢in terimlerinin ger¢ek degeri
buna denk gelen yakinsak sayisal serinin terimlerinden daha kiigiiktiir.

=\ MAT hion M
2

. (E
— I'(1+jo,) A

On,1 (Ah'Z) - 1) (3129)

Burada F) ,(z) iki parametreli Mittag-Lefler fonksiyonudur. O halde (3.1.28) serisi
diizgiin yakinsaktir. (3.1.28) serisinin herbir terimi (y;(t) — y;—1(¢)), 0 <t < h aral-
ginda t nin siirekli bir fonksiyondur. O halde (3.1.28) de ki y*(¢) serisinin toplami

0 <t < h igin siirekli bir fonksiyondur ve

y(t) = lim g (1) = yo(t) +y (1)

seklinde yazilabilir. Buradan y(¢) nin 0 < ¢ < h igin siirekli bir fonksiyon oldugu elde
edilir. y,,(t) dizisinin diizgiin yakinsak olmasi (3.1.22) ifadesinde m — oo iken limit
almamiza olanak saglar. Bu ise (3.1.21) ve (3.1.22) tarafindan tammlanan y(t) limit
fonksiyonunun (3.1.20) nin ¢oziimii oldugunu gosterir.

Son olarak ¢oziimiin tekligini ispatlayalim. g(t), (3.1.20) denkleminin 0 < ¢t < h
araliginda siirekli olan bir bagka ¢oziimii olsun. Buna gore z(t) = y(t) — g(t) olarak

alirsak (3.1.20) ye gore

/ )L (t 2(7))dT (3.1.30)
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denklemini saglar. Burada z(0) = 0 dir. Boylece z(t), 0 < t < h igin siirekli bir
fonksiyon olur. Ayrica |z(t)] < B, 0 <t < h olsun. (3.1.30) denkleminden

ABton
) < —— 0<t<h 3.1.31
0 < pyey  O<t<h) (3.1.31)
olur. Bu hesaplamalara j kez devam ettigimizde
AJ Btion
) < ——— =1,2, ... 3.1.32
201 < oy =12, (3.1.32)

bulunur. Burada j — oo iken limit alimirsa z(t) = 0 olur. Dolaysiyla 0 < ¢ < h igin
g(t) = y(t) elde edilir. Yani ¢oziim tektir.
Uygulama 3.1.5
oDy () = Ay (t) (3.1.33)
oDV 'y(t)],_y =br: (k=1,2,....,n) (3.1.34)
Baglangig deger problemini goz oniine alalim. Bu durumda f(¢,y) = Ay dir. Teo-

remd3.1.4 iin ispatin goz oniine alirsak

w(t) = b ltf(;) (3.1.35)
ym(t) = yolt) + F(in) /(t — 1) 1 (T)dT (3.1.36)

= yo(t) + AoD;J"ym_l(t), (m = 1, 2, )

(3.1.35) ve (3.1.36) y1 kullanirsak ve kuvvet fonksiyonunun kesirli diferensiyeli i¢in olan

formiilii uygularsak

yi(t) = wyo(t) +o D" {Z bz%} :

w(t) = y(t) + XD (1),

—~ 'T(on +0;
n on+o;i—1 ) n 20n+0;—1
= t A b; A b;
wolt) +AY T(on+01) 2 T (20, + 07)
z”: 2 )\ktkan—&-m 1
— b,
—~ = T(koy, + 03)



elde edilir ve
)\ktkan +o;—

Zb Zm (m=1,2,..) (3.1.37)

seklinde gosterilebilir. (3.1.37) de m — oo igin [émit alinirsa (3.1.33)-(3.1.34) problemi-
nin ¢oziimleri elde edilir.

)\ktkgn+0'7

H =S5y o
y() Z Z I'(ko,, + 0;)
- Z bt T B, (M) (3.1.38)
i=1
Burada E,, ,,(At"), E,3(2) seklinde Mittag-Leffler fonksiyonudur.
n=1ve o; = 1igin (3.1.33) ve (3.1.34) baglangi¢ deger problemi

y () =My(t),  y(0)=b (3.1.39)
seklinde ifade edilir. (3.1.38) formiilii (3.1.39) probleminin

y(t) = b1 By g (Xt) = eV
klasik ¢oztimiinii verir.

Uygulama 3.1.6 Terimleri Riemann-Liouville kesirli tiirevler olan baslangic deger

problemini gz 6niine alalim.

oD7y(t) = t7y(t)

0D 'y(®)],_, = b 0<a<1) (3.1.40)

Bu durumda f(¢,y) =ty dir. Teorem 3.1.4 iin ispatindan

Yo(t) = brtza) (3.1.41)
Ym(t) = Z;t;;) + % /(t — 7)Y (T)dr, (m=1,2,..) (3.1.42)

elde edilir. (3.1.35) ve (3.1.36) y1 kullanalim ve kuvvet fonksiyonunun kesirli diferen-

siyeli icin olan formiilii uygulayalim

Cbo! =~ ['(20)T'(40)..T(2ko) o0ty B
bell) = Ty VO Tt Go) T @ r o) (m=12)
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ve m — o0 i¢in limit alinirsa

bta—l 0 1 Y 3
y(t) = 7 5 +by (o@D (3.1.43)
=L TIT(2j0 +0)
j=1

¢OzUmiinii verir.

3.2. Kesirli Sinir Deger Probleminin Co6ziimiiniin Varhgi
Teorem 3.2.1 ( Nonlineer alternatif) U nun, E Banach uzaymdaki konveks V'
kiimesinin nispeten acik alt kiimesi oldugunu varsayalim. G : U — V, kompakt bir
goriintii olsun. p € U ve Ny(u) = N(u, ) : U x [0,1] — K kompakt goriintiilerin ailesi
(yani N(U x [0,1]) V nin kompakt bir alt kiimesinde yer alsm ve Ny : U x [0,1] — V/
siireklidir. N; = G ile Ny = p, p ye gore sabit bir goriintii olsun. O zaman ya

(i) G,U da sabit bir noktaya sahiptir. Yada

(ii) u € OU noktas1 vardir ve A € (0, 1) i¢in v = N,u dir [38].

Kesirli simir deger problemi

SDZu(t) = g(tu(t), 0<t<l, 1<o<2 (3.2.1)
u(0) = a#0, u(l)=p5#0
seklinde tanimlansim. Bu sinir deger problemi i¢in ¢dziimiin varhgini goz oniine alalim.

g(t,u(t)) stirekli bir fonksiyon olmak tizere Caputo kesirli tiirevi igin Laplace doniigiimii-

nii inceleyelim. (2.1.7) tamimindan Caputo kesirli tiirevine Laplace déniigiimiinii uygu-

lanirsa
LD} = I s [e=ay=ortsimr b
L{CDr ()} = ﬁL{(t—ﬂ”—U—l}L{ﬂ“)(ﬂ},
B 1 (n—o—1{, L
- T(n—0) sn© (S Y(s) - kz;s ul )(O)> ’
= s7U(s) — T s FLu®M0), n—-1<p<n (3.2.2)

elde edilir. Burada L Laplace operatorii, U(s) de u(t) nin Laplace doniigiimii olarak

tammlanair.
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I1k olarak kesirli diferensiyel denklemler icin homojen olmayan baslangic deger prob-

leminin bir u;(t) ¢oztimiini bulalim.

SDZu(t) = f(t), 0<t<l, 1l<o<?2

u(@0) = a, wu(0)=0 (3.2.3)
(3.2.3) iin Laplace doniigiimii alinirsa

L{§D{u(t)} = L{f(t)},

1

=Yoo ) = o)

s°U(s) — s tul® 0) s72u(0) = F(
s7U(s) = s7 'u(0) — s7 2 (0) = F(s
s“U(s) — s ta = F(

s7U(s) = F(s)+s a,

U(s) = s 7F(s)+as™!
olur. Buradan ters Laplace dontistimii alinarak

LHU(s)} = L s F(s)} + L {as™'}
wt) = ——f(H)+a

(o)

elde edilir. Ayrica

w(t) = Et_s(a—l,O) f(s)ds + aE,(0,0)

o —_

1
= m/ dS+Oé
0

yazilabilir.

Burada E;_s(0 — 1,0) ve F(0,0), Ei(v,a) Mittag-Leffler fonksiyonunun ¢zel hal-
leridir. [29] dan E(o —1,0) = & ve £,(0,0) = 1 oldugunu biliyoruz.

Ikinci olarak kesirli diferensiyel denklemler i¢cin homojen olan basglangi¢ deger prob-

leminin wuy(t) ¢dziimiini bulalim.

SDu(t) = 0, 0<t<l, 1<o<2

u(@0) = 0, wu(0)=p (3.2.4)



(3.2.4) de Laplace doniigiimii alinirsa

elde edilir. Ters Laplace doniisiimii alinirsa

LH{UGs)} = L {852},
w(l) = Bﬁ,

bulunur. Dolayisiyla
us(t) = BE(1,0)

olur. Burada E;(1,0) = ¢ dir. Boylece ¢; ve ¢, sabitler olmak tizere
u(t) = crui(t) + coua(t)

g(t,u(t)) = f(t) ile (3.2.1) kesirli diferensiyel denklemi igin homojen olmayan sinir
deger probleminin bir ¢oztimiidiir.

Gergekten u(0) = a,u(1) = 8 siur deger sartlariyla

u(0) = c1ui(0) + couy(0)

a = ca=c =1
diger yandan,

u(l) = cui(l) + coug(l)

ﬁ = Ul(l) + CQUQ(l)
B —u(l)
Uz(l)
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bulunur. Bu nedenle (3.2.1) kesirli diferensiyel denklemi i¢in homojen olmayan sinir

deger probleminin ¢oziimii

f-wm)

w(t) = wu(t)+ o)

seklindedir.
X € C'[0,1] bir Banach uzayidur.
(Hy) ¢g:[0,1) 2R — R siirekli bir fonksiyondur.

Yukarida belirtilen sartlar goz oniine alindiginda (3.2 robleminin

) p
u(t) = %{T) Of(t—s)"_lg( u(s))ds + o+ ( of (1-

=a+ (B —a)t+ g [(t =) g(s uls)ds — (55 [ (1 -

integral denklemine denktir. Buradan

GDJu(t) = Ag(t,u(t), 0<t<l, 1<o<2

u(0) = a, u(l)=p

u(t) ¢Oziimii
(s u(s))s )

(s,u(s))ds

(3.2.5)

problemini goz oniine alalim. Burada A € (0,1) dir. O halde (3.2.5) siur deger

probleminin u(t) ¢oziimii

integral denklemine kargilik gelir. Buradan 7) : X — X tanimlanirsa

t

Tyu(t) = X|a+(f—a)t+ % /(t —5)7 tg(s,u(s))ds

1
t

o / (1= 5)g(s, u(s))ds

olur. T operatorii asagidaki sonuca sahiptir
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Lemma 3.2.2 (H;) sart1 saglamyorsa T kompakt operatordiir [38].
Ispat (H,) sart1 goz oniine alinirsa T : X — X siireklidir.
ueM={ue X :||u|| <l >0}icin

Thu(t)] = AN a+(B—a)t+

1
< ol 13 ol + s [ (0= 97 ot ute) s
0
L
i [ (1= ot ds
0
L / L
< _ - _ o—1 _ 0' 1
< la|+|8—al+ (J)/(t $)7 'ds + F(J/ ds
0 0
= |04|+|ﬁ—04|+7L t"+7L
B I'(c+1) I'(c+1)
< Jal+ 18- al + 5o + T
- I'e+1) TI'(c+1)
olur. Burada L = o 1<r¥1||><||<l|g(t,u(t))| + 1 dir. O halde T smurhdir. Simdi de
<t<Ljlull=

Ty nin eg siirekli oldugunu gosterelim. Yu € M, Ve > 0, t; < ty € [0,1] igin

n < {3|5_6a|+17 EF(?)IZ-U)’ (EZ(LU))" 1} Oldugundan to — 11 <1 dir.

(B—a)(ty —t1) + Oft (t —8)7Lg(ty — ty,u(ts) — u(ty))ds

|T)\U(t2) — T)\U(tl)| =\

= M(B— )ty —t1) + L5+ g(ta, ulta)) — L5+ g(t1, u(ts))

(=) /

o) 0/(1 —5)"Yg(s,u(s))ds

= M8 - @)(tz —ty) + I g g(ta, ults)) — 197 Iga g (ty, uty))

. ‘“ / u(s))ds
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IN

IN

)
18— al (t2 — 1)
+F(01— 1 / (2 = )77 — (b = )77 / lg(7,u(r))| drds
+F(Jl_ 0 /(tz — 8)0_2/|g(7' u(T))|drds
(ti“(al)tl) /(1 —5)7 " g(s, u(s))| ds

|8 —af(t—t) + ﬁ / [(t2 = )77 = (t1 = 5)7 ] /deS

+ﬁ / (ts —5)777 0/ drds + L(?(;)m 0/ (1—s)7""ds

t1

m / ((tl —5)7% = (tp — 8)0_2) sds

0
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< B —al(ty—t) + / (ti—8)7 2= (ta—5)7"?) ds
L to 1
_ L(t —t -
+m /(tQ—S)J 2d8+ 2 ! /1—8 Lds
t1 0
L o—1 o-1 o—1 o—1
= |ﬁ—04|(t2—t1)+m(t1 F(ta—t)" =15 4 (e — 1))
+L(t2—t1)
I'(oc+1)
L _ o—1 _ L77
< - — (157 4 20ty — t — I+ —
= |B O‘|77+F(O_)(2 + (2 1) 2 )+F(O'—|—1)
2L Ln
< _ _ 0'—1 -
s B=alnt 557 1+
< f+f+§_5
3 3 3

olur. Buradan T} diizgiin sinirlidir. Boylece W eg stireklidir. Arzela-Ascoli teore-
minden dolay1 T\’ nin kompakt operator oldugu ortaya cikar.

Teorem 3.2.3 (H;) ve (Hz) 0 < ¢; < %, c2 > 0 sabitler olmak tizere tiim ¢t € [0, 1]
ve u € Ricin [g(t,u(t)] < ¢ |ul" + ¢, 0 < pp < 1, sartlan saglansin. Bu takdirde
(3.2.1) smur deger problemi bir ¢oziime sahiptir [38].

Ispat Bunu ispatlamak icin 7 nin sabit noktasimn oldugunu gostermeliyiz. X in acik

alt kiimesi Q = {u € X ||u|| < R} olsun. Burada R > {1,3(|0¢| + |8 — «af), rgfa)} dir.

u = T), olacak gekilde bir u € 02 noktasinin ve A € (0, 1) nin oldugunu kabul edelim.

t

Thu(t)] = Aa+(8—a)t+ % /(t —8)7 (s, u(s))ds

1
t

—m 0/(1 —5)"g(s,u(s))ds

t

< lo|+|8—af+ ﬁ / (t — 5)" " |g(s,u(s))| ds

1
t

o / (1= 5)""|g(s, u(s))|ds
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t

< ol 13— al+ s [ = o) + e)ds
t | o1 u
—m 0/(1 —8)7 (er |u(s)|* + co)ds
< o]+ 18—l + ﬁ / (t — 517 (e [u(s) | + e2)ds
t | o1 u
o / (1= )7 er [luls)|]* + e2)ds

t

<l + 18— ol + ﬁ /(t — ST e R + c)ds
0

1

t
“Tlo) /(1 —5)" Her R* + ¢y)ds
0
2¢y Co C1 C2
= PN T W /707 ST S . S —— -
ol 18 =l i Y ey T e T e
201 202
< — R
s Jel+ B =+ 5 B T+ 1)
R R R
< 24 20T R
-3 * 3 * 3
olur. Burada ||Ty|| # R = ||u|| olur ki bu bir daralma déniigiimiidiir. Teorem 3.2.1

Ty in u €  seklinde sabit bir noktaya sahip oldugunu gosterir. Buda u € Q (3.2.1)
probleminin tek bir ¢oziime sahip oldugunu verir.

Aciklama Simdi ¢, k pozitif sayilar, o (3.2.1) problemindeki parametre ve

|z|| = max |z(t)],z € Y (3.2.7)

0<t<1

olmak tizere, Y € C'[0, 1] Banach uzay1

ol = g, = el (3:26)

seklinde tanimlanir.
Teorem 3.2.4. (H3) t € [0,1], u € Rigin |g(t,u(t)] < a|u]” + b olacak sekilde a > 0,
vr>1,0<b< w sabitleri vardir.
(H3) t € [0,1], u € R icin [g(t,u(t)] < alul” + b olacak gekilde a > 0, b > 0,
0 < v < 1 sabitleri vardir. Buna gore (H;) (Hj) ve (Hj) sartlarindan biri saglansin.
Bu taktirde (3.2.1) problemi bir tek ¢tziime sahiptir [38].
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Ispat Teoremi Schauder Sabit Nokta Teoremi yardimyla ispatlayalim. (3.2.1) prob-

lemi

1

w(t) = a+ (B a)t ﬁ/ ())ds—%/(I—S)J_lg(s,u(s))ds

integral denklemine denktir. Y uzay: icin £ = F(g‘il) alahm. F': Y — Y tanimlansin.

O halde

t 1
t

Fu(t)=a+ (8 —a)t + = /(t —8)7 Yg(s,u(s))ds — (o) /(1 —5)7 " tg(s,u(s))ds

olur. Lemma3.2.2’ den faydalanilirsa /' operatoriiniin tamamen siirekli oldugu goriiliir.
Simdi, ilk 6nce (Hs) sartmin saglandigimi kabul edelim.

1 < R <1 olmak tizere By = {u € Y;||u— (o + (8 — a)t)||. < R} kiimesi ¥ uzayimn

kapali ve dig biikey alt kiimesidir. u € Bp igin

t

Fu(t) — (a+ (5—a))i| = ﬁ / (t — )" g(s, u(s))ds
—% / (1 — 5)°g(s, u(s))ds|
< T / u(s)]” + By
—1—% /(1 —8)7 Halu(s)]” +b)ds
< rfl-/ 7 ()| ds + %/ 5)71ds
at / o1 bt o=
+F(U>/< — )7 ) 70/ s,
- —F(U“H)t“uu@)r\wF(O,Zl)t” <a+1> Juts)
bt
T(o)
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= et ()| et T (s +
I'(oc+1) I'(oc+1) I'(c+1) o
< 2 a4
- T(c+1) I'(c+1)
< 20 eyl
- T(oc+1) 4’
2a

< 7" + o
- T(o+1) 2

olur. (3.2.6) ve (3.2.7) esitlikleri kullamlarak

IN

t
o— o— v R
kU(O’ - 1) / SJ—Qe—Veks 1€V6ks 1 HUH ds 4+ 5

IN

0
/ R
kv(o —1) / 7 2eveks” |ul|” ds + 3
0

t

1 ck o—1 v -1 R

— veks d k Lo -

S [l dweks )+
0

(M = 1) ||uf

IN

VAN
M, O oM
I

yazilabilir ve

[Fu(t) = (a+ (6 = o))l <

€ > 2 icin elde edilir.
Aym gekilde (HY) sartina sahipse,
R> {1, F(;—il)} olmak tizere By = {u € Y;lu— (a+ (8 — a)t)|. < R}, Y uza-

ymin kapali ve dig biikey alt kiimesidir. u € Bpy icin

Fut) = (a+ (G -y = |z [ (6= 97 glssu(s))ds



IN

ﬁ%i/t—sal u(s)l” + b)ds

1
t

—l—m /(1 —5)" Yalu(s)]” + b)ds

t

F(aa)/(—>“HU( I ds + %/ 7 1ds

0

IN

1

i = ol —%}/’ 5)°~ds,

a Voo b o at y
T M+ ot F o
bt
T+ 1)
2a
I'(c+1)

IN

2b
L(o+1)

IN

luafl 27 +

t

o — o — v R
— k(O' _ 1) / SU—Zeueks 1€_y5ks 1 HUH ds + 57
0

t

o v R
k(o —1) / §72ereks”! ullZ ds + X
0

IN

o—1 R
R'k(o—1) / s7 2 |V ds + =,
0

IN

2

1
i eeks R+
e

IN

o—1 E
2
olur. Buradan

[Fu(t) = (a+ (6 = a)t]. <

€ > 2 icin elde edilir.
Yani F(Bg) C Br ve F' : Bp — Bpr tamamen siireklidir. Schauder sabit nokta

teoreminden dolay1 (3.2.1) problemi bir ¢oziime sahiptir.
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4. KESIRLI DIFERENSIYEL DENKLEMLER ICIN LAPLACE
DONUSUMU

4.1. Kesirli Laplace DoOniistimii

Bu boliimde, Laplace doniigiim yontemi sabit ve degisken katsayili kesirli diferensiyel
denklemlere uygulanmig ve ¢oziimler elde edilmistir. Coziimler sadelestirilmis kompakt
formda ifade edilebilir veya Mittag-Lefler fonksiyonu cinsinden yazlabilir.

Laplace doniistimiide integral her f fonksiyonu i¢in yakinsak degildir. Yani Laplace
doniistimii mevecut degildir. Ornegin ;1&, e*? gibi fonksiyonlarin Laplace doniisiimii mev-
cut degildir. Eger f(t) fonksiyonu [0, 00) iizerinde pargal siirekli ve |f(t)] < Me*
(ce.mertebeden iistel) ise s > «vi¢in L{f(t)} mevcuttur. L{f(¢)}

t

L{f(t)} = F(s) = / e f (1)t

0

seklinde tammlanir. F'(s) in tek ters Laplace doniigiimii ise f(t) = L™ {F(s)} sek-
lindedir.

Kesirli mertebeden diferensiyel denklemleri ¢ozmek igin E(t, «, a) fonksiyonu

E(t, =t =t"F1, t 4.1.1
a,a) ZFk+04+1 La+1(at) ( )
seklinde goz 6niine alalim [21].
Teorem 4.1.1. E(t,«,a) fonksiyonu,
E(t,a,a) L/ a-lea(t=7) (4.1.2)
()
0

seklinde ifade edilir.
Ispat. (4.1.2) denkleminin sagindaki integrali ele alalim.

ea(t—7) — kzo % esitligi yerine yazilirsa



seklinde yazabiliriz.

I= /tT“—l (1 - %)k dr (4.1.3)
0

olmak {izere

1 o= [dFtk
I 414
] 414
bulunur.

Ispat1 tamamlamak icin I ile verilen integrali hesaplayahm. (4.1.3) de T =u

degisken degistirmesi yapilirsa
T =ut = dr =tdu

ve siurlar 7 = O iginu = 0, 7 = t igin u = 1 olarak degisir. Bunlar (4.1.3) denkleminde
yerlerine yazar ve belli iglemler yaparsak,

1
I = /to‘_luo‘_l(l—u)ktdu

0
1

= to‘/uo‘_l(l—u)kdu
0
— "Blak+1)

olur. Sonugta 3(«, k + 1) beta fonksiyonunu gama fonksiyonu tiiriinden yazarsak

T(c)D(k + 1)

I =t
MNa+k+1)

bulunur. Bunu (4.1.4) de yerine koyarak

t
1 o k4k 1o
/T“‘le“(t_T)dT 1 a"t" t*T'(a)['(k + 1)

() J () k! Nla+k+1)

1 & dth 9T (a)k!
['(o) &= k! T(a+k+1)

e (at)*
! ];r(awﬂ)

elde edilir. Buradan (4.1.1) deki tanimdan dolay1 agagidaki esitlik bulunur.

t
1
T'(a) /Ta_lea(t_T)dT = 1"Eyar1(at) = E(t, o, a)
0

40



Sonug 4.1.2.

(1)

erf(Vat) (4.1.5)
seklindedir.
ispat (i). (4.1.2) kullamlarak o = § icin

11 a(t—
2 tealt=")dr

1
E(t, 5,@) =

—

—

N = =
N—
o
\J“

1
(3)

-1 a(t T)

T

/7’ Te T dr (4.1.6)
0

)1

N)I»—I

N)I»—I

olur. at = u’degisken degistirmesi yapilirsa

u? 2udu

T=—=dr =
a a

siirlar da 7 =0 = u = 0 ve 7 = t = u = v/at olur. Bunlar (4.1.6) da yerine yazilirsa

1 22
Bt L) / a2l

l
2

2e4t

2
e “du

I
B
o\é

bulunur. Tanim 2.1.10 daki hata fonksiyonu tanimi goz 6niine alinirsa

oldugu agiktir.
(ii)

E,1i(at) = =l + Vate® erf(vat).

VT

INIES
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ispat (ii). Mittag-Leffler fonksiyonunun tanimindan

k=0 (k+3)
dir. Burada £ ile k£ + 1 yer degistirirse
> (at)k+?
Eyslat) = )
’ k=0—1 P(k+143)
— _ (at)
= (at) ,
2 D

= (at) + )
L) & k+3)
1 = (at)*
— + (at)
RS T
burada I'(3) = /7 ve Z %JFL =ath; (at) oldugu goz 6niine alinirsa
E,1(at) = —= + atE} ( t)
2 \/_

(4.1.5) dikkate alimirsa

(at) = L + Vate™ exf(v/at)

E, NG

=

elde edilir.

(iii)
E, 5(at) ! [ e erf(v/at) 2 } (4.1.8)
5 = — D — . .
e at [ Vat v
seklindedir.
Ispat (iii). Mittag-Leffler fonksiyonunun tanimimndan
—_(at)
El 5 (at) -
2 ;; I(k+2)
dir. Burada k£ ile £ — 1 yer degistirirse
a (at)k_l
Bisat) = S
3 Raryl L(k—1+3)
N (a)
= (at)™! :
]; I(k+3)
= (at) 1
e T



olur. Burada I'(3) = @ oldugu dikkate almirsa

E, 3(at) = (at)”! lz% - Ji%

|

ve Z FEZZF = atE, 3 (at) oldugunundan

E;

wlm

(at) = (at)™" lEL%(at) _ i]

dir. Son esitlikte (4.1.5) esitligini kullanilarak

E, s(at) = ;t [\e/;erf(/cﬁ)—i]

l\)|01

elde edilir.
(iv)

By yat) =~z o+ (a0) |z o+ Vate® et (V)

seklindedir.

ispat (iv). Mittag-Leffler foksiyonunun tanimimdan

dir. Burada k yerine k + 2 alinirsa

El,—%(at) — Z F(}E“L

= (at)? gi) Ll DTt (a) ;

olur. I'(—3) = —2y/7 ve ['(3) = /7 oldugu gvz oniine alimirsa

1 (at) N (O
E, _1(at ——F=t—F=+ (at —
-ylat) =~ e e D T
olur.
> FEZT) = atE) 3 (at) oldugundan
k=0
1 (at)
E, i(at) = ——=+ —F—== E
alat) = 5= + D (@0 B e

(4.1.9)



ve (4.1.5) den
1 + (at) \/L?r + Vate® erf(vat)
elde edilir.
Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace doniisiimii formundaki egiti asagidaki teo-
remle verelim.

Teorem 4.1.3. L bir Laplace doniisiimii olsun. Bu takdirde L~ kesirli ters Laplace

dontigtimii

~(a=B)
L™t lsﬁ ] = 1" Ega(at’), |f—a|<1 (4.1.10)
SF —a

seklinde tanimlanir.

Ispat Laplace doniisiimiiniin tanim kullanilarak

L{t* " Ega(at’)} = / e By o (at?)dt
0

yazilir.
Eso(at?) =3 % oldugundan
k=0
L{to By (at®)} = / I N L
{t" Bpa(at”) } 0 kz;r(wm)

yazilir. Buradan

> a
L{t"'Epalat’)} = > ———— [ et at
—~T'(kB+a)

e—sttkﬁ+o¢—ldt

- Zr(wm)

o0 k
= 2 F(/fg-i- PRGN

- a L'(kB + )
B kz; L(kB+a) shbta

1

5o

k=0
olur. Burada ) (S%)k seri toplamindan
k=0
1 1
L{t* 'Eyo(at®)} = —
{ B, (a )} s« 1 _ 5%
B S_(O‘_ﬁ)
- P —a
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bulunur. Bu ise

_1 S_(Oé_ﬁ) a1 5
L {Sﬁ—a}_t Eﬁﬂ(at)

demektir. Eger =1 ise

~(a=B)
L' [‘Zﬁ — } =t Ey(at’) = E(t,a —1,a) (4.1.11)

sonucu elde edilir. L~! kesirli ters Laplace doniisiimii olmak tizere agagidaki sonuglar
verebiliriz.
Sonug 4.1.4.
(i)
Lt {m} =tE(t,a,a) —aB(t,a+1,a) (4.1.12)
seklindedir.

Ispat (i). (4.1.12) esitliginin sag tarafinin Laplace doniisiimii alinirsa

L{tE(t,a,a) — aE(t,a+1,a)} = —G%L{E(t,&,a)}—&L{E(t,oz—i—l,a)}

d [ s s~(at1)
sl e e el
—as~ (@t (s —q) — s7@ s~(at1)
T [ (s —ap } -

s—a
o
s%(s —a)?

elde edilir. Son egitlikte ters Laplace doniistimii alinirsa
1 1
L (s —a) =tE(t,o,a) — aFB(t,a+ 1,a)

bulunur.
(i)

ala+1)

s Et,a+2,a) (4.1.13)

1 1
—1 _ 2
L {m}ét E(t,oz,a)—oztE(t,Oz—i—l,a)—i—

seklindedir.
Ispat (ii). (4.1.13) esitliginin sag tarafinin Laplace doniisiimiinii alinirsa

ala+1)

1
L {itzE(t, a,a) —atE(t,a+1,a) + 5

E(t,a +2,a)}
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1 d? d ala+1)

= 37 —— L{E(t,a a)}—i—@—L{E(t a+1,a)}+ 5 L{E(t,a+2,a)}

1d? [ s d (s(+D) ala+1) [s(@+2)
- §E(s—a)+&£(s—a)+ 2 (s—a)
2ds (s —a)? (s —a)?

ala+1)s~@+2)
2(s—a)

1d (—asTtD 1d( s° N —afa +1)s7@+2)
~ 2ds \ (s—a) 2ds \ (s — a)? (s —a)
(&S_(a+1)) N &(& 4+ 1)8—(a+2)

(s —a)? 2(s —a)

1 (a(a+1)s (s —a) — s @+
2 (s —a)?

;((o(zs()o;l)(s(i G)Z)L; 2((8 )a)so‘) N (—a(a(:j)j)—(aw))
as” (@ a(a 4 1)s(o+2
|77t

(s —a)? 2(s —a)
-
s%(s —a)3

elde edilir. Buradan, ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

ala+1)

5 E(t,a+2a)

1 1
[ {(7} = S2B(t,0,0) — atE(t,a + 1,0) +
SOC
bulunur.

4.2. Kesirli Diferensiyel Denklemler i¢cin Laplace ddniisiimii

f(t) ve g(t) foksiyonlari igin L {f(¢)} ve L{g(t)} mevcut olsun. Buna gore

t

LU+ g = [ e 170+ gl

0

= /_Stf dt—l—/e‘“g

0

= L{f( )+ L{g(®)}
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ve

t

L{cf(t)} = / e [ef ()] dt

= c [ e f(t)dt
/

= cL{f()}

oldugundan Laplace déniigiimii lineer bir operatordiir [30].

Kesirli integralin Laplace doniigiimii asagidaki sekilde elde edilir.

y(t) nin o. mertebeden kesirli integrali

Dy(t) = ﬁ / (t - 2 y(2)dz

seklindedir. (4.2.1) de her iki tarafin Laplace doniigiimii aliirsa

t

L{D"y)} = L ﬁ / (t = 27 y(0)dt b,

1

= mL{tU_l}L{y(t)},
_ 1Ty,
- T(o) s° (),

= s 7%Y(s), >0
olur ki (4.2.2) deklemi kesirli integralin Laplace déniigtimiidiir.[29]

y(t) = t" olarak alimirsa

L{D7t} = %/ )7t o
0

1 o1 u
= To” {1} iy,
1 I'(o)I(p+1)
[(o) so  sptl

I'(p+1)

olur [30].
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y(t) = e olarak alinirsa

L{D—aeat} — %/ 0’ 1€atdt ’
0

1 o—1 oot
= mL{t pLAe"}
1 I'(e) 1
(o) s (s—a)
_
s7(s — a)

bulunur.
Kesirli tiirevin Laplace dontigtimii agagidaki sekilde elde edilir. Tam sayili mertebe-

den 3™ in Laplace doniisiimiiniin

L{y™} = s"Y(s)—s""'y(0) = s" Y (0) — ... -y 1(0)
n—1
= "Ry ) ( (4.2.3)
k=0

seklinde oldugunu biliyoruz. y(¢) nin o. mertebeden kesirli tiirevini
D7y(t) = D" [D™"y(t)] (4.2.4)

bi¢iminde ifade edebiliriz. Burada n, ¢ > 0 dan biiyiik en kiiciik tam say1 ve u = n—o
dir. (4.2.4) denklemini
D7y(t) = D" [D~"y(t)] (4.2.5)

seklinde yazabilir. Eger y(t) nin Laplace doéniisiimiiniin oldugunu varsayarsak (4.2.3)

esitligi goz oniine alinarak,

L{p7y(t)} = L{D"[D""7y(®)]},

n—1
= §"[ {D—(n—a)y(t)} _ Z Sn—k—le [D—(n—a)y(t)}tzo ’
k=0
n—1
= g" [S—(n O')Y(S)} o Z Sn—k—le—(n—a)y(O)’
k=0
n—1
= 7Y (s) =Y s"RTIDR(mo)y () (4.2.6)
k=0
elde edilir. Ozel olarak
n =1 1igin
L{D°y(t)} =s°Y(s) — D 1"9y(0), 0<o<1 (4.2.7)
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ve n = 2 igin
L{Dy(t)} = 5°Y (s) — sD~*y(0) — D-U=7y(0), 1<o<2 (4.2.8)

seklinde ifade edilir.

Kesirli lineer bir adi diferensiyel denklemin genel formu
[D7" + a4, D7V 4 4+ a1 D'+ agD°] x(t) = h(t), t>0 (4.2.9)

seklindedir. Burada o = é dur. ¢ = 1 ise bu takdirde 0 = 1 ve (4.2.9) denklemi
n. mertebeden basit bir adi diferensiyel denklemdir. (4.2.9) denklemi sembolik olarak

f(D7)z(t) = h(t) seklinde ifade edilebilir. Burada
D7 = D"+ a, D"V 4 .4+ a;D' + aoD°]

ve ag,ay, ..., a,_1 de t bagimsiz degiskeninin fonksiyonlaridir.

(4.2.9) denkleminin her iki tarafina Laplace doniigiimii uygulanirsa,
L{[D" + an1D°™Y + ...+ a1 D' + agD°] 2(t)} = L {h(t)}
L{D"x(t)} + ant L{D" Va@®)} + ... + arL { D' (t)} + aoL{D x(t)} = L {h(t)}

[s”"X(s) - Z cps™
k=1

[s"7 + 15" 4+ L+ @187 + ag] X(s) = D(s)

n—1
+ Qp_1 [s”("_l)X(s) - Z crsTVR L 4 b agX (s) = H(s)
k=1

olur. Buradan
P(s)
X(s) = 4.2.10
(5) (s + @, 157D + . 4 a187 + ag] ( )

olur. (4.2.10) denklemini degiskenlerine ayirarak

P, (s)

(V5 = B

O (5)(Vs + B,)™
1 (S - B?)mr

seklinde yazabiliriz. Son ifade basit kesirlere ayrilir ve ters Laplace doniigiimii uygu-

X(s)

M- 11+

r

lanirsa x(t) ¢oziimii elde edilir.
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Agagidaki tabloda baz kesirli Laplace doniigtimlerinin kargiliklar: verilmigtir.

Y(s) y(t) = L {Y (s)}
i ta—l
5% ' ()

1 1l _at
(s+a) (o) ©
Sal_a t* 1B, o (at®)
s(sii(:-a) Ea(—ato‘)
75(55—&11) 1-— Ea(—atoz)
sa(sl—a) tOéElﬂ"ﬂ (at)
e | Bas(at)
Sa—ﬁ B—1
Ts—a)™ ';(—mFl(oa; f; at)
(s—a)l(s—b) ﬁ(eat B ebt)

Tablo 4.1

4.3. Laplace Doniisiim Metodunun Uygulamalar:

Uygulama 4.3.1.

Dgy(t) = ay(t), (a = sabit) (4.3.1)
kesirli diferansiyel denkleminin Laplace doniigiimii yardimiyla ¢oziimiinii bulalim.
Coziim 0< o = % <1 oldugundan (4.2.7) deki

L{Dy(t)} =s°Y (s) — D"U=9)y(0), 0<wv <1

denklemini goz oniine alirsak

L {D%y(t)} -
ng(s) — D_(l_g)y(o) —

LA{ay(t)}
aY (s)

s3Y(s) — D7 3y(0) = aY(s)

D_%y(O) sabiti t =0 da D_%y(t) nin degeridir. Boyle bir sabitin oldugunu varsayalim
ve D~3y(0) = ¢; olsun. O halde

ng(s)—cl = aY(s)
ng(s)—aY(s) = ¢
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elde edilir. Son denklemden
C1

Y(s) =

(4.3.2)

2
S3 —a

olur. Son olarak Tablo 4.1 kullamlarak Y'(s) in ters Laplace doniigiimii alinirsa

R e A

2
§3 —a

y(t) = at 3Bz 2(at?)

olarak elde edilir.
Simdi D_%y(O) in degerinin ¢; olup olmadigini inceleyelim.

1

L{Dyt)} = mL{t"‘l}L{y(t)}
= s 7Y(s), >0
kullanmilarak
L{D‘sy(t)} = F(ll)L t%‘l}L{y( )}
1 _2
_ F(%)L{t s}L{y(t)},
= 573Y(s) (4.3.3)

elde edilir. (4.3.2) esitligini (4.3.3)" de yerine yazilarak ve baz iglemler yapilarak

D 3y(t) = L—l{cf }
S3 —a

bulunur. ¢ = 0 i¢in

elde edilir.

Uygulama 4.3.2.
Diy(t) =0 (4.3.4)

denkleminin ¢dziimiinii bulalim.
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Céziim 1 < 0 = 5 < 2 oldugundan (4.2.8) denklemini kullanabiliriz. (4.3.4) denkle-

minin her iki tarafina Laplace doniistimiinii uygularsak

L{pdym} = o,
$3Y (s) = sD~73)y(0) - D~1"y(0) = 0,
s3Y(s) — sD 3y(0) — Diy(0) = 0 (4.3.5)

bulunur. Uygulama 4.3.1 dekine benzer olarak D~3y(0) = ¢, ve D3y(0) = ¢, olarak

ele alinirsa (4.3.5) denklemi
S%Y(S) —scp—cy =0

olur. Buradan da

sc1 + Co
Y(s) = 1
S3
SCq Cy
Y(s) = =+
S3 S3

elde edilir. Tablo4.1 kullanilarak ters Laplace doniistimii alinirsa

wlis

C1 ,_2 Cy 1
wi) = i 2o
I'(3) r'(s)
bulunur.
Uygulama 4.3.3.
Dy(t) = ay(t), yo=c¢, 0<o<1vea = sabit (4.3.6)

kesirli baglangic deger probleminin ¢oziimiinii bulalim.
Co6ziim (4.3.6) denkleminin her iki tarafimin Laplace doniisiimiinii alalim ve (4.2.7)

denklemini kullanalim. Buna gore
L{D7y(t)} = al{y(t)}

s7Y(s) — D"U=y(0) = aY(s) (4.3.7)

burada D~(=)y(0) sabitinin mevcut oldugunu ve c; e esit oldugunu kabul edelim. O
halde (4.3.7)
Y (s) —c; = aY (s)
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olur. Buradan Y'(s)
C1

Y(s) =

§7 —a
seklinde bulunur. Y (s) in ters Laplace doniigiimii ahmir ve Tablo4.1 kullamlirsa
LHY(s)} = L4
() {2
y(t) = ct” "B, (at?)

elde edilir. Simdi ¢; degerini bulmak i¢in baslangi¢ kogulunu kullanalim ve yo = ¢

oldugunu goz oniine alalim.

lim ¢ 'E, ,(at”) = 1

t—0t

bulunur. Boylece

yt) = ct’ ‘B, 4 (at?)
i) =
olur. Bu durumda ¥, basglangi¢ degerini ¢, olarak diisiinebiliriz. Buda bize
o = D=1 7y(0)

oldugunu verir.

Uygulama 4.3.4.
(D' —3D3 +2D%)x(t) = 0 (4.3.8)

homojen denklem sisteminin ¢oz{imiinii bulalim.

Coziim (4.3.8) denkleminin Laplace doniigiimiinii alalim.

L{D"%(t)} — 3L {D%x(t)} +2L{D%(t)} = L{0}
sX(s) = (0) 3L { D [D~4a(t)| } +2X(s) = 0

olur. (4.2.6) esitligi kullanmlarak

sX(s) = 2(0) = 3 [s3X(s) = s D" Ha(0)] + 2X(s) = 0

sX(s) —2(0) — 32 X (s) + 3D 22(0) + 2X(s) = 0
elde edilir. z(0) — 3D~22(0) = ¢ olsun O halde
sX(s) — 3S%X(S) +2X(s)—c=0
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olur. Buradan

L {X(s)}

x(t)

olarak bulunur.

Uygulama 4.3.5.

1
c (2€4t —e' + S F 1(4t) —
tz 2

1
_lEl,% (t)) )

1
c 2€4t—€t—|——1<E11 (4t) )}
t

¢ [264(1 + exf(2v) — ¢'(1+ erf(\/%))}
c :264t(erf o(=2v1)) — el (erf ¢(—V/1)) }

(D' —2D% + D%z(t) =¢', x(0)=1

homojen olmayan kesirli baglangi¢ deger probleminin ¢oziimiinii bulalim.

Coziim

L{D"x(t

olur. L {D%x(t)} yi (4.2.7) denklemini kullanarak yazarsak

)}—QL{D%x(t)}JrL{D%(t)} = L{}
SX(S)—JL‘(O)—QL{D%x(t)}—i_X(S) - sil
SX(S)_x(o)—QL{D%x(t)}+X(S) = Sil
$X(s) — a(0) ~ 25X (s) + 2D $2(0) + X(s) = ——
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bulunur. z(0) = 1 oldugunu goz éniine alalm ve 2D~ 2(0) = ¢ = 0 olsun. Bu taktirde

1
s—1

1 1
sX(s) —2s52X(s)+ X(s) = —1+1+c
s

SX(S)—l—Qs%X(s)—c+X(3) —

olur. Buradan

1 1
X(s) = e
(s—1)(s2 —=1)2 (sz2 —1)2
B 1 1+c¢
<s2 + 1) (s7 —1)3 (52 — 1)
1+c 1 —1 1

INIES

—(1+c){ 1 2 - }
si(s—1)0° sz(s—17% (s—1)7]’

1 2 _ 2 _ 4 _ 2
8l (s—1) s1(s— 1)2 572 (s — 1)2 (s — 1)2

n 4 n 12 n 12 n 4
573 (s — 1)3 s7(s — 1)3 5”3 (s — 1)3 (s — 1)3

elde edilir. Daha sonra ters Laplace doniisiimii kullamilarak ve (4.1.11), (4.1.12),
(4.1.13) esitlikleri kullamlarak

0 =i )bt o) )
- (Z +c) tet—l—%L_l {ﬁl_l)g} +gL_1 {Wl_l)g}

1 1
+§L—1 73 + _t2€t
2 572 (s—1) 2

1 3 1
= Zet + (c—l— Z) (e" +te') + (5 + 20) Vit Eya(t) + §E1%(t))

(20 ()22 B
E

() (5 6) @) -

wlwo

INIES

w

elde edilir.
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x(0) = 1 baglangi¢ sart1 kullanilirsa ¢ = 0 olur. Yukaridaki ¢oziimde ¢ degerini

yerine yazarsak

o(t) = 4(3t2+12t+4)+% 9+ 30)E, (1) + %(15“%)151%@)
- 24,40

olur. Sonug (4.1) deki E} 1(?), Ey 5(t), By 5(t) ve Ey —1(f) degerleri kullamlarak

’2

1
2(t) = {4(382 + 120+ 4) €' + (154 48¢ + 1612 — 3¢%) ¢’ exf(V)

t
+2\ﬁ(3t% + 8t + 17)}
m

¢ozimii elde edilir.

Uygulama 4.3.6. Asagida verilen degisken katsayili kesirli diferensiyel denklemin

¢oztimiinii bulalim.
tD7(t) + D" ta(t) +tx(t) =0, 2(0)=1, 1<a<?2 (4.3.10)

Coziim Kesirli Laplace doniigtimii uygulanarak

L{tD°(t)} + L{D°'z(t)} + L {tx(t)} = L{0}

—L [s7X(s) — Yo _o D7 1w(0)] + [s771X (s) — Sy s* DR 2(0)] — L = ¢
—4L (57X (s) — D" 2(0) — sD°2x(0)] + [s" ' X (s) — D" 2z(0)] — dX(s) —

ds
—s7 ) 5571 X (5) + D7 22(0) + 571X (s) — D7 22(0) — B =0
X
(1+ S")dTis) = (1-0)s"1X(s)
dX(s) (1—0)s"t
= ————ds
X{(s) (1+5%)
(1 — U) o
InX(s) = —In(1+s7)+1Inc
o
(1-0)

X(s) = e(14+57) =
elde edilir. Son egitlikte ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

LU X(s)) = L—l{c(1+sff)“%’2}
z(t) = L {c(l—i—s")p%)}

bulunur.
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SONUGQC: Bu tezde genel olarak kesirli hesaplamalarin temel kavramlar:1 detayl bir
sekilde incelenmigtir. Kesirli diferensiyel denklemler ve sinir deger problemleri i¢in var-
ik teklik teoremleri aragtirilmigtir. Ayrica kesirli Laplace doniistimleri ve diferensiyel
denklemlere uygulamalar: verilmistir. Bu ¢alismada konuyla ilgili genel olarak kapsamh

bir derleme yapilmigtir.
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