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1. G·IR·IŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1. Kesirli Analizin Tarihsel Geçmi̧si . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Kesirli Analizin Yak¬n Tarihi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3. Kesirli Hesaplamalar¬n Baz¬ Fiziksel ve Biyolojik Uygulama Alanlar¬ . . . . . . . . . . . 4

2. TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3. KES·IRL·I D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER ·IÇ·IN VARLIK TEKL·IK

TEOREMLER·I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.1. Lineer Kesirli Diferensiyel Denklemler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19

3.2.Kesirli S¬n¬r De¼ger Probleminin Çözümünün Varl¬¼g¬ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .28

4. KES·IRL·I D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER ·IÇ·IN
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ÖZET

Kesirli Diferensiyel Denklemlerin Teorisi ve Baz¬ Uygulamalar¬

Dört bölümden oluşan bu çal¬̧sman¬n ilk bölümünde kesirli analizin tarihsel geçmi̧si

ve yak¬n tarihi verilmi̧stir. Ayr¬ca …ziksel ve biyolojik uygulamalar¬ ile ilgili genel bil-

giler verilmi̧stir. ikinci bölümde temel tan¬mlara ve kavramlara yer verilmi̧stir. Üçüncü

bölümde lineer kesirli diferensiyel denklemler için varl¬k teklik teoremleri ve ispatlar¬

verilmi̧stir. Ayr¬ca kesirli mertebeden s¬n¬r de¼ger problemleri için varl¬k teklik teorem-

leri, ispatlar¬ ve uygulamalar¬ ele al¬nm¬̧st¬r. Tezin son bölümünde ise kesirli Laplace

dönüşümü detayl¬ bir şekilde incelenmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli diferensiyel denklem, Varl¬k teklik problemleri, Ke-

sirli Laplace dönüşümü, Riemann-Liouville, Caputo.
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SUMMARY

Fractional Di¤erential Equations Theory and Its Some Applications

This study consists of four chapter and the history of fractional analysis is given in

its …rst parts. Furthermore, physical and biological applications is given. In the second

chapter, some fundamental concepts and de…nitions are given. Third chapter is deal

with the existence and uniqueness theorems and their proofs. In addition existence

and uniqueness theorems of boundary value problems for fractional degree and its

applications are mentioned. Fractional Laplace transformation is examined in detail in

the last chapter.

Key Words: Fractional di¤erential equation, Existence and uniqueness theorems,

Fractional Laplace transformation, Riemann-Liouville, Caputo.
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SEMBOLLER L·ISTES·I

Bu çal¬̧smada kullan¬lan baz¬ semboller, aç¬klamalar¬ ile birlikte a̧sa¼g¬da sunulmuş-

tur.

R : Reel say¬lar kümesi,

 : Sigma,

 : Türevlenebilir,

 : Türev operatörü,

 [ ] : ( ) aral¬¼g¬nda sürekli fonksiyonlar uzay¬,

¡ () : Gamma fonksiyonu,

 : Daralma dönüşümü,

 : Alfa,

 : Beta,

 : Laplace operatörü,

0
¡
 =  :  kattan integral,

0

 :  mertebeden türev,


0 


 :  kattan Caputo türevi,

 : Bir parametreli Mittag-Le­er fonksiyonu,

 : ·Iki parametreli Mittag-Le­er fonksiyonu,
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1. G·IR·IŞ

Fizik, sosyal bilimler, mühendislik gibi birçok bilim dal¬ndaki problemlerin çözümü

için bu problemlerin önce matematiksel ifadelerle formüle edilmesi gerekir. Buradan

do¼gadaki bir büyüklü¼gün di¼ger büyüklüklere göre de¼gi̧sim h¬z¬ matematikte türev olarak

ifade edilir. Bu yüzden her sürecin farkl¬ de¼gi̧sim h¬zlar¬, de¼gi̧sik türevler bulunduran

ba¼g¬nt¬lar olarak karş¬m¬za ç¬kar. Bu ba¼g¬nt¬lar¬ karakterize eden fonksiyonlar¬n yan¬

s¬ra bu fonksiyonlar¬n birinci veya daha yüksek mertebeden türevlerini içeren denk-

lemlere diferensiyel denklem, kesirli mertebeden türevlerini içeren denklemlere de ke-

sirli diferensiyel denklem denir. Kesirli diferensiyel denklem de matematiksel analizin

bir koludur. Kesirli diferensiyel denklemlerin çözümleri için kesirli türev ve integral

hesaplamalar¬n¬n iyi bilinmesi gerekir.

Kesirli analiz, klasik analizin tamsay¬ mertebeli türev ve integral kavramlar¬n¬n

reel, rasyonel ya da kompleks mertebeye bir geni̧slemesi olarak tan¬mlan¬r. Son yüzy¬l

boyunca kesirli analiz matematik, …zik, biyoloji ve mühendislik alanlar¬nda oldukça

geni̧s uygulama alan¬ bulmuştur. Bunun temel sebebi, viskoelastiklik ve sönüm, kaos,

yay¬l¬m ve dalga hareketleri, kontrolör tasar¬m¬ gibi pek çok olgunun kesirli analiz

kullan¬larak daha gerçe¼ge uygun modellenebilmesi ve aç¬klanabilmesidir.

Kesirli analizin klasik analizden en önemli fark¬, klasik analizde oldu¼gu gibi tek

bir türev tan¬m¬n¬n olmay¬̧s¬d¬r. Kesirli analizdeki birden fazla türev tan¬m¬n¬n var-

l¬¼g¬ problemin türüne en uygun olan¬n¬n kullan¬lmas¬ ve böylece problemin en iyi

çözümünün elde edilmesi f¬rsat¬n¬ verir. Başl¬calar¬ Riemann-Liouville, Caputo, Grun-

wald-Letnikov, Jumarie kesirli türevleridir. Birbirleri aras¬nda geçi̧sler olmas¬na ra¼g-

men tan¬mlar¬ ve tan¬mlar¬n¬n …ziksel yorumlar¬ aç¬s¬ndan farkl¬l¬k gösterirler.

1.1. Kesirli Analizin Tarihsel Geçmi̧si

1965 y¬l¬nda L’Hospital, türev için



notasyonunun mucidi olan Leibniz’e bir

mektup yazar ve der ki “ =
1

2
oldu¼gunda




notasyonu ne anlama gelir? Leibniz ise

daha sonra çok önemli sonuçlar ortaya ç¬karan “

1
2


1
2

= 2

r



„ cevab¬n¬ verir. Bu basit

gibi görünen ama kesirli teorinin ortaya ç¬k¬̧s¬na sebep olan sorgulamaya Euler (1730),

Lagrange (1772), Laplace (1812), Fourier (1822), 18. yy’daki ve 19. yy’daki pek çok

matematikçinin çal¬̧smalar¬ eklenmi̧s ve yeni bir teoriler ortaya ç¬km¬̧st¬r.



Kesirli analiz kullan¬larak formülize edilen ilk mühendislik problemi “Tautochrone”

dur. Yerçekiminin etkisi alt¬nda, sürtünmesiz bir düzlemde yukar¬dan aşa¼g¬ya sark¬t¬lan

bir cismin sal¬n¬m¬ sonucunda oluşturdu¼gu e¼grinin bulunmas¬ problemidir. 1823’de

Abel, Riemann-Liouville kesirli integrasyonu ile tan¬mlanan bir integral eşitli¼gi biçi-

minde tautochrone probleminin çözümünü elde etmi̧stir.

O zamanda, kesirli analiz için yap¬lan tan¬mlar¬n bazen çeli̧smesi ve tamamlan-

mam¬̧s olmas¬ kesirli analizin mühendislik uygulamalar¬nda daha yayg¬n kullan¬lmas¬na

ket vurmuştur. Bu durum, 19.yy’¬n ortalar¬na kadar devam etmi̧stir. Liouville (1834),

Riemann (1847), Grünwald (1867) ve Letnikov (1868)’un kesirli analiz ile ilgili ortaya

koyduklar¬ kesirli türev ve integral tan¬mlar¬ teorinin geli̧simine h¬z kazand¬rm¬̧st¬r.

Ancak yine de bu tan¬mlar¬n kabulü ve uygulama problemlerinde kullan¬lmalar¬ za-

man alm¬̧st¬r. Kesirli türev ve integral için tek bir tan¬m¬n olmay¬̧s¬ ve cebirsel i̧slem-

lerde farkl¬ tan¬mlar¬n kullan¬m¬ ile ortaya ç¬kan farkl¬ sonuçlar pek çok zorlu¼ga ne-

den olmuştur. Ancak bu konuda yap¬lan çal¬̧smalarla birlikte problem türleri daha

iyi s¬n¬‡and¬r¬lm¬̧s ve hangi problemde ne tür bir tan¬m kullanman¬n gereklili¼gi ortaya

konmuştur.

1.2. Kesirli Analizin Yak¬n Tarihi

Kesirli analiz hem eski hem de yeni bir konu olarak düşünülebilir. Eski bir konudur

çünkü G.W.Leibniz (1695,1697) ve L.Euler (1730) in baz¬ tahminleri ile günümüze

kadar kademeli olarak geli̧stirilmi̧stir. Ayn¬ zamanda yeni bir konu olarak da kabul

edilebilir. Doktora tezini kesirli analiz üzerine yapt¬ktan sonra B.Rosa Temmuz 1974

de New Haven Üniversitesinde Kesirli Analiz ve Uygulamalar¬ üzerine ilk konferans¬

vermi̧stir.

·Ilk olarak K.B.Oldham ve J.Spanier 1968 y¬l¬nda başlayan i̧sbirli¼gi ile 1974 de frac-

tional calculus ad¬nda bir kitap yay¬nlam¬̧st¬r. Bir kimyager ve bir matematikçi aras¬n-
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daki bu i̧sbirli¼gi yar¬ türev ve yar¬ integral aç¬s¬ndan kütle ve ¬s¬ transferi problemlerini

çözmede kullan¬lm¬̧st¬r. 1987 de kesirli calculus ansiklopedisi olarak bilinen S.Samko,

A.Kilbas ve O.Marichev in devasa kitab¬ ilk olarak Rusya da ortaya ç¬km¬̧s ve son-

ras¬nda 1993 de ingilizce olarak bas¬lm¬̧st¬r. Günümüzde kesirli analiz ve uygulamalar¬

üzerine kitap, dergi ve metin serileri çok say¬da başl¬k içermektedir ayr¬ca bu listenin

önümüzdeki y¬llarda daha fazla büyümesi beklenmektedir.

Her pozitif reel mertebeden integral ve türevlere imkan veren kesirli analiz, integro

diferensiyel operatörler ve denklemleri ile ilgilenen matematiksel analizin bir dal¬ olarak

ele al¬nm¬̧st¬r. Burada integraller konvülasyon tiptedir ve kuvvetsel tipten çekirde¼gi

(zay¬f singüler) göstermi̧stir.

Kesirli analizkonusundapek çok çal¬̧smalar yap¬lm¬̧s ve kitaplar yaz¬lm¬̧st¬r:

M.M.Dzherbashyan (1996), A.M:Mathai ve R.K.Saxena (1973,1978), H.M.Srivastva,

K.C.Gupta, S.P.Goyal (1982), H.M.Srivastava ve B.R.K.Kashyap (1982), A.Prudnikov,

Y.Brychkov ve O.Marichev (1986,1990), A.Kilbas ve M.Saigo (2004), A.Kilbas, H.M.

Srivastava ve J.Trujillo (2006), A.M. Mathai ve H.Haulbold (2008), A.M.Mathai, R.K.

Saxena ve H.Haubold (2010) v.b.

Lineer viskoelastisite kesirli calculus ortaya ç¬kt¬¼g¬ndan beri kesinlikle bu konunun

en kapsaml¬ alan¬ olmuştur. Daha detayl¬ olarak şu kitaplara bak¬labilir: M.Caputo

(1969), A.Carpinteri ve F.Mainardi (1997), I.Podlubny (1999), R.Hilfer (2000), B.West,

M.Bologna ve P.Grigolini (2003), A.Kilbas, H.M.Srivastava ve J.Trujillo (2006). Ancak

ekonomi, stokastik süreçler, uygulamal¬ bilimler ve mühendisli¼gin birçok dal¬nda da

rastlanm¬̧st¬r. Kesirli analizi içeren makale, kongre ve tezlerin say¬s¬n¬n gittikçe artmas¬

bunu ispatlam¬̧st¬r.

Son y¬llarda sinyal i̧sleme, modelleme ve kontrollü yay¬nlar¬n bir amac¬ olmuştur.

Asl¬nda öncelikli i̧si frekans¬n tepkisi aç¬s¬ndan kesirsel türevin uygulamas¬ A.Oustaloup

(1991) ve I.Podlubny (1999) taraf¬ndan önemli bir kitapta incelenmi̧stir. Ancak geriye

gidersek elektromanyetik teori (1920) hakk¬ndaki kitab¬nda kesirli türevleri tan¬tan

Oliver Heaviside ve daha sonra elastisite problemlerine kesirli türevi uygulayan A.Ge-

mant (1936) kan¬tlam¬̧st¬r. Şimdilerde say¬s¬ gittikçe artan makale ve dergilerdeki özel

konularda gösterilen kesirli analiz kullan¬m¬n¬n avantaj¬ anlaş¬lmaktad¬r [26].
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1.3 Kesirli Hesaplamalar¬n Baz¬ Fiziksel Ve Biyolojik Uygulama Alanlar¬

a- Elektrik iletim hatlar¬

19. yüzy¬l¬n son y¬llar¬nda Heaviside başar¬yla matematiksel argümanlar¬ vermeden

yapt¬¼g¬ operasyonel hesab¬ geli̧stirdi. 1892 y¬l¬nda elektrik iletim hatlar¬ çal¬̧smas¬nda

kesirli türev …krini tan¬tt¬. Gregory (1846)’ da ¬s¬ denkleminin sembolik o-

peratör formunda çözümüne dayanan Heaviside 

diferensiyel operatörünü p har… ile

tan¬tt¬ ve 2
2

= 2 difüzyon denkleminin çözümünü verdi. Is¬ da¼g¬l¬m¬ için  

 ´ 

sabit olmak üzere ( ),

( ) =  exp(
p
) + exp(¡p)

şeklindedir [17].

b- ·Insan¬n süngerimsi kemi¼gindeki ultrasonik dalga yay¬l¬m¬

Kesirli hesaplamalar¬n bir başka kullan¬m alan¬ ise kat¬ ve s¬v¬ yap¬ aras¬ndaki

yap¬̧skan etkileşimi tan¬mlamakt¬r. Blot teorisi kullan¬larak esnek çerçeve içinde sünge-

rimsi kemik için yans¬ma ve iletim operatörleri türetilmi̧stir. ·Insan¬n süngerimsi kemik

örnekleri üzerinden iletilen yavaş ve h¬zl¬ dalgalar için deneysel sonuçlar ve teorik tah-

minler kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r [32].

c- Kesirli hesaplamalar kullan¬larak konuşma sinyallerinin modellenmesi

Bu çal¬̧smada kesirli hesaplamalar kullan¬larak konuşma sinyallerinin modellenmesi

için yeni bir yaklaş¬m sunulmuştur. Bu yakla̧s¬m tamsay¬ dereceden modellere dayal¬

yaklaş¬m genellikle lineer tahminli kodlamadan farkl¬d¬r.

Temel fonksiyonlar gibi kesirli yöntemlerin say¬sal simülasyonlar¬ birkaç integral ile

gösterilmi̧s ve konuşma sinyalleri do¼gru bir şekilde modellenmi̧stir [22].

d- Kesirli hesaplamalar kullan¬larak Kardiyak doku elektrot arayüz

modellemesi

Doku elektrot arayüzü biyopotansiyel kayd¬n¬n (örne¼gin; EKG, EMG, EEG) ve

fonksiyonel elektrik stimülasyonunun (örne¼gin; kalp pili, koklear implant, derin beyin

stimülasyonu) tüm formlar¬ ortakt¬r. Elektrotlar Konvansiyonel toplu devre elemanlar¬

4



modelleri geni̧sletilebilmesiyle tan¬mlanan ak¬m-voltaj ili̧skisinin de¼gi̧stirilip genelleşti-

rilmesi ile farkl¬laşman¬n sa¼glanmas¬ yeterlidir. Bu tür kesir dereceli modeller bi-

electrotta gözlenen davran¬̧sa geli̧smi̧s bir formülizasyon sa¼glar ancak son deneysel

çal¬̧smalar kardiyak dokunun bu karmaş¬k sistemini tan¬mlamak için ek matematik-

sel araçlara ihtiyaç olabilece¼gini düşündürmektedir [36].

e- Ba¼g¬ms¬z araçlar¬n yatay ve uzunlamas¬na kontrolü için kesirli hesapla-

malar¬n kullan¬m¬

Burada kesirli mertebeden kontrollerin kullan¬m¬ gösterilmi̧s ve ba¼g¬ms¬z bir elek-

trikli arac¬n yolunu izleme problemlerine uygulanm¬̧st¬r. Endüstriyel bir arac¬n yatay

dinamik modelinin konveksiyonel uygulamas¬ dikkate al¬nm¬̧st¬r. Bu kontrollerle birçok

kontrol şemalar¬ elde edilmi̧s ve kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r [40].

f- Viskoelastisite teorisinde kesirli uygulamas¬

Viskoelastisite teorik olarak kesirli türev yönteminin avantaj¬n¬n sadece birkaç deney-

sel olarak belirlenen parametreler ile viskoelastik malzemelerin elastik kompleks mo-

dülü ile yap¬sal denklemlerin elde edilmesi için olanak sa¼gl¬yor olmas¬d¬r. Ayr¬ca kesirli

türev yöntemi viskoelastik modellerin de¼gi̧sik modelleri için alternatif ak¬m dirençleri

ve kompleks modülünün çal¬̧smalar¬ kullan¬lm¬̧st¬r [20].

g- Reoloji modelinin kesirli hesab¬ kullan¬larak viskoelastik boyutlu dalga

yay¬l¬m¬

Malzemelerin karmaş¬k mekanik davran¬̧s¬ kat¬ ve s¬v¬ modeller ile kesirli hesaplama

farkl¬l¬klar¬ stres ve gerginlik alanlar¬n¬n ili̧skilendirilmesiyle belirlenmi̧stir. Kesirli

türevlerin moleküler çözümleri polimer zincir teorisinden viskoelastik gerilimi tan¬m-

lamak için verilmi̧stir. Özel olarak lineer, konik, üstel ve catenoidal şekiller üzerinde

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Frekansa karş¬ dalga genlikleri analitik olarak çözülmüştür ve matematik-

sel hesaplamalarla tahmin edilmi̧stir. Bagley kesir reolojisinin veri simülasyonlar¬ dahil

edilmi̧stir [27].

h- Ak¬̧skanlar mekani¼gi için kesirli hesaplamalar¬n uygulanmas¬

Zaman-ba¼g¬ml¬ çözümüne kesirli analizin uygulanmas¬, viskoz-difüzyon ak¬̧skan-

lar mekani¼gi problemlerini göstermi̧stir. Kesirli hesaplamalar¬n uygulanmas¬ Laplace

dönüşüm methodu ile birlikte bir yar¬-sonsuz uzayda klasik geçici yap¬̧skan difüzyon
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denklemi kesme gerilmesi ve her yerde etki alan¬nda s¬v¬ h¬z¬n¬n aç¬k analitik çözüm-

lerini elde etmek için verilmi̧stir. 1. ve 2. stokes problemleri için mevcut analitik

sonuçlar¬, s¬n¬r kesme-gerilim ve s¬v¬ h¬z¬ için kesirli sonuçlar¬n¬n karş¬la̧st¬r¬lmas¬, ke-

sirli metedoloji do¼grulanm¬̧s ve bilinen tekniklerle çok daha basit ve daha güçlü oldu¼gu

gösterilmi̧stir [39].

Son y¬llarda kesirli analiz matematik, …zik, kimya, mühendislik ve hatta ekonomi ve

sosyal bilimleri içeren birçok alanda ara̧st¬rmac¬lar¬n ilgisini çekmi̧stir. Kesirli analiz

neden önemlidir? Sorusunun cevab¬n¬ aşa¼g¬da genel halde özetleyebiliriz.

Kesirli analiz son zamanlarda pek çok bilim dal¬ için ilgi oda¼g¬ olmuştur ve özel-

likle son on y¬lda difüzyon …zi¼gi ve adveksiyon olaylar¬ndan ekonomi kontrol sistemler-

ine kadar de¼gi̧sen birçok alanda kesirli calculus uygulamas¬ üzerine yap¬lan araşt¬rma

faliyetlerinde büyük bir patlama olmuştur. Gerçekten şu anda kesirli analiz ile ilgili

çal¬̧smalar ve uygulamalar¬n baz¬lar¬n¬ aşa¼g¬daki şekilde verebiliriz.

-Mühendislik sistemlerinin kesirli kontrolü

-Kesirli dinamik sistem için farkl¬l¬klar ve optimal kontrol hesab¬ geli̧smesi

-Analitik ve say¬sal araçlar ve teknikler

-Temel keşi‡er viscoelatic polimerler, köpükler, jeller ve hayvan dokular¬ ve mühen-

dislik ve bilimsel uygulamalar¬n¬ olarak varios mühendislik malzemelerinin, mekanik,

elektrik ve termal bünye ili̧skileri ve di¼ger özellikleri

-Dalga ve plazma …zi¼gi uygulamalar¬

-Biyomühendislik ve biyomedikal uygulamalar¬

-Fren sistemi ve makine aletleri gibi mühendislik sistemlerinin termal modelleme

-Görüntü ve sinyal i̧sleme [19].
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2. TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Tan¬m 2.1.1. (Başlang¬ç De¼ger Problemi) Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen

fonksiyon ve onun türevleri üzerinde ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenin ayn¬ de¼gerleri için verilen

şartlar alt¬ndaki probleme başlang¬ç de¼ger problemi denir. Verilen şartlara da başlang¬ç

de¼ger şartlar¬ denir [3].

Tan¬m 2.1.2. (S¬n¬r De¼ger Problemi) Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksi-

yon ve onun türevleri üzerinde ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenin farkl¬ de¼gerleri için verilen şartlar

alt¬ndaki probleme s¬n¬r de¼ger problemi, verilen şartlara da s¬n¬r de¼ger şartlar¬ denir

[3].

Tan¬m 2.1.3. (Analitik Fonksiyon) () fonksiyonu 0 noktas¬n¬n herhangi bir

komşulu¼gunun her noktas¬nda diferansiyellenebilirse () fonksiyonuna 0 noktas¬nda

analitik fonksiyon denir [31].

Tan¬m 2.1.4. (Sürekli Fonksiyon)  ½ R   :  ! R bir fonksiyon ve  2 

olsun.

lim
!

() =  ()

ise  fonksiyonu  noktas¬nda süreklidir denir [31].

Yani bir  fonksiyonun bir  noktas¬nda sürekli olmas¬ için;

-  fonksiyonu  noktas¬nda tan¬ml¬ olmal¬

-  fonksiyonunun  noktas¬nda limiti olmal¬

- fonksiyonun  noktas¬ndaki limiti  noktas¬ndaki fonksiyon de¼gerine eşit olmal¬d¬r.

Tan¬m 2.1.5. (Diferensiyellenebilir Fonksiyon) ()  aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ bir

fonksiyon olsun. E¼ger

lim
!0

()¡ (0)

¡ 0
= ¶(0)

limiti mevcutsa () e bir 0 2  noktas¬nda türevlenebilirdir (diferensiyellenebilirdir)

denir. E¼ger ()  aral¬¼g¬n¬n her noktas¬nda türevlenebilirse bu takdirde  () türevle-

nebilirdir [31].

Tan¬m 2.1.6. (·Integrallenebilir Fonksiyon)  : [ ] ! R s¬n¬rl¬ bir fonksiyon ve

[ ] aral¬¼g¬n¬n bir parçalanmas¬  olsun.

lim
kk!0

(  ) = lim
kk!0

Ä( ) = 

ise  fonksiyonu [ ] aral¬¼g¬nda integrallenebilir fonksiyondur.  say¬s¬na da  fonksi-



yonun [ ] aral¬¼g¬n¬ndaki belirli integral denir [31].

Tan¬m 2.1.7. (Cauchy ·Integral Formülü)  bölgesi genellikle tek irtibatl¬ olmayan

bir bölge ve bu bölgenin  s¬n¬r¬nda () birebir ve analitik bir fonksiyon olsun. O

halde her 0 2  için,

 (0) =
1

2

Z



 ()

 ¡ 0
 (2.1.1)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. (2.1.1) formülüne Cauchy integral formülü denir [31].

Tan¬m 2.1.8. (Gama Fonksiyonu) Gama fonksiyonu en basit manada faktöriyelin

reel say¬lara geni̧sletilmesidir. Re   0 olmak üzere,

¡() =

1Z

0

¡¡1 ,  2 R (2.1.2)

şeklinde tan¬mlan¬r [35].

Gama Fonksiyonunun En Temel Özellikleri

1. ¡( + 1) = ¡()

·Ispat: ¡( + 1) =
1R
0

¡ k¬smi integrasyon uygulan¬rsa,

 =  ve ¡ =  olmak üzere

¡( + 1) = ¡¡11 +¡¡00 + 
1R
0

¡¡1

¡( + 1) = ¡() elde edilir.

2. Z = ¡ ( = 0 1 2   ) noktalar¬nda basit kutba sahiptir. Bunu göstermek

için,

¡() =

1Z

0

¡¡1+

1Z

1

¡¡1 (2.1.3)

(2.1.2) eşitli¼gi (2.1.3) formunda yaz¬l¬r.

3. 1   1 ve eşleni¼gi  ile Hölder eşitsizli¼gini gama fonksiyonunun integraline

uygulayabiliriz. Şöyle ki 0    1 olsun, ¡() ve ¡() fonksiyonlar¬ pozitif ç¬ks¬n

ki logaritmas¬n¬ alabilelim. Buna göre,

¡

µ



+





¶
=

1Z

0




+ 

¡1¡

=

1Z

0




+ 

¡ 1

¡ 1
 ¡



¡ 
 
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=

0
@

1Z

0

¡1¡

1
A

1

0
@

1Z

0

¡1¡

1
A

1




·

0
@

1Z

0

¡1¡

1
A

1




0
@

1Z

0

¡1¡

1
A

1




· ¡()
1
¡()

1


elde edilir. Her iki taraf¬n  i al¬n¬rsa,

ln

µ
¡

µ



+





¶¶
· ln

³
¡()

1
 ¡()

1


´

¡

µ



+





¶
· 1


¡() +

1


¡()

olur.

4- Gama fonksiyonunun limit gösterimi Re  0 olmak üzere;

¡() = lim
!1

!

(+ 1)(+ )

biçimindedir.

Gama fonksiyonunun baz¬ de¼gerleri aşa¼g¬daki tabloda verilmi̧stir.

¡(0) = tan¬ms¬z

¡(¡3
2
) = 4

p


3

¡(¡1
2
) = ¡2

p


¡(1
2
) =

p


¡(1) = 1!

¡(3
2
) =

p

2

¡(2) = 2!

¡(5
2
) = 3

p


4

¡(7
2
) = 15

p


8

¡(1) = 1
Tablo 1.1

Tan¬m 2.1.9. (Beta Fonksiyonu)

( ) =

1Z

0

¡1(1¡ )¡1 Re()  0 Re()  0 (2.1.4)
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şeklinde tan¬mlanan Beta fonksiyonu Euler integralinin ilk halidir [35].

Beta Fonksiyonunun Baz¬ Özellikleri

1. ( ) = ( )

2. ( ) =
1R
0

¡1

(1+)+


3. ( ) = 2


2R
0

(sin )2¡1(cos )2¡1

4. ( ) = ¡()¡()
¡(+)

Tan¬m 2.1.10. (Hata Fonksiyonu)

erf() =
2p


Z

0

¡
2

 ,  2 R

şeklinde tan¬mlan¬r [35].

Hata Fonksiyonunun En Temel Özellikleri

1. erf(0) = 0

2. erf(1) = 1

3. erf ile tan¬mlanan tamamlay¬c¬ hata fonksiyonu erf() = 1¡ erf()

şeklindedir.

Tan¬m 2.1.11. (Mittag-Le­er Fonksiyonu) Üstel fonksiyon olan , tamsay¬

dereceden diferensiyel denklem teorisinde önemli bir role sahip olup bu fonksiyonun

bir parametreli genelleşmi̧s hali,

() =
1X

=0



¡( + 1)

fonksiyonuna tek parametreli Mittag-Le­er fonksiyonu denir [35].

·Iki parametreli Mittag-Le­er fonksiyonu ise

() =
1X

=0



¡( + )
  0   0

seri aç¬l¬m¬ şeklindedir.  ve  n¬n belli de¼gerleri için Mittag-Le­er fonksiyonu temel

fonksiyonlara indirgenebilir. Baz¬ Mittag-Le­er fonksiyonlar¬n¬

11 () =

1X

=0



¡ ( + 1)
=

1X

=0



!
= 
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21

¡
2
¢

=

1X

=0

2

¡ (2 + 1)
=

1X

=0

2

(2)!
= cosh ()

22

¡
2
¢

=

1X

=0

2

¡ (2 + 2)
=

1



1X

=0

2+1

(2 + 1)!
=

sinh ()



10 () =
1X

=0



¡ ()
=

1X

=0



( ¡ 1)!
= 

12 () =
1X

=0



¡ ( + 2)
=

1X

=0



( + 1)!
=

 ¡ 1



01 () =
1X

=0



¡ (1)
=

1X

=0



şeklinde ifade edebiliriz.

Mittag-Le­er Fonksiyonunun Özellikleri

1. Baz¬ Özel De¼gerleri

(0 ) = 

(¡1 ) = (0 )  = 0 1 2

(
1
2
 ) = ¡

1
2 erf()

1
2

0( ) = 0 Re   0

(¡1 ) = (0 )

(¡1
2
 ) = (

1
2
 ) + ¡

1
2p


(1 ) = [(0)¡1]


( 0) = 

¡(+1)

 f( )g = 1
(¡)  Re   ¡1

() =

¡1X

=0

¡¡1
 (¡ 

 )

Tablo-2.1
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2. Diferensiyel Formülleri

( ) = ( ¡ 1 )

( ) = ( ¡  ) = ( ) +

¡1X

=0

+¡

¡(++1¡)   2 R

 = (¡ )   0

 [()] = ( ¡  ) + ( ¡  + 1 )   ¡2

 [( )] = ( ¡ 1 ) + ( )

 [( )] = ( ¡ 1 ) + ¡1( )  2 R

 [( )] =

X

=0

¡



¢
¡(+1)

¡(¡+1)
¡( +  ¡  )  = 0 1 2

Tablo-2.2

3. Öteleme Formülleri

( ) = ( + 1 ) + 

¡(+1)

( ) = ( +  ) +

¡1X

=0

 +

¡(++1)
  = 0 1 

( )¡( ) = ( + 1 )¡ ( + 1 )

( )¡( ) = ( +  )¡ ( +  ) +

¡1X

=0

(¡)+
¡(++1)

  = 0 1 

Tablo-2.3

Tan¬m 2.1.12. (Mellin Ross Fonksiyonu) () ile gösterilen Mellin Ross fonksi-

yonu  üstel fonksiyonunun kesirli integralini al¬rken kullan¬l¬r. Bu fonksiyonun özel-

li¼gi hem Gama fonksiyonu, hem de Mittag-Le­er fonksiyonu cinsinden yaz¬lmas¬d¬r.

Öyle ki,

( ) = ¡¤( )

( ) = 
1X

=0

()

¡( +  + 1)

= 1+1()

şeklinde olur. Burada,

¡¤( ) =
1

¡()

Z

0

¡¡1 ,   0
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ifadesine tamamlanm¬̧s gama fonksiyonu denir [35].

Tan¬m 2.1.13. (Wright Fonksiyonu)

 (; ) =
1X

=0



!¡( + )

ba¼g¬nt¬s¬yla tan¬mlanan fonksiyondur.

Tan¬m 2.1.14. (Anger Fonksiyonu)

() =
1p


Z

0

cos( ¡  sin )

ifadesine denir.

Tan¬m 2.1.15. (Dawson Fonksiyonu)

+() = ¡
2

Z

0


2

 =
¡
p


2
¡

2

erf()

¡() = 
2

Z

0

¡
2

 =

p


2


2

erf()

şeklinde tan¬mlanan fonksiyona Dawson fonksiyonu veya Dawson integrali denir.

Tan¬m 2.1.16. (Fresnel Fonksiyonu)

() =

Z

0

sin(
2

2
)

() =

Z

0

cos(
2

2
)

şeklinde tan¬mlanan fonksiyonlara Fresnel fonksiyonlar¬ denir. FresnelS(x) fonksiyonu-

na Fresnel sinüs integrali ve FresnelC(x) fonksiyonuna da Fresnel kosinüs integrali denir.

Tan¬m 2.1.17. (Laplace Dönüşümü)    0 zaman de¼gi̧skenli bir fonksiyon ve s

bir parametre (reel veya kompleks) olsun. f(t) nin Laplace dönüşümü,

() =  f()g =
1Z

0

¡()

şeklinde tan¬mlan¬r [30].
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Tan¬m 2.1.18. (Grunwald-Letnikov Kesirli Türevi)

 ,      + 1 şart¬n¬ sa¼glayan bir tamsay¬,  sürekli bir fonksiyon,  ()(),

( = 1 2 +1) türevleride [ ] aral¬¼g¬nda sürekli olsun. Bu taktirde  fonksiyonunun

 mertebeden Grunwald- Letnikov kesirli türevi,



  () = lim

!0
=¡

¡
X

=0

(¡1)
0
@ 



1
A  (¡ )


 

 () =

X

=0

 ()()(¡ )¡

¡( ¡  + 1)
+

1

¡(¡  + 1)

Z



(¡ )¡ (+1)() (2.1.5)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada
0
@ 



1
A =

 ( ¡ 1) ( ¡ 2)  ( ¡  + 1)

!

olarak al¬nm¬̧st¬r [35].

() fonksiyonu [ ] aral¬¼g¬nda sürekli olmak üzere () fonksiyonunun  mertebe-

den Grunwald-Letnikov kesirli integrali,
2
4 



3
5 =

 ( + 1) ( + 2)  ( +  + 1)

!

olmak üzere


¡
  () = lim

!0
=¡


X

=0

2
4 



3
5  (¡ ) 


 ¡

  () =
1

¡()

Z



(¡ )¡1( )

şeklinde tan¬mlan¬r [35].

E¼ger  0 () türevi [ ] kapal¬ aral¬¼g¬nda sürekli ise o zaman (2.1.6) denklemine bir

defa k¬smi integrasyon uygularsak


¡
  () =

 () (¡ )

¡ ( + 1)
+

1

¡ ( + 1)

Z



(¡  )  0 ( ) 

elde edilir.  () fonksiyonu [ ] kapal¬ aral¬¼g¬nda+1 defa sürekli diferensiyellenebilir

ise bu takdirde a̧sa¼g¬daki eşitlik elde edilir


¡
  () =

X

=0

 () () (¡ )+

¡ ( +  + 1)
+

1

¡ ( ++ 1)

Z



(¡  )+  (+1) ()  
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Tan¬m 2.1.19. (Riemann-Liouville Kesirli Türevi)  fonksiyonu her sonlu ( )

aral¬¼g¬nda sürekli ve integrallenebilir olsun.  2 N , ¡1     olmak üzere   

için reel bir  fonksiyonunun  mertebeden Riemann-Liouville kesirli türevi,


 

 () =
1

¡(¡ )





Z



(¡ )¡¡1 ( ) (2.1.6)

şeklinde tan¬mlan¬r [35].

Kesirli integral tan¬m¬da   0  2 R olmak üzere


 ¡

  () = 0+( ()) =
1

¡()

Z



(¡  )¡1( )

olarak ifade edilir.

Tan¬m 2.1.20. (Caputo Kesirli Türevi) , ¡ 1   ·  olacak şekilde pozitif

bir tamsay¬,  herhangi bir pozitif say¬ ve  fonksiyonu da  defa sürekli diferansiyel-

lenebilir olsun. Bu taktirde  fonksiyonunun  mertebeden Caputo kesirli türevi,


 


 () =

1

¡(¡ )

Z



(¡ )¡¡1 ()() (2.1.7)

olarak tan¬mlan¬r [35]. Bu Caputo kesirli türevini Riemann-Liouville kesirli integrali

türünden

 


 () = ¡+ ( ()())

şeklinde ifade edebiliriz.

Tan¬m 2.1.21. (Jumarie Kesirli Türevi) ,  ¡ 1     ve  ¸ 1 olacak

şekilde pozitif bir tamsay¬,  herhangi bir pozitif say¬,  2 [0 1] olsun. Bu taktirde 

fonksiyonunun  mertebeden Jumarie kesirli türevi,





 () =

1

¡(¡ )





Z



(¡ )¡[( )¡ ()] (2.1.8)

şeklinde tan¬mlan¬r [19].

Tan¬m 2.21. (Polinom fonksiyonlar için kesirli türev) (L.Euler-1730) k pozitif

bir tam say¬ olmak üzere  () =  şeklindeki fonksiyonu ele alal¬m. Bu fonksiyonun

15



 mertebeden klasik türevi hesaplan¬rsa,

() = 


0
() = ¡1


00
() = ( ¡ 1)¡2


000
() = ( ¡ 1)( ¡ 2)¡3



 ()() = ( ¡ 1)( ¡ 2)( ¡  + 1)¡

=
!

( ¡ )!
¡

olacakt¬r. ¡() = (¡ 1)! olmak üzere,

 ()() =
()


=

¡( + 1)

¡( ¡  + 1)
¡

eşitli¼gi ifade edilir [35]. Gama fonksiyonu yard¬m¬yla  say¬s¬n¬n herhangi bir pozitif

say¬ olmas¬ durumunda verilen bir fonksiyonun kesirli türevini hesaplamak mümkündür.

Tan¬m 2.1.23. (D¬̧sbükey)  bir vektör uzay¬  de vektör uzay¬n¬n bir alt kümesi

olsun. 1 2 2  oldu¼gunda

 = f 2  :  = 1 + (1¡ )2 0 ·  · 1g ½ 

oluyorsa  alt kümesi d¬̧sbükey(konveks)dir [31].

Tan¬m 2.1.24. (S¬n¬rl¬ küme) ( kk) bir normlu uzay ve  bunun bir alt kümesi

olsun.

() = sup fk¡ k :  2   2 g ¸ 0

say¬s¬na  kümesinin çap¬ denir. E¼ger  ½  kümesinin çap¬ sonlu ise  kümesine

s¬n¬rl¬ küme denir [31].

Tan¬m 2.1.25. (Banach uzay¬) ( kk) normlu uzay¬ndaki her Cauchy dizisi 

içinde bir limite yak¬ns¬yorsa, bu (kk) normlu uzay¬na tam normlu uzay veya Banach

uzay¬ ad¬ verilir [31].

Tan¬m 2.1.26. (Kompakt küme) ( kk) normlu uzay¬n¬n bir alt kümesi  olsun.

E¼ger  kümesinin her aç¬k örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa  kümesine  de

kompakt bir küme ad¬ verilir [31].

Tan¬m 2.1.27. (Genelleştirilmi̧s integral) Bir  fonksiyonunun bir aral¬kta integ-

rallenebilmesi için o fonksiyonun verlen aral¬kta s¬n¬rl¬ olmas¬ gerekir. Ancak baz¬
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fonksiyonlar sonsuz aral¬klarda tan¬ml¬ ve s¬n¬rs¬zd¬r. ·Integral hesab¬ yap¬ld¬¼g¬nda

elde edilen negatif alanlar veya sonlu olmayan alanlar¬n hesaplanmas¬nda farkl¬ tip

genelleştirilmi̧s integraller ortaya ç¬kar.

a) 1. tip genellȩstirilmi̧s integral  2 R ve  fonksiyonu  ¸  için [ ]

aral¬¼g¬nda integrallenebilir olsun.

lim
!1

Z



()

integraline 1. tip genelleştirilmi̧s integral denir.
1R


() ile gösterilir.

b) 2. tip genellȩstirilmi̧s integral  fonksiyonu bir [ ) aral¬¼g¬n¬n her

kapal¬ alt aral¬¼g¬nda integrallenebilir olsun.

lim
!¡

() = §1

iken b noktas¬ integralin singüler noktas¬ olmak üzere
R


() integraline 2. tip

genelleştirilmi̧s integral denir.

c) 3. tip genellȩstirilmi̧s integral Bir  fonksiyonu s¬n¬rs¬z aral¬kta tan¬ml¬

ve ayn¬ zamanda bu aral¬¼g¬n en az bir noktas¬ komşulu¼gunda s¬n¬rs¬z ise bu tip integ-

rallere 3. tip genelleştirilmi̧s integral denir.

Tan¬m 2.1.28. (Eş sürekli) ((­;) kk1) Banach uzay¬n¬n,  alt kümesi verilmi̧s

olsun. E¼ger 8  0 81 2 2 ­ ve 8 2  için

k1 ¡ 2k ·  ) j(1)¡ (2)j  

olacak şekilde bir  = ()  0 say¬s¬ varsa,  kümesine eş süreklidir denir [31].

Tan¬m 2.1.29. (Düzgün s¬n¬rl¬ ) ((­;) kk1) Banach uzay¬n¬n,  alt kümesi

verilmi̧s olsun. E¼ger 8 2  ve 8 2 ­ için j()j · olacak şekilde bir   0 say¬s¬

varsa  kümesi düzgün s¬n¬rl¬d¬r [31].

Teorem 2.1.30. (Arzela-Ascoli teoremi) S¬n¬rl¬ ve kapal¬ ­ ½ R kümesi ve

(­;) uzay¬n¬n bir  alt kümesi verilsin.  kümesinin (­;) de kompakt olmas¬

için gerek ve yeter koşul  nin düzgün s¬n¬rl¬ ve eş sürekli olmas¬d¬r [31].

Tan¬m 2.1.31. (Daralma dönüşümü)  Banach uzay¬n¬n  alt kümesinde tan¬ml¬

 :  !  operatörü verilmi̧s olsun. E¼ger 8  2  için

k¡ k ·  k¡ k
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olacak şekilde 0 ·   1 say¬s¬ varsa  operatörüne daralma dönüşümü denir [31].

Teorem 2.1.32. (Schauder sabit nokta teoremi)  operatörü  normlu uzay¬n¬n

d¬̧sbükey kapal¬ alt kümesini kendisine dönüştürür yani  () ½  .E¼ger  operatörü

 üzerinde tamamen sürekli ise onun  üzerinde sabit noktas¬ vard¬r [31].

Tan¬m 2.1.33. (Tamamen sürekli)  ve  birer normlu uzay,  :  !  tan¬m

kümesi ( ) ½  olan lineer olmayan bir operatör ve 0 2 ( ) olsun. E¼ger 

operatörü ( ) üzerinde sürekli ve ( ) içinde her s¬n¬rl¬ alt kümeye  nin kompakt

bir alt kümesini kaŗs¬l¬k getiriyorsa  ye tamamen sürekli bir operatör denir [31].

Tan¬m 2.1.34. (Kompakt lineer operatör)   Banach uzaylar¬ ve  :  ! 

lineer operatörü verilsin. E¼ger  operatörü  uzay¬n¬n her s¬n¬rl¬ kümesini  uzay¬n¬n

bir kompakt kümesine çeviriyorsa,  ya kompakt lineer operatör (veya tamamen sürekli

lineer operatör) denir [31].
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3. KES·IRL·I D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER ·IÇ·IN VARLIK TEKL·IK

TEOREMLER·I

3.1. Lineer Kesirli Diferensiyel Denklemler

Lineer kesirli diferensiyel denklemler için varl¬k teklik teoremi,

0

 () +

X

=0

()0
¡
 () + ()() = () (3.1.1)

£
0

¡1
 ()

¤
=0

=   (0     1)  ( = 1 2 ) (3.1.2)

şeklinde tan¬ml¬ bir ba̧slang¬ç de¼ger problemini ele alal¬m.



 ´ 


 

¡1
 

1



¡1
 ´ 

¡1
 

¡1
 

1


¾

 =
P

=0

 ( = 1 2  ) 0   · 1  = 1 2   ve  () 2 1(0  ) yani

R
0

j ()j  1 dir. Burada  () ´ 0    oldu¼gunu varsayal¬m. ·Ilk olarak () ´ 0

( = 1 2  ) göz önüne alal¬m [35].

Teorem 3.1.1.  () fonksiyonu 1(0  ) aral¬¼g¬nda integrallenebilir fonksiyon olsun.

O halde;

0

 () = () (3.1.3)

denklemi (3.1.2) başlang¬ç koşulunu sa¼glayan tek bir () 2 1 (0  ) çözümü mevcut-

tur.

·Ispat.

 f0
 () : g =  ()¡

¡1X

=0


¡¡
0

h
0

¡¡1
 ()

i
=0




¡¡1
 = 

¡¡1
 

¡¡1
 ()

1
 ( = 0 1 ¡ 1)

yukar¬daki gibi ard¬̧s¬k kesirli türevlerin Laplace dönüşüm formülünü (3.1.3) denklemine

uygularsak

 ()¡
¡1X

=0

¡¡
h
0

¡¡1
 ()

i
=0

=  () (3.1.4)

elde edilir. Y(s) ve F(s) s¬ras¬yla () ve  () nin Laplace dönüşümünü göstermektedir.

Başlang¬ç koşullar¬ kullan¬larak

 () = ¡ () +
¡1X

=0

¡
¡¡ (3.1.5)



olur. Buradan ters Laplace dönüşümü yard¬m¬yla

¡1 f ()g = ¡1

(
¡ () +

¡1X

=0

¡
¡¡

)


() =
1

¡()

Z

0

(¡  )¡1 ( ) +

¡1X

=0

¡
¡(¡)

¡¡1 (3.1.6)

denklemini verir veya  = ¡  al¬n¬rsa

() =
1

¡()

Z

0

(¡  )¡1( ) +
X

=1


¡()

¡1 (3.1.7)



 (¡ ) = ¡(1+)

¡(¡+1)
(¡ )¡ kuvvet fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli dife-

rensiyel denklemini uygularsak ve 1
¡(¡)

= 0  = 1 2 oldu¼gunu göz önüne al¬rsak

0

 (

¡1

¡()
) =

½ ¡¡1

¡( ¡ )
,   

0 ,  ¸ 
(3.1.8)

0
¡1
 (

¡1

¡()
) =

8
>>>><
>>>>:

¡

¡(1 +  ¡ )
,   

1 ,  = 

0 ,  ¸ 

(3.1.9)

elde ederiz. Burada  = 1 2   ve  = 1 2  dir.

(3.1.7) deki formülden () 2 1(0  ) dir. (3.1.8) ve (3.1.9) kullan¬larak (3.1.2)

başlang¬ç şartlar¬yla (3.1.7) taraf¬ndan tan¬mlanan () fonksiyonunda yerine yaz¬l¬rsa

() fonksiyonu bu şartlar¬ sa¼glar. Dolay¬s¬yla buradan çözümün varoldu¼gunu söyleye-

biliriz. Laplace dönüşüm özelli¼ginden ve kesirli türevin lineerli¼ginden çözümün tek-

li¼ginin varoldu¼gunu söyleyebiliriz. Gerçekten problemin 1() ve 2() gibi iki tane

çözümünün oldu¼gunu varsayarsak

() = 1()¡ 2()

fonksiyonu da 0

 () = 0 denklemini ve s¬f¬r ba̧slang¬ç koşulunu sa¼glamal¬d¬r. Bu

taktirde () nin Laplace dönüşümü () = 0 ve böylece () = 0 d¬r. O halde hemen

hemen her yerde verilen aral¬ktad¬r. Dolay¬s¬yla 1 = 2 olur ve buradan 1(0  ) de

çözümü tektir.

Teorem 3.1.2. E¼ger  () 2 1(0  ) ve () ( = 1 2  ), her kapal¬ [0  ] ar-

al¬¼g¬nda sürekli fonksiyon ise bu taktirde (3.1.1) ve (3.1.2) de verilen başlang¬ç de¼ger

problemi () 2 1(0  ) şeklinde tek bir çözüme sahiptir.
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·Ispat. Varsayal¬m ki (3.1.1), (3.1.2) problemi () çözümüne sahip olsun. O halde

0

 () = ª() (3.1.10)

denklemini göz önüne alal¬m. Teorem 3.1.1 kullan¬larak

() =
1

¡()

Z

0

(¡  )¡1ª()+
X

=1


¡1

¡()
(3.1.11)

elde edilir. (3.1.11) denklemi (3.1.1) de yerine yaz¬larak

0

 () +

¡1X

=1

¡()0

 () + ()() =  ()

olur. (3.1.8) kullan¬larak ª() fonksiyonu için 2. türden Volterra integral denklemi elde

edilir. Öyle ki

ª() +

Z

0

(  )ª() = () (3.1.12)

dir. Burada

(  ) = ()
(¡  )¡1

()
+

¡1X

=1

¡()
(¡  )¡¡1

( ¡ )

() = ()¡ ()
X

=1


¡1

¡()
¡

¡1X

=1

¡()
X

=+1


¡¡1

¡( ¡ )

(), ( = 1 2  ) fonksiyonlar¬ [0  ] aral¬¼g¬nda sürekli olduklar¬ için( ) çekirde-

¼gi zay¬f singüler çekirdek formunda

( ) =
¤(  )

(¡  )1¡
(3.1.13)

yaz¬labilir. Burada ¤( ) , 0 ·  ·  , 0 ·  ·  için sürekli ve

 = min f  ¡ ¡1   ¡ ¡2   ¡ 1g = min f g

dir. Benzer şekilde () fonksiyonu

() =
¤()

1¡
(3.1.14)

şeklinde yaz¬labilir. Burada ¤()ler [0  ] aral¬¼g¬nda sürekli fonksiyonlard¬r. Ayr¬ca

 = min f1  ;2 ¡ 1 ..., ¡ 1; 3 ¡ 2   ¡ 2; ;  ¡ ¡1g

= min f1  ;2  g

= min f1 2  g 0 ·  · 1 0 ·  · 1
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dir. (3.1.13) denklemindeki zay¬f singüler çekirde¼gi ile tan¬ml¬ (3.1.12) denkleminin ve

() 2 1(0  )’ nin sa¼g taraf¬n¬n, ª() 2 1(0  ) şeklinde tek bir çözüme sahip oldu¼gu

bilinmektedir. Bu taktirde Teorem 3.1.1’e göre (3.1.10) un tek çözümü () 2 1(0  ),

ayn¬ zamanda (3.1.1)-(3.1.2) probleminin çözümü olan (3.1.2), (3.1.11) formülü kul-

lan¬larak elde edilir. Bu da ispat¬ tamamlar.

Genellikle pek çok uygulama probleminde () fonksiyonu için s¬f¬r başlang¬ç koşulu

ve onun tamsay¬ basamaktan türevleri kullan¬lm¬̧st¬r. Varsayal¬m ki ¡ 1 ·   

ve

()(0) = 0 ( = 0 1 ¡ 1) (3.1.15)

olsun. Bu durumda Riemann-Liouville türevleri için ard¬̧s¬k kesirli türev al¬n¬rsa, ayn¬

 mertebeden Riemann-Liouville kesirli türevlerle (3.1.1) denklemindeki s¬ral¬ kesirli

türevler yer de¼gi̧stirebilir. Bu takdirde

0

 () +

¡1X

=1

()0
¡
 () + ()() = () (3.1.16)

olur. Burada ard¬̧s¬k kesirli türev

() = 12 ()  = 1 + 2 + + 

dir. (3.1.15) deki başlang¬ç koşullar¬ndan (3.1.2) deki tüm şartlar s¬f¬r olur.

( = 0  = 1 2  )  () fonksiyonunu sürekli al¬rsak aşa¼g¬daki teorem elde

edilir.

Teorem 3.1.3. (), () ( = 1 2  ) ler [0  ] aral¬¼g¬nda sürekli fonksiyon olmak

üzere (3.1.16) daki başlang¬ç de¼ger problemi

  ¡1  ¡2    2  1  0¡ 1 ·  · 

olmak üzere [0  ] aral¬¼g¬nda sürekli olan tek () çözümüne sahiptir.

Şimdi genel formda kesirli diferensiyel denklemlerin ba̧slang¬ç de¼ger problemini ele

alal¬m.

0

 () = ( ) (3.1.17)

£
0

¡1
 ()

¤
=0

=  ( = 1 2  ) (3.1.18)
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0

 = 0


 0

¡1
 0

1


0
¡1
 = 0

¡1
 0

¡1
 0

1


 =
X

=1

 ( = 1 2  )

0   · 1 ( = 1 2  )

Varsayal¬m ki  ( ) fonksiyonu () düzleminin  çevresinde ve aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi

sa¼glayan ( ) 2  noktalar¬ndan oluşan ( ) ½  bölgesinde tan¬ml¬ olsun. Burada

 ve  sabitler olmak üzere
¯̄
¯̄
¯
1¡1()¡

X

=1


¡1

¡()

¯̄
¯̄
¯ ·  0     (3.1.19)

dir.

Teorem 3.1.4. ( ) reel de¼gerli sürekli fonksiyonu  çevresinde tan¬ml¬ olsun.

Ayr¬ca ( ) ’ye göre Lipschitz şart¬n¬ sa¼glas¬n. Yani

j( 1)¡ ( 2j ·  j1 ¡ 2j

olsun. Öyle ki, tüm ( ) 2  için, j( )j · · 1 olsun. Ayr¬ca

 ¸ ¡1+1

¡(1 + )

alal¬m. Bu taktirde (3.1.17)-(3.1.18) probleminin tek ve sürekli () çözümü ( )

bölegesinde mevcuttur..

·Ispat. (3.1.17) ve (3.1.18) problemini (3.1.7) yi kullanarak birleşme kural¬ yard¬m¬ ile

 ¡1  1 basamaktan kesirli integralin s¬ral¬ olarak uygulanmas¬yla

() =
X

=1


¡()

¡1 +
1

¡()

Z

0

(¡  )¡1 ( ()) (3.1.20)

olur. E¼ger () (3.1.17) ve (3.1.18)’ i sa¼gl¬yorsa (3.1.20) denklemini de sa¼glar. Di¼ger

taraftan e¼ger () (3.1.20)’ nin bir çözümü ise bu taktirde (3.1.8) formülü ve 0

 kesirli

türev operatörünün ard¬̧s¬k olarak uygulanmas¬yla () için (3.1.17) kesirli diferensiyel

denklemini elde ederiz. Böylece (3.1.20) denklemi (3.1.17)-(3.1.18) başlang¬ç de¼ger

problemine eşde¼gerdir.

Şimdi ard¬̧s¬k 0() 1()  fonksiyonlar dizisi

0() =
X

=1


¡()

¡1 (3.1.21)
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() =
X

=1


¡()

¡1 +
1

¡()

Z

0

(¡  )¡1(  ¡1( ))   = 1 2  (3.1.22)

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda lim
!1

() limitinin mevcuttur ve (3.1.20) denkle-

minin çözümlerini verir. Öncelikle 0   ·  olmak üzere her  için () 2 ()

oldu¼gunu tümevar¬m metodunu kullanarak gösterelim.

¯̄
¯̄
¯
1¡1()¡

X

=1


¡1

¡()

¯̄
¯̄
¯ =

¯̄
¯̄
¯̄
1¡1

¡()

Z

0

(¡  )¡1(  ¡1())

¯̄
¯̄
¯̄ (3.1.23)

· 
¡1+1

¡(1 + )

· ¡1+1

¡(1 + )

· 

ve  = 1 için de ayn¬ eşitsizlik elde edilir. Yani 1 içinde
¯̄
¯̄
¯
1¡11()¡

X

=1


¡1

¡()

¯̄
¯̄
¯ ·

¡1+1

¡( + 1)
· 

olur.

Buradan her  için

j()¡ ¡1()j ·
¡1

¡( + 1)
(3.1.24)

oldu¼gunu gösterebiliriz. (3.1.23) ü kullanarak  = 1 için

j1()¡ 0()j ·


¡( + 1)
(0   · ) (3.1.25)

olur. Varsayal¬m ki

j¡1()¡ ¡2()j ·
¡2(¡1)

¡((¡ 1) + 1)
(3.1.26)

olsun. (3.1.22) ve (3.1.26) dan

0

 ((¡ )) =

¡(1 + )

¡(1 +  ¡ )
(¡ )¡

formülünü kullanarak
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j()¡ ¡1()j ·


¡()

Z

0

(¡  ) j¡1( )¡ ¡2( )j 

· ¡1

¡(1 + (¡ 1))

1

¡()

Z

0

(¡ )¡1 (¡1)

=
¡1

¡(1 + (¡ 1))
0

¡
 (¡1)

=
¡1

¡(1 + (¡ 1))

¡((¡ 1) + 1)(¡1)+

¡(1 + (¡ 1) + )

=
¡1

¡(1 +)
(3.1.27)

elde edilir. Bu da bize (3.1.24) ün her m için geçerli oldu¼gunu gösterir. Şimdi

¤() = lim
!1

(()¡ 0()) =
1X

=1

(()¡ ¡1()) (3.1.28)

serisini alal¬m. (3.1.24) deki eşitsizli¼ge göre 0 ·  ·  için terimlerinin gerçek de¼geri

buna denk gelen yak¬nsak say¬sal serinin terimlerinden daha küçüktür.



1X

=1

¡1

¡(1 + )
=




(1(


)¡ 1) (3.1.29)

Burada () iki parametreli Mittag-Le­er fonksiyonudur. O halde (3.1.28) serisi

düzgün yak¬nsakt¬r. (3.1.28) serisinin herbir terimi (() ¡ ¡1()) 0 ·  ·  aral¬-

¼g¬nda  nin sürekli bir fonksiyondur. O halde (3.1.28) de ki ¤() serisinin toplam¬

0 ·  ·  için sürekli bir fonksiyondur ve

() = lim
!1

() = 0() + ¤()

şeklinde yaz¬labilir. Buradan () nin 0 ·  ·  için sürekli bir fonksiyon oldu¼gu elde

edilir. () dizisinin düzgün yak¬nsak olmas¬ (3.1.22) ifadesinde  ! 1 iken limit

almam¬za olanak sa¼glar. Bu ise (3.1.21) ve (3.1.22) taraf¬ndan tan¬mlanan () limit

fonksiyonunun (3.1.20) nin çözümü oldu¼gunu gösterir.

Son olarak çözümün tekli¼gini ispatlayal¬m. ~(), (3.1.20) denkleminin 0 ·  · 

aral¬¼g¬nda sürekli olan bir başka çözümü olsun. Buna göre () = () ¡ ~() olarak

al¬rsak (3.1.20) ye göre

() =
1

¡()

Z

0

(¡  )¡1 ( ( )) (3.1.30)
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denklemini sa¼glar. Burada (0) = 0 d¬r. Böylece () 0 ·  ·  için sürekli bir

fonksiyon olur. Ayr¬ca j()j   0 ·  ·  olsun. (3.1.30) denkleminden

j()j · 

¡(1 + )
 (0 ·  · ) (3.1.31)

olur. Bu hesaplamalara  kez devam etti¼gimizde

j()j · 

¡()
  = 1 2  (3.1.32)

bulunur. Burada  ! 1 iken  al¬n¬rsa () = 0 olur. Dolay¬s¬yla 0 ·  ·  için

~() ´ () elde edilir. Yani çözüm tektir.

Uygulama 3.1.5

0

 () = () (3.1.33)

£
0

¡1
 ()

¤
=0

=  ( = 1 2  ) (3.1.34)

Başlang¬ç de¼ger problemini göz önüne alal¬m. Bu durumda  ( ) =  dir. Teo-

rem3.1.4 ün ispat¬n¬ göz önüne al¬rsak

0() =
X

=1


¡1

¡()
(3.1.35)

() = 0() +


¡()

Z

0

(¡  )¡1¡1( ) (3.1.36)

= 0() + 0
¡
 ¡1() ( = 1 2 )

(3.1.35) ve (3.1.36) y¬ kullan¬rsak ve kuvvet fonksiyonunun kesirli diferensiyeli için olan

formülü uygularsak

1() = 0() +0 
¡


(
X

=1


¡1

¡()

)


= 0() + 
X

=1


+¡1

¡( + )


2() = 0() + 0
¡
 1()

= 0() + 0
¡


(
0() + 

X

=1


+¡1

¡( + )

)


= 0() + 
X

=1


+¡1

¡( + )
+ 2

X

=1


2+¡1

¡(2 + )

=
X

=1



2X

=0

+¡1

¡( + )
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elde edilir ve

() =
X

=1



X

=0

+¡1

¡( + )
( = 1 2 ) (3.1.37)

şeklinde gösterilebilir. (3.1.37) de!1 için  al¬n¬rsa (3.1.33)-(3.1.34) problemi-

nin çözümleri elde edilir.

() =
X

=1



1X

=0

+¡1

¡( + )

=

X

=1


¡1(

) (3.1.38)

Burada (
) () şeklinde Mittag-Le­er fonksiyonudur.

 = 1 ve 1 = 1 için (3.1.33) ve (3.1.34) başlang¬ç de¼ger problemi


0
() = () (0) = 1 (3.1.39)

şeklinde ifade edilir. (3.1.38) formülü (3.1.39) probleminin

() = 111() = 

klasik çözümünü verir.

Uygulama 3.1.6 Terimleri Riemann-Liouville kesirli türevler olan başlang¬ç de¼ger

problemini göz önüne alal¬m.

0

 () = ()

£
0

¡1
 ()

¤
=0

=  (0    1) (3.1.40)

Bu durumda  ( ) =  dir. Teorem 3.1.4 ün ispat¬ndan

0() =
¡1

¡()
(3.1.41)

() =
¡1

¡()
+

1

¡()

Z

0

(¡ )¡1¡1( )  ( = 1 2 ) (3.1.42)

elde edilir. (3.1.35) ve (3.1.36) y¬ kullanal¬m ve kuvvet fonksiyonunun kesirli diferen-

siyeli için olan formülü uygulayal¬m

() =
¡1

¡()
+ 

X

=1

¡(2)¡(4)¡(2)

¡()¡(3)¡(2 + )
(2+1)¡1 ( = 1 2 )
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ve !1 için limit al¬n¬rsa

() =
¡1

¡()
+ 

1X

=1

Q
=1

¡(2)

Q
=1

¡(2 + )

(2+1)¡1 (3.1.43)

çözümünü verir.

3.2. Kesirli S¬n¬r De¼ger Probleminin Çözümünün Varl¬¼g¬

Teorem 3.2.1 ( Nonlineer alternatif)  nun,  Banach uzay¬ndaki konveks 

kümesinin nispeten aç¬k alt kümesi oldu¼gunu varsayal¬m.  : ¹ !  , kompakt bir

görüntü olsun.  2  ve () =  ( ) : ¹ £ [0 1]!  kompakt görüntülerin ailesi

(yani ( £ [0 1])  nin kompakt bir alt kümesinde yer als¬n ve  : ¹ £ [0 1]! 

süreklidir. 1 =  ile 0 =   ye göre sabit bir görüntü olsun. O zaman ya

(i)  ¹ da sabit bir noktaya sahiptir. Yada

(ii)  2  noktas¬ vard¬r ve  2 (0 1) için  =  dir [38].

Kesirli s¬n¬r de¼ger problemi


0 


 () = ( ()) 0    1 1    2 (3.2.1)

(0) =  6= 0 (1) =  6= 0

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu s¬n¬r de¼ger problemi için çözümün varl¬¼g¬n¬ göz önüne alal¬m.

( ()) sürekli bir fonksiyon olmak üzere Caputo kesirli türevi için Laplace dönüşümü-

nü inceleyelim. (2.1.7) tan¬m¬ndan Caputo kesirli türevine Laplace dönüşümünü uygu-

lan¬rsa


©




  ()

ª
= 

8
<
:

1

¡(¡ )

Z



(¡ )¡¡1 ()( )

9
=
; 


©




  ()

ª
=

1

¡(¡ )

©
(¡  )¡¡1

ª

©
 ()( )

ª


=
1

¡(¡ )

(¡  ¡ 1)!

¡

Ã
 ()¡

¡1X

=0

¡¡1()(0)

!


= ()¡
¡1X

=0

¡¡1()(0) ¡ 1   ·  (3.2.2)

elde edilir. Burada  Laplace operatörü, () de () nin Laplace dönüşümü olarak

tan¬mlan¬r.
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·Ilk olarak kesirli diferensiyel denklemler için homojen olmayan ba̧slang¬ç de¼ger prob-

leminin bir 1() çözümünü bulal¬m.


0 


 () =  () 0    1 1    2

(0) =  
0
(0) = 0 (3.2.3)

(3.2.3) ün Laplace dönüşümü al¬n¬rsa


©

0 


 ()

ª
=  f ()g 

 ()¡
1X

=0

¡¡1()(0) =  ()

 ()¡ ¡1(0)(0)¡ ¡2(1)(0) =  ()

 ()¡ ¡1(0)¡ ¡2
0
(0) =  ()

()¡ ¡1 =  ()

() =  () + ¡1

() = ¡ () + ¡1

olur. Buradan ters Laplace dönüşümü al¬narak

¡1 f ()g = ¡1
©
¡ ()

ª
+ ¡1

©
¡1

ª

1() =
¡1

¡()
 () + 

elde edilir. Ayr¬ca

1() =

Z

0

¡( ¡ 1 0) ()+ (0 0)

=
1

¡()

Z

0

(¡ )¡1 ()+ 

yaz¬labilir.

Burada ¡( ¡ 1 0) ve (0 0), ( ) Mittag-Le­er fonksiyonunun özel hal-

leridir. [29] dan ( ¡ 1 0) = ¡1

¡()
ve (0 0) = 1 oldu¼gunu biliyoruz.

·Ikinci olarak kesirli diferensiyel denklemler için homojen olan başlang¬ç de¼ger prob-

leminin 2() çözümünü bulal¬m.


0 


 () = 0 0    1 1    2

(0) = 0 
0
(0) =  (3.2.4)
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(3.2.4) de Laplace dönüşümü al¬n¬rsa


©

0 


 ()

ª
=  f0g 

()¡
1X

=0

¡¡1()(0) = 0

()¡ ¡1(0)(0)¡ ¡2(1)(0) = 0

()¡ ¡1(0)¡ ¡2
0
(0) = 0

 ()¡ ¡2 = 0

() = ¡2

() = ¡2

elde edilir. Ters Laplace dönüşümü al¬n¬rsa

¡1 f()g = ¡1
©
¡2

ª


2() = 


¡(2)


2() = 

bulunur. Dolay¬s¬yla

2() = (1 0)

olur. Burada (1 0) =  dir. Böylece 1 ve 2 sabitler olmak üzere

() = 11() + 22()

( ()) =  () ile (3.2.1) kesirli diferensiyel denklemi için homojen olmayan s¬n¬r

de¼ger probleminin bir çözümüdür.

Gerçekten (0) =  (1) =  s¬n¬r de¼ger şartlar¬yla

(0) = 11(0) + 22(0)

 = 1) 1 = 1

di¼ger yandan,

(1) = 11(1) + 22(1)

 = 1(1) + 22(1)

2 =
 ¡ 1(1)

2(1)
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bulunur. Bu nedenle (3.2.1) kesirli diferensiyel denklemi için homojen olmayan s¬n¬r

de¼ger probleminin çözümü

() = 1() +
 ¡ 1(1)

2(1)
2()

= 1() + ( ¡ 1(1))
2()

2(1)

=
1

¡()

Z

0

(¡ )¡1 ()+ +

0
@ ¡  ¡ 1

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1 ()

1
A 

şeklindedir.

 2  [0 1] bir Banach uzay¬d¬r.

(1)  : [0 1] R! R sürekli bir fonksiyondur.

Yukar¬da belirtilen şartlar göz önüne al¬nd¬¼g¬nda (3.2.1) probleminin () çözümü

() = 1
¡()

R
0

(¡ )¡1( ())+ +

µ
 ¡  ¡ 1

¡()

1R
0

(1¡ )¡1( ())

¶


= + ( ¡ )+ 1
¡()

R
0

(¡ )¡1( ())¡ 
¡()

1R
0

(1¡ )¡1( ())

integral denklemine denktir. Buradan


0 


 () = ( ()) 0    1 1    2

(0) =  (1) =  (3.2.5)

problemini göz önüne alal¬m. Burada  2 (0 1) dir. O halde (3.2.5) s¬n¬r de¼ger

probleminin () çözümü

() = 

2
4+ ( ¡ )+

1

¡()

Z

0

(¡ )¡1( ())

¡ 

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1( ())

3
5

integral denklemine kaŗs¬l¬k gelir. Buradan  :  !  tan¬mlan¬rsa

() = 

2
4 + ( ¡ )+

1

¡()

Z

0

(¡ )¡1( ())

¡ 

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1( ())

3
5

olur.  operatörü aşa¼g¬daki sonuca sahiptir
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Lemma 3.2.2 (1) şart¬ sa¼glan¬yorsa  kompakt operatördür [38].

·Ispat (1) şart¬ göz önüne al¬n¬rsa  :  !  süreklidir.

 2 = f 2  : kk ·    0g için

j()j =

¯̄
¯̄
¯̄

0
@+ ( ¡ )+

1

¡()

Z

0

(¡ )¡1( ())

¡ 

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1( ())

1
A
¯̄
¯̄
¯̄

· jj+ j ¡ j+ 1

¡()

Z

0

(¡ )¡1 j( ())j 

+
1

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1 j( ())j 

· jj+ j ¡ j+ 

¡()

Z

0

(¡ )¡1+


¡()

1Z

0

(1¡ )¡1

= jj+ j ¡ j+ 

¡( + 1)
 +



¡( + 1)

· jj+ j ¡ j+ 

¡( + 1)
+



¡( + 1)

olur. Burada  = max
0··1kk·

j( ())j + 1 dir. O halde  s¬n¬rl¬d¬r. Şimdi de

 n¬n eş sürekli oldu¼gunu gösterelim. 8 2  8  0 1  2 2 [0 1] için

 
n


3j¡j+1

 ¡(1+)
3

 ( ¡()
6

)
1

¡1

o
oldu¼gundan 2 ¡ 1   d¬r.

j(2)¡ (1)j = 

¯̄
¯̄( ¡ )(2 ¡ 1) +

1
¡()

R
0

(¡ )¡1(2 ¡ 1 (2)¡ (1))

¡ (2¡1)
¡()

1R
0

(1¡ )¡1( ())

¯̄
¯̄

=  j( ¡ )(2 ¡ 1) + 0+(2 (2))¡ 0+(1 (1))

¡(2 ¡ 1)

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1( ())

¯̄
¯̄
¯̄

= 
¯̄
( ¡ )(2 ¡ 1) + ¡1

0+
10+(2 (2))¡ ¡1

0+
10+(1 (1))

¡(2 ¡ 1)

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1( ())

¯̄
¯̄
¯̄
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= 

¯̄
¯̄
¯̄( ¡ )(2 ¡ 1) +

1

¡( ¡ 1)

2Z

0

(2 ¡ )¡2
Z

0

( ( ))

¡ 1

¡( ¡ 1)

1Z

0

(1 ¡ )¡2
Z

0

(  ( ))

¡(2 ¡ 1)

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1( ())

¯̄
¯̄
¯̄

= 

¯̄
¯̄
¯̄( ¡ )(2 ¡ 1) +

1

¡( ¡ 1)

1Z

0

(2 ¡ )¡2
Z

0

( ( ))

¡ 1

¡( ¡ 1)

1Z

0

(1 ¡ )¡2
Z

0

(  ( ))

+
1

¡( ¡ 1)

2Z

1

(2 ¡ )¡2
Z

0

(  ( ))

¡(2 ¡ 1)

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1( ())

¯̄
¯̄
¯̄

· j ¡ j (2 ¡ 1)

+
1

¡( ¡ 1)

1Z

0

¯̄
(2 ¡ )¡2 ¡ (1 ¡ )¡2

¯̄ Z

0

j(  ( ))j 

+
1

¡( ¡ 1)

2Z

1

(2 ¡ )¡2
Z

0

j(  ( ))j 

+
(2 ¡ 1)

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1 j( ())j 

· j ¡ j (2 ¡ 1) +


¡( ¡ 1)

1Z

0

¯̄
(2 ¡ )¡2 ¡ (1 ¡ )¡2

¯̄ Z

0



+


¡( ¡ 1)

2Z

1

(2 ¡ )¡2
Z

0

+
(2 ¡ 1)

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1

= j ¡ j (2 ¡ 1) +


¡( ¡ 1)

1Z

0

¡
(1 ¡ )¡2 ¡ (2 ¡ )¡2

¢


+


¡( ¡ 1)

2Z

1

(2 ¡ )¡2+
(2 ¡ 1)

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1
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· j ¡ j (2 ¡ 1) +


¡( ¡ 1)

1Z

0

¡
(1 ¡ )¡2 ¡ (2 ¡ )¡2

¢


+


¡( ¡ 1)

2Z

1

(2 ¡ )¡2+
(2 ¡ 1)

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1

= j ¡ j (2 ¡ 1) +


¡()

¡
¡11 + (2 ¡ 1

¢¡1 ¡ ¡12 + (2 ¡ 1)
¡1)

+
(2 ¡ 1)

¡( + 1)

· j ¡ j  + 

¡()

¡
¡12 + 2(2 ¡ 1

¢¡1 ¡ ¡12 ) +


¡( + 1)

· j ¡ j  + 2

¡()
¡1 +



¡( + 1)




3
+



3
+



3
= 

olur. Buradan  düzgün s¬n¬rl¬d¬r. Böylece () eş süreklidir. Arzela-Ascoli teore-

minden dolay¬ ’ n¬n kompakt operatör oldu¼gu ortaya ç¬kar.

Teorem 3.2.3 (1) ve (2) 0  1 
¡(+1)

6
 2  0 sabitler olmak üzere tüm  2 [0 1]

ve  2 R için j( ()j · 1 jj + 2 0   · 1 , şartlar¬ sa¼glans¬n. Bu takdirde

(3.2.1) s¬n¬r de¼ger problemi bir çözüme sahiptir [38].

·Ispat Bunu ispatlamak için  nin sabit noktas¬n¬n oldu¼gunu göstermeliyiz.  in aç¬k

alt kümesi ­ = f 2 ; kk  g olsun. Burada  
n
1 3(jj+ j ¡ j) 62

¡(1+)

o
dir.

 =  olacak şekilde bir  2 ­ noktas¬n¬n ve  2 (0 1) nin oldu¼gunu kabul edelim.

j()j = 

¯̄
¯̄
¯̄ + ( ¡ )+

1

¡()

Z

0

(¡ )¡1( ())

¡ 

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1( ())

¯̄
¯̄
¯̄

· jj+ j ¡ j+ 1

¡()

Z

0

(¡ )¡1 j( ())j 

¡ 

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1 j( ())j 
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· jj+ j ¡ j+ 1

¡()

Z

0

(¡ )¡1(1 j()j + 2)

¡ 

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1(1 j()j + 2)

· jj+ j ¡ j+ 1

¡()

Z

0

(¡ )¡1(1 k()k + 2)

¡ 

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1(1 k()k + 2)

 jj+ j ¡ j+ 1

¡()

Z

0

(¡ )¡1(1
 + 2)

¡ 

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1(1
 + 2)

= jj+ j ¡ j+ 21
¡( + 1)

 +
2

¡( + 1)
 +

1
¡( + 1)

 +
2

¡( + 1)

· jj+ j ¡ j+ 21
¡( + 1)

 +
22

¡( + 1)

· 

3
+



3
+



3
= 

olur. Burada kk 6=  = kk olur ki bu bir daralma dönüşümüdür. Teorem 3.2.1

1’ in  2 ¹­ şeklinde sabit bir noktaya sahip oldu¼gunu gösterir. Buda  2 ¹­ (3.2.1)

probleminin tek bir çözüme sahip oldu¼gunu verir.

Aç¬klama Şimdi   pozitif say¬lar,  (3.2.1) problemindeki parametre ve

kk = max
0··1

j()j   2  (3.2.7)

olmak üzere,  2  [0 1] Banach uzay¬

kk = sup
0··1

¡
¡1 kk (3.2.6)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Teorem 3.2.4. (3)  2 [0 1]   2 R için j( ()j ·  jj +  olacak şekilde   0

 ¸ 1 0   · ¡(1+)
8

sabitleri vard¬r.

( 0
3)  2 [0 1]   2 R için j( ()j ·  jj +  olacak şekilde   0   0

0   · 1 sabitleri vard¬r. Buna göre (1) (3) ve ( 0
3) şartlar¬ndan biri sa¼glans¬n.

Bu taktirde (3.2.1) problemi bir tek çözüme sahiptir [38].
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·Ispat Teoremi Schauder Sabit Nokta Teoremi yard¬m¬yla ispatlayal¬m. (3.2.1) prob-

lemi

() =  + ( ¡ )+
1

¡()

Z

0

(¡ )¡1( ())¡ 

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1( ())

integral denklemine denktir.  uzay¬ için  = 2
¡(+1)

alal¬m.  :  !  tan¬mlans¬n.

O halde

() =  + ( ¡ )+
1

¡()

Z

0

(¡ )¡1( ())¡ 

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1( ())

olur. Lemma3.2.2’ den faydalan¬l¬rsa  operatörünün tamamen sürekli oldu¼gu görülür.

Şimdi, ilk önce (3) şart¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬ kabul edelim.
1
2
·  · 1 olmak üzere  = f 2  ; k¡ ( + ( ¡ ))k · g kümesi  uzay¬n¬n

kapal¬ ve d¬̧s bükey alt kümesidir.  2  için

j()¡ (+ ( ¡ ))j =

¯̄
¯̄
¯̄

1

¡()

Z

0

(¡ )¡1( ())

¡ 

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1( ())

¯̄
¯̄
¯̄ 

· 1

¡()

Z

0

(¡ )¡1( j()j + )

+


¡()

1Z

0

(1¡ )¡1( j()j + )

· 

¡()

Z

0

(¡ )¡1 k()k + 

¡()

Z

0

(¡ )¡1

+


¡()

1Z

0

(1¡ )¡1 k()k + 

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1

=


¡( + 1)
 k()k + 

¡( + 1)
 +



¡( + 1)
k()k

+


¡()

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=


¡( + 1)
¡1 k()k + 

¡( + 1)
 +



¡( + 1)
k()k + 

¡()


· 2

¡( + 1)
¡1 kk + 2

¡( + 1)


· 2

¡( + 1)
¡1 kk + 1

4


· 2

¡( + 1)
¡1 kk + 

2

olur. (3.2.6) ve (3.2.7) eşitlikleri kullan¬larak

· ( ¡ 1)

Z

0

¡2¡
¡1


¡1 kk + 

2

· ( ¡ 1)

Z

0

¡2
¡1 kk +



2

=
1



Z

0


¡1 kk (¡1) +



2

=
1


(

¡1 ¡ 1) kk +


2

· 1




¡1
 +



2

· 1




¡1
+



2

yaz¬labilir ve

k()¡ ( + ( ¡ ))k ·



+



2
· 

2
+



2
= 

 ¸ 2 için elde edilir.

Ayn¬ şekilde ( 0
3) şart¬na sahipse,

 
n
1 4

¡(+1)

o
olmak üzere  = f 2  ; k¡ ( + ( ¡ ))k · g   uza-

y¬n¬n kapal¬ ve d¬̧s bükey alt kümesidir.  2  için

j()¡ (+ ( ¡ )j =

¯̄
¯̄
¯̄

1

¡()

Z

0

(¡ )¡1( ())

¡ 

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1( ())

¯̄
¯̄
¯̄ 
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· 1

¡()

Z

0

(¡ )¡1( j()j + )

+


¡()

1Z

0

(1¡ )¡1( j()j + )

· 

¡()

Z

0

(¡ )¡1 k()k + 

¡()

Z

0

(¡ )¡1

+


¡()

1Z

0

(1¡ )¡1 k()k + 

¡()

1Z

0

(1¡ )¡1

· 

¡( + 1)
k()k  + 

¡( + 1)
 +



¡( + 1)
k()k

+


¡( + 1)


· 2

¡( + 1)
kk ¡1 + 2

¡( + 1)


= ( ¡ 1)

Z

0

¡2
¡1

¡
¡1 kk + 

2


· ( ¡ 1)

Z

0

¡2
¡1 kk +



2


· ( ¡ 1)

Z

0

¡2
¡1 kk +



2


· 1




¡1
+



2

olur. Buradan

k()¡ (+ ( ¡ )k ·



+



2
· 

2
+



2
= 

 ¸ 2 için elde edilir.

Yani  () µ  ve  :  !  tamamen süreklidir. Schauder sabit nokta

teoreminden dolay¬ (3.2.1) problemi bir çözüme sahiptir.
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4. KES·IRL·I D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER ·IÇ·IN LAPLACE

DÖNÜŞÜMÜ

4.1. Kesirli Laplace Dönüşümü

Bu bölümde, Laplace dönüşüm yöntemi sabit ve de¼gi̧sken katsay¬l¬ kesirli diferensiyel

denklemlere uygulanm¬̧s ve çözümler elde edilmi̧stir. Çözümler sadeleştirilmi̧s kompakt

formda ifade edilebilir veya Mittag-Le­er fonksiyonu cinsinden yaz¬labilir.

Laplace dönüşümüde integral her  fonksiyonu için yak¬nsak de¼gildir. Yani Laplace

dönüşümü mevcut de¼gildir. Örne¼gin 1

 2 gibi fonksiyonlar¬n Laplace dönüşümü mev-

cut de¼gildir. E¼ger () fonksiyonu [01) üzerinde parçal¬ sürekli ve j ()j · 

(mertebeden üstel) ise    için  f()g mevcuttur.  f()g

 f()g =  () =

Z

0

¡ ()

şeklinde tan¬mlan¬r.  () in tek ters Laplace dönüşümü ise  () = ¡1 f ()g şek-

lindedir.

Kesirli mertebeden diferensiyel denklemleri çözmek için (  ) fonksiyonu

(  ) = 
1X

=0

()

¡( + + 1)
= 1+1() (4.1.1)

şeklinde göz önüne alal¬m [21].

Teorem 4.1.1. (  ) fonksiyonu,

(  ) =
1

¡()

Z

0

¡1(¡) (4.1.2)

şeklinde ifade edilir.

·Ispat. (4.1.2) denkleminin sa¼g¬ndaki integrali ele alal¬m.

(¡ ) =
1P
=0

(¡)
!

eşitli¼gi yerine yaz¬l¬rsa

1

¡()

Z

0

¡1(¡) =
1

¡()

Z

0

¡1

Ã 1X

=0

(¡  )

!

!


elde edilir. Düzgün yak¬nsak oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

1

¡()

1X

=0

2
4



!

0
@

Z

0

¡1
³
1¡ 



´


1
A
3
5



şeklinde yazabiliriz.

 =

Z

0

¡1
³
1¡ 



´
 (4.1.3)

olmak üzere
1

¡()

1X

=0

·


!


¸
(4.1.4)

bulunur.

·Ispat¬ tamamlamak için  ile verilen integrali hesaplayal¬m. (4.1.3) de 

= 

de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa

 = )  = 

ve s¬n¬rlar  = 0 için  = 0 ,  =  için  = 1 olarak de¼gi̧sir. Bunlar¬ (4.1.3) denkleminde

yerlerine yazar ve belli i̧slemler yaparsak,

 =

1Z

0

¡1¡1(1¡ )

= 
1Z

0

¡1(1¡ )

= (  + 1)

olur. Sonuçta (  + 1) beta fonksiyonunu gama fonksiyonu türünden yazarsak

 = 
¡()¡( + 1)

¡(+  + 1)

bulunur. Bunu (4.1.4) de yerine koyarak

1

¡()

Z

0

¡1(¡ ) =
1

¡()

1X

=0



!

¡()¡( + 1)

¡( +  + 1)

=
1

¡()

1X

=0



!

¡()!

¡(+  + 1)

= 
1X

=0

()

¡(+  + 1)

elde edilir. Buradan (4.1.1) deki tan¬mdan dolay¬ aşa¼g¬daki eşitlik bulunur.

1

¡()

Z

0

¡1(¡) = 1+1() = (  )
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Sonuç 4.1.2.

(i)

1 3
2
() =

p


erf(
p
) (4.1.5)

şeklindedir.

ispat (i). (4.1.2) kullan¬larak  = 1
2
için

(
1

2
 ) =

1

¡(1
2
)

Z

0


1
2
¡1(¡)

=
1

¡(1
2
)

Z

0

¡
1
2 (¡)

=


¡(1
2
)

Z

0

¡
1
2 ¡ (4.1.6)

olur.  = 2de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa

 =
2


)  =

2



s¬n¬rlar da  = 0)  = 0 ve  = )  =
p
 olur. Bunlar (4.1.6) da yerine yaz¬l¬rsa

(
1

2
 ) =



¡(1
2
)

p
Z

0

p



¡

2 2



=
2p


p
Z

0

¡
2



bulunur. Tan¬m 2.1.10 daki hata fonksiyonu tan¬m¬ göz önüne al¬n¬rsa

(
1

2
 ) =

p

erf(
p
)

p
1 3

2
() =

p

erf(
p
)

1 3
2
() =

p


erf(
p
)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

(ii)

1 1
2
() =

1p

+
p
 erf(

p
)
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ispat (ii). Mittag-Le­er fonksiyonunun tan¬m¬ndan

11
2
() =

1X

=0

()

¡( + 1
2
)

dir. Burada  ile  + 1 yer de¼gi̧stirirse

1 1
2
() =

1X

=0¡1

()+1

¡( + 1 + 1
2
)


= ()
1X

=¡1

()

¡( + 3
2
)


= ()

"
()¡1

¡(1
2
)
+

1X

=0

()

¡( + 3
2
)

#


=
1

¡(1
2
)
+ ()

1X

=0

()

¡( + 3
2
)

burada ¡(1
2
) =
p
 ve

1P
=0

()

¡(+ 3
2
)
= 1 3

2
() oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

1 1
2
() =

1p

+ 1 3

2
()

(4.1.5) dikkate al¬n¬rsa

1 1
2
() =

1p

+
p
 erf(

p
)

elde edilir.

(iii)

1 5
2
() =

1



·
p


erf(
p
)¡ 2p



¸
(4.1.8)

şeklindedir.

·Ispat (iii). Mittag-Le­er fonksiyonunun tan¬m¬ndan

15
2
() =

1X

=0

()

¡( + 5
2
)

dir. Burada  ile  ¡ 1 yer de¼gi̧stirirse

1 5
2
() =

1X

=0+1

()¡1

¡( ¡ 1 + 5
2
)


= ()¡1
1X

=1

()

¡( + 3
2
)


= ()¡1

" 1X

=0

()

¡( + 3
2
)
¡ 1

¡(3
2
)

#
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olur. Burada ¡(3
2
) =

p

2
oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

1 5
2
() = ()¡1

" 1X

=0

()

¡( + 3
2
)
¡ 2p



#

ve
1P
=0

()

¡(+ 3
2
)
= 1 3

2
() oldu¼gunundan

1 5
2
() = ()¡1

·
1 3

2
()¡ 2p



¸

dir. Son eşitlikte (4.1.5) eşitli¼gini kullan¬larak

1 5
2
() =

1



·
p


erf(
p
)¡ 2p



¸

elde edilir.

(iv)

1¡ 1
2
() = ¡ 1

2
p

+ ()

·
1p

+
p
 erf(

p
)

¸
(4.1.9)

şeklindedir.

ispat (iv). Mittag-Le­er foksiyonunun tan¬m¬ndan

1¡ 1
2
() =

1X

=0

()

¡( ¡ 1
2
)

dir. Burada  yerine  + 2 al¬n¬rsa

1¡ 1
2
() =

1X

=0¡2

()+2

¡( ¡ 1
2
+ 2)

= ()2
1X

=¡2

()

¡( + 3
2
)

= ()2

"
()¡2

¡(¡1
2
)
+

()¡1

¡(1
2
)

+

1X

=0

()

¡( + 3
2
)

#

olur. ¡(¡1
2
) = ¡2p ve ¡(1

2
) =
p
 oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

1¡ 1
2
() = ¡ 1

2
p

+

()p

+ ()2

1X

=0

()

¡( + 3
2
)

olur.
1P
=0

()

¡(+ 3
2
)
= 13

2
() oldu¼gundan

1¡ 1
2
() = ¡ 1

2
p

+

()p

+ ()21 3

2
()
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ve (4.1.5) den

1¡ 1
2
() = ¡ 1

2
p

+ ()

·
1p

+
p
 erf(

p
)

¸

elde edilir.

Mittag-Le­er fonksiyonunun Laplace dönüşümü formundaki eşiti a̧sa¼g¬daki teo-

remle verelim.

Teorem 4.1.3.  bir Laplace dönüşümü olsun. Bu takdirde ¡1 kesirli ters Laplace

dönüşümü

¡1
·
¡(¡)

 ¡ 

¸
= ¡1(

)
¯̄
 ¡ 

¯̄
 1 (4.1.10)

şeklinde tan¬mlan¬r.

·Ispat Laplace dönüşümünün tan¬m¬ kullan¬larak


©
¡1(

)
ª
=

1Z

0

¡¡1(
)

yaz¬l¬r.

(
) =

1P
=0

()

¡(+)
oldu¼gundan


©
¡1(

)
ª
=

1Z

0

¡¡1
1X

=0

()

¡( + )


yaz¬l¬r. Buradan


©
¡1(

)
ª

=

1X

=0



¡( + )

1Z

0

¡¡1

=
1X

=0



¡( + )

1Z

0

¡+¡1

=
1X

=0



¡( + )

©
+¡1

ª

=

1X

=0



¡( + )

¡( + )

+

=
1



1X

=0

³ 



´

olur. Burada
1P
=0

¡



¢
seri toplam¬ndan


©
¡1(

)
ª

=
1


1

1¡ 


=
¡(¡)

 ¡ 
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bulunur. Bu ise

¡1
½
¡(¡)

 ¡ 

¾
= ¡1(

)

demektir. E¼ger  = 1 ise

¡1
·
¡(¡)

 ¡ 

¸
= ¡1(

) = ( ¡ 1 ) (4.1.11)

sonucu elde edilir. ¡1 kesirli ters Laplace dönüşümü olmak üzere a̧sa¼g¬daki sonuçlar¬

verebiliriz.

Sonuç 4.1.4.

(i)

¡1
½

1

(¡ )2

¾
= (  )¡ (  + 1 ) (4.1.12)

şeklindedir.

·Ispat (i). (4.1.12) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬n¬n Laplace dönüşümü al¬n¬rsa

 f(  )¡ (  + 1 )g = ¡ 


 f(  )g ¡  f( + 1 )g

= ¡ 



·
¡

¡ 

¸
¡ 

·
¡(+1)

¡ 

¸

= ¡
·
¡¡(+1)( ¡ )¡ ¡

(¡ )2

¸
¡ 

¡(+1)

¡ 

=
1

(¡ )2

elde edilir. Son eşitlikte ters Laplace dönüşümü al¬n¬rsa

¡1
½

1

(¡ )2

¾
= (  )¡ (  + 1 )

bulunur.

(ii)

¡1
½

1

( ¡ )3

¾
=

1

2
2(  )¡( +1 )+

( + 1)

2
( +2 ) (4.1.13)

şeklindedir.

·Ispat (ii). (4.1.13) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬n¬n Laplace dönüşümünü al¬n¬rsa



½
1

2
2(  )¡ ( + 1 ) +

( + 1)

2
(  + 2 )

¾

45



=
1

2

2

2
 f(  )g+ 




 f( + 1 )g+ ( + 1)

2
 f( + 2 )g

=
1

2

2

2

µ
¡

¡ 

¶
+ 





µ
¡(+1)

¡ 

¶
+

(+ 1)

2

µ
¡(+2)

¡ 

¶

=
1

2





µ
¡¡(+1)(¡ )¡ ¡

(¡ )2

¶
+ 

µ
¡(+ 1)¡(+2)(¡ )¡ ¡(+1)

(¡ )2

¶

+
(+ 1)¡(+2)

2(¡ )

=
1

2





µ
¡¡(+1)
(¡ )

¶
¡ 1

2





µ
¡

(¡ )2

¶
+

µ
¡( + 1)¡(+2)

(¡ )

¶

¡
µ
¡(+1)

(¡ )2

¶
+

(+ 1)¡(+2)

2(¡ )

=
1

2

µ
(+ 1)¡(+2)( ¡ )¡ ¡(+1)

(¡ )2

¶

¡1
2

µ
¡¡(+1)(¡ )2 ¡ 2(¡ )¡

(¡ )4

¶
+

µ
¡(+ 1)¡(+2)

(¡ )

¶

¡
µ
¡(+1)

(¡ )2

¶
+

( + 1)¡(+2)

2(¡ )

=
1

(¡ )3

elde edilir. Buradan, ters Laplace dönüşümü uygulan¬rsa

¡1
½

1

(¡ )3

¾
=

1

2
2(  )¡ ( + 1 ) +

( + 1)

2
( + 2 )

bulunur.

4.2. Kesirli Diferensiyel Denklemler için Laplace dönüşümü

() ve () foksiyonlar¬ için  f ()g ve  f()g mevcut olsun. Buna göre

 f() + ()g =

Z

0

¡ [ () + ()] 

=

Z

0

¡ ()+

Z

0

¡()

=  f()g+  f()g
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ve

 f()g =

Z

0

¡ [()] 

= 

Z

0

¡()

=  f()g

oldu¼gundan Laplace dönüşümü lineer bir operatördür [30].

Kesirli integralin Laplace dönüşümü a̧sa¼g¬daki şekilde elde edilir.

() nin  mertebeden kesirli integrali

¡() =
1

¡()

Z

0

(¡ )¡1() (4.2.1)

şeklindedir. (4.2.1) de her iki taraf¬n Laplace dönüşümü al¬n¬rsa


©
¡()

ª
= 

8
<
:

1

¡()

Z

0

(¡ )¡1()

9
=
; 

=
1

¡()

©
¡1

ª
 f()g 

=
1

¡()

¡()


 ()

= ¡ ()   0 (4.2.2)

olur ki (4.2.2) deklemi kesirli integralin Laplace dönüşümüdür.[29]

() =  olarak al¬n¬rsa


©
¡

ª
= 

8
<
:

1

¡()

Z

0

(¡ )¡1

9
=
; 

=
1

¡()

©
¡1

ª
 fg 

=
1

¡()

¡()


¡(+ 1)

+1

=
¡(+ 1)

++1

olur [30].
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() =  olarak al¬n¬rsa


©
¡

ª
= 

8
<
:

1

¡()

Z

0

(¡ )¡1

9
=
; 

=
1

¡()

©
¡1

ª

©

ª


=
1

¡()

¡()


1

(¡ )


=
1

(¡ )

bulunur.

Kesirli türevin Laplace dönüşümü aşa¼g¬daki şekilde elde edilir. Tam say¬l¬ mertebe-

den () in Laplace dönüşümünün


©
()

ª
=  ()¡ ¡1(0)¡ ¡2

0
(0)¡ ¡ (¡1)(0)

=  ()¡
¡1X

=0

¡¡1()(0) (4.2.3)

şeklinde oldu¼gunu biliyoruz. () nin  mertebeden kesirli türevini

() = 
£
¡()

¤
(4.2.4)

biçiminde ifade edebiliriz. Burada    0 dan büyük en küçük tam say¬ ve  = ¡

d¬r. (4.2.4) denklemini

() = 
£
¡(¡)()

¤
(4.2.5)

şeklinde yazabilir. E¼ger () nin Laplace dönüşümünün oldu¼gunu varsayarsak (4.2.3)

eşitli¼gi göz önüne al¬narak,

 f()g = 
©

£
¡(¡)()

¤ª


= 
©
¡(¡)()

ª
¡

¡1X

=0

¡¡1
£
¡(¡)()

¤
=0



= 
£
¡(¡) ()

¤
¡

¡1X

=0

¡¡1¡(¡)(0)

=  ()¡
¡1X

=0

¡¡1¡(¡)(0) (4.2.6)

elde edilir. Özel olarak

 = 1 için

 f()g =  ()¡¡(1¡)(0) 0   · 1 (4.2.7)
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ve  = 2 için

 f()g =  ()¡ ¡(2¡)(0)¡¡(1¡)(0) 1   · 2 (4.2.8)

şeklinde ifade edilir.

Kesirli lineer bir adi diferensiyel denklemin genel formu

£
 + ¡1

(¡1) + + 1
1 + 0

0
¤
() = ()  ¸ 0 (4.2.9)

şeklindedir. Burada  = 1

dur.  = 1 ise bu takdirde  = 1 ve (4.2.9) denklemi

n. mertebeden basit bir adi diferensiyel denklemdir. (4.2.9) denklemi sembolik olarak

()() = () şeklinde ifade edilebilir. Burada

 =
£
 + ¡1

(¡1) + + 1
1 + 0

0
¤

ve 0 1  ¡1 de  ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skeninin fonksiyonlar¬d¬r.

(4.2.9) denkleminin her iki taraf¬na Laplace dönüşümü uygulan¬rsa,


©£
 + ¡1

(¡1) + + 1
1 + 0

0
¤
()

ª
=  f()g


©
()g+ ¡1

©
(¡1)()

ª
+ + 1

©
1()

ª
+ 0f0()

ª
=  f()g

"
()¡

X

=1




#
+ ¡1

"
(¡1)()¡

¡1X

=1


(¡1)

#
+ + 0() = ()

£
 + ¡1

(¡1) + + 1
 + 0

¤
() = ©()

olur. Buradan

() =
©()

[ + ¡1(¡1) + + 1 + 0]
(4.2.10)

olur. (4.2.10) denklemini de¼gi̧skenlerine ay¬rarak

() =
X

=1

©()

(
p
¡ )



=
X

=1

©()(
p
+ )



(¡ 2
)



şeklinde yazabiliriz. Son ifade basit kesirlere ayr¬l¬r ve ters Laplace dönüşümü uygu-

lan¬rsa () çözümü elde edilir.
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Aşa¼g¬daki tabloda baz¬ kesirli Laplace dönüşümlerinin kaŗs¬l¬klar¬ verilmi̧stir.

 () () = ¡1 f ()g
1


¡1

¡()

1
(+)

¡1

¡()
¡

1
¡ ¡1(

)



(+)
(¡)


(+)

1¡(¡)
1

(¡) 1+1()

¡

¡ ¡1(
)

¡

(¡)
¡1

¡()
1(; ;)

1
(¡)(¡)

1
¡(

 ¡ )

Tablo 4.1

4.3. Laplace Dönüşüm Metodunun Uygulamalar¬

Uygulama 4.3.1.


2
3 () = () ( = ) (4.3.1)

kesirli diferansiyel denkleminin Laplace dönüşümü yard¬m¬yla çözümünü bulal¬m.

Çözüm 0   = 2
3
· 1 oldu¼gundan (4.2.7) deki

 f()g =  ()¡¡(1¡)(0) 0   · 1

denklemini göz önüne al¬rsak


n


2
3()

o
=  f()g


2
3 ()¡¡(1¡ 2

3
)(0) =  ()


2
3 ()¡¡ 1

3(0) =  ()

¡ 1
3(0) sabiti  = 0 da ¡ 1

3() nin de¼geridir. Böyle bir sabitin oldu¼gunu varsayal¬m

ve ¡ 1
3 (0) = 1 olsun. O halde


2
3 ()¡ 1 =  ()


2
3 ()¡  () = 1
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elde edilir. Son denklemden

 () =
1


2
3 ¡ 

(4.3.2)

olur. Son olarak Tablo 4.1 kullan¬larak  () in ters Laplace dönüşümü al¬n¬rsa

¡1 f ()g = ¡1
½

1


2
3 ¡ 

¾

() = 1
¡ 1

3 2
3
 2
3
(

2
3 )

olarak elde edilir.

Şimdi ¡ 1
3 (0) in de¼gerinin 1 olup olmad¬¼g¬n¬ inceleyelim.


©
¡()

ª
=

1

¡()

©
¡1

ª
 f()g

= ¡ ()   0

kullan¬larak


n
¡ 1

3()
o

=
1

¡(1
3
)

n

1
3
¡1
o
 f()g 

=
1

¡(1
3
)

n
¡

2
3

o
 f()g 

= ¡
1
3 () (4.3.3)

elde edilir. (4.3.2) eşitli¼gini (4.3.3)’ de yerine yaz¬larak ve baz¬ i̧slemler yap¬larak

¡ 1
3 () = ¡1

(
1

¡ 1
3


2
3 ¡ 

)

= 1 2
3
1(

2
3 )

bulunur.  = 0 için

¡ 1
3(0) = 1 2

3
1(0)

= 1

elde edilir.

Uygulama 4.3.2.


4
3() = 0 (4.3.4)

denkleminin çözümünü bulal¬m.
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Çözüm 1   = 4
3
· 2 oldu¼gundan (4.2.8) denklemini kullanabiliriz. (4.3.4) denkle-

minin her iki taraf¬na Laplace dönüşümünü uygularsak


n


4
3()

o
=  f0g 


4
3 ()¡ ¡(2¡ 4

3
)(0)¡¡(1¡ 4

3
)(0) = 0


4
3 ()¡ ¡ 2

3 (0) ¡
1
3(0) = 0 (4.3.5)

bulunur. Uygulama 4.3.1 dekine benzer olarak ¡ 2
3(0) = 1 ve 

1
3(0) = 2 olarak

ele al¬n¬rsa (4.3.5) denklemi


4
3 ()¡ 1 ¡ 2 = 0

olur. Buradan da

 () =
1 + 2


4
3

 () =
1


4
3

+
2


4
3

elde edilir. Tablo4.1 kullan¬larak ters Laplace dönüşümü al¬n¬rsa

¡1 f ()g = ¡1
½
1


4
3

¾
+ ¡1

½
2


4
3

¾


() =
1

¡(1
3
)
¡

2
3 +

2
¡(4

3
)

1
3

bulunur.

Uygulama 4.3.3.

() = () 0 =  0   · 1 ve  =  (4.3.6)

kesirli başlang¬ç de¼ger probleminin çözümünü bulal¬m.

Çözüm (4.3.6) denkleminin her iki taraf¬n¬n Laplace dönüşümünü alal¬m ve (4.2.7)

denklemini kullanal¬m. Buna göre

 f()g =  f()g

 ()¡¡(1¡)(0) =  () (4.3.7)

burada ¡(1¡)(0) sabitinin mevcut oldu¼gunu ve 1 e eşit oldu¼gunu kabul edelim. O

halde (4.3.7)

 ()¡ 1 =  ()
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olur. Buradan  ()

 () =
1

 ¡ 

şeklinde bulunur.  () in ters Laplace dönüşümü al¬n¬r ve Tablo4.1 kullan¬l¬rsa

¡1 f ()g = ¡1
½

1
 ¡ 

¾

() = 1
¡1(

)

elde edilir. Şimdi 1 de¼gerini bulmak için ba̧slang¬ç koşulunu kullanal¬m ve 0 = 

oldu¼gunu göz önüne alal¬m.

lim
!0+

¡1(
) = 1

bulunur. Böylece

() = 1
¡1(

)

lim
!0+

() = 1

olur. Bu durumda 0 başlang¬ç de¼gerini 1 olarak düşünebiliriz. Buda bize

0 = ¡(1¡)(0)

oldu¼gunu verir.

Uygulama 4.3.4.

(1 ¡ 3
1
2 + 20)() = 0 (4.3.8)

homojen denklem sisteminin çözümünü bulal¬m.

Çözüm (4.3.8) denkleminin Laplace dönüşümünü alal¬m.


©
1()

ª
¡ 3

n


1
2()

o
+ 2

©
0()

ª
=  f0g

()¡ (0)¡ 3
n

h
¡ 1

2()
io

+ 2() = 0

olur. (4.2.6) eşitli¼gi kullan¬larak

()¡ (0)¡ 3
h

1
2()¡ 1¡10¡1+ 1

2(0)
i
+ 2() = 0

()¡ (0)¡ 3
1
2() + 3¡ 1

2(0) + 2() = 0

elde edilir. (0)¡ 3¡ 1
2(0) =  olsun O halde

()¡ 3
1
2() + 2()¡  = 0
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olur. Buradan

() =


¡ 3
1
2 + 2



=


(
1
2 ¡ 2)(

1
2 ¡ 1)



= 

µ
1


1
2 ¡ 2

¡ 1


1
2 ¡ 1

¶


= 

Ã

1
2 + 2

¡ 4
¡ 

1
2 + 1

¡ 1

!


= 

Ã

1
2

¡ 4
+

2

¡ 4
¡ 

1
2

¡ 1
¡ 1

¡ 1

!
(4.3.9)

elde edilir. (4.3.9) da ters Laplace dönüşümü al¬n¬rsa

¡1 f()g = ¡1

(


Ã
2

¡ 4
¡ 1

¡ 1
+


1
2

¡ 4
¡ 

1
2

¡ 1

!)

() = 

µ
24 ¡  +

1


1
2

1 1
2
(4)¡ 1


1
2

1 1
2
()

¶


= 

·
24 ¡  +

1


1
2

³
11

2
(4)¡ 1 1

2
()
´¸



= 
h
24(1 + erf(2

p
))¡ (1 + erf(

p
))
i


= 
h
24(erf (¡2

p
))¡ (erf (¡

p
))
i

olarak bulunur.

Uygulama 4.3.5.

(1 ¡ 2
1
2 +0)() =  (0) = 1

homojen olmayan kesirli başlang¬ç de¼ger probleminin çözümünü bulal¬m.

Çözüm


©
1()

ª
¡ 2

n


1
2()

o
+ 

©
0()

ª
= 

©

ª

()¡ (0)¡ 2
n


1
2()

o
+() =

1

¡ 1

olur. 
n


1
2()

o
yi (4.2.7) denklemini kullanarak yazarsak

()¡ (0)¡ 2
n


1
2()

o
+() =

1

¡ 1

()¡ (0)¡ 2
1
2() + 2¡ 1

2(0) +() =
1

¡ 1

54



bulunur. (0) = 1 oldu¼gunu göz önüne alal¬m ve 2¡ 1
2(0) =  = 0 olsun. Bu taktirde

()¡ 1¡ 2
1
2() ¡ +() =

1

¡ 1

()¡ 2
1
2() +() =

1

¡ 1
+ 1 + 

olur. Buradan

() =
1

(¡ 1) (
1
2 ¡ 1)2

+
1 + 

(
1
2 ¡ 1)2



=
1³


1
2 + 1

´
(

1
2 ¡ 1)3

+
1 + 

(
1
2 ¡ 1)2



=
1 + 

(
1
2 ¡ 1)2

+
1

8

8
<
:

¡1³

1
2 + 1

´ +
1³


1
2 ¡ 1

´

¡ 2

(
1
2 ¡ 1)2

+
4

(
1
2 ¡ 1)3

)


= (1 + )

(
¡1

¡1 (¡ 1)2
+

2

¡
1
2 (¡ 1)2

+
1

(¡ 1)2

)


1

8

(
2

(¡ 1)
¡ 2

¡1 (¡ 1)2
¡ 4

¡
1
2 (¡ 1)2

¡ 2

( ¡ 1)2

+
4

¡
3
2 (¡ 1)3

+
12

¡1 (¡ 1)3
+

12

¡
1
2 (¡ 1)3

+
4

(¡ 1)3

)

elde edilir. Daha sonra ters Laplace dönüşümü kullan¬larak ve (4.1.11), (4.1.12),

(4.1.13) eşitlikleri kullan¬larak

() =
1

4
 +

µ
+

3

4

¶
¡1

½
¡1

¡1 (¡ 1)2

¾
+

µ
3

2
+ 2

¶
¡1

(
1

¡
1
2 (¡ 1)2

)

+

µ
3

4
+ 

¶
 +

1

2
¡1

(
1

¡
3
2 (¡ 1)3

)
+

3

2
¡1

½
1

¡1 (¡ 1)3

¾

+
3

2
¡1

(
1

¡
1
2 (¡ 1)3

)
+

1

2
2

=
1

4
 +

µ
+

3

4

¶
( + ) +

µ
3

2
+ 2

¶p


µ
11

2
() +

1

2
1 3

2
()

¶

+

µ
3

4
+ 

¶
 +

µ
1

2

¶p


µ
1

2
1¡1

2
() +

3

2
1 1

2
() +

3

8
1 3

2
()

¶

+

µ
3

2

¶µ
 +

2

2

¶
+

µ
3

2

¶µ
1

8

¶

3
2

³
41 1

2
() + 41 3

2
()¡ 1 5

2
()
´

elde edilir.
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(0) = 1 başlang¬ç şart¬ kullan¬l¬rsa  = 0 olur. Yukar¬daki çözümde  de¼gerini

yerine yazarsak

() =


4

¡
32 + 12+ 4

¢
+

p


4
(9 + 3)1 1

2
() +

p


16
(15 + 12)1 3

2
()

+

p


4
1¡1

2
()¡ 3

16

3
215

2
()

olur. Sonuç (4.1) deki 1 1
2
(), 1 3

2
(), 1 5

2
() ve 1¡1

2
() de¼gerleri kullan¬larak

() =
1

16

n
4
¡
32 + 12+ 4

¢
 + (15 + 48+ 162 ¡ 33) erf(

p
)

+2

r



(3

3
2 + 8+ 17)

)

çözümü elde edilir.

Uygulama 4.3.6. Aşa¼g¬da verilen de¼gi̧sken katsay¬l¬ kesirli diferensiyel denklemin

çözümünü bulal¬m.

() +¡1() + () = 0 (0) = 1 1   · 2 (4.3.10)

Çözüm Kesirli Laplace dönüşümü uygulanarak

 f()g+  f¡1()g+  f()g =  f0g

¡ 


£
()¡

P1
=0 

¡¡1(0)
¤
+
£
¡1()¡

P0
=0 

¡¡2(0)
¤
¡ ()


= 0

¡ 

[()¡¡1(0)¡ ¡2(0)] + [¡1()¡¡2(0)]¡ ()


= 0

¡ ()

¡ ¡1() +¡2(0) + ¡1()¡¡2(0)¡ ()


= 0

(1 + )
()


= (1¡ )¡1()

()

()
=

(1¡ )¡1

(1 + )


ln() =
(1¡ )


ln(1 + ) + ln 

() = (1 + )
(1¡)


elde edilir. Son eşitlikte ters Laplace dönüşümü uygulan¬rsa

¡1 f()g = ¡1
n
(1 + )

(1¡)


o

() = ¡1
n
(1 + )

(1¡)


o

bulunur.
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SONUÇ: Bu tezde genel olarak kesirli hesaplamalar¬n temel kavramlar¬ detayl¬ bir

şekilde incelenmi̧stir. Kesirli diferensiyel denklemler ve s¬n¬r de¼ger problemleri için var-

l¬k teklik teoremleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca kesirli Laplace dönüşümleri ve diferensiyel

denklemlere uygulamalar¬ verilmi̧stir. Bu çal¬̧smada konuyla ilgili genel olarak kapsaml¬

bir derleme yap¬lm¬̧st¬r.
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7. Baş E., Y¬lmazer R., Panakhov E. S., 2013. ‘Fractional Solutions of Bessel

Equation with N- Method’ The Scienti…c World Journal-Mathematical Analy-

sis,Vol. 2013, ID 685695, http://dx.doi.org/10.1155/2013/685695, 1-8.
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