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OZET

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, diferansiyel denklemlerle ilgili temel tanimlara yer verilmistir.

Ikinci béliimde genellestirilmis KdV denklemi, soliton ve soliton etkilesiminin tarihgesi ve
kompaktonlar hakkinda bilgi verilmistir.

Ucgiincii ve dordiincii béliimlerde ise tezimizin asil kismini olusturan lineer olmayan
Drinfel’d-Sokolov (D(m,n)) denklemi ve lineer olmayan R(m,n) denkleminin Jakobi

eliptik fonksiyonlar yardimi ile yeni ¢oziimleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: KdV denklemi, Jakobi eliptik fonksiyon, Eliptik fonksiyon modiilii,
Kompakton ve soliton ¢oziimleri, Drinfel’d-Sokolov (D(m,n)) denklemi, Lineer olmayan

R(m,n) denklemi, Sine-cosine metodu.



SUMMARY

New Exact Jacobi Elliptic and Compacton Solutions of Nonlinear Some Partial
Differantial Equations
This thesis consists of four chapters.
In the first chapter, provides fundamental definitions related to differential equations.
In the second chapter, we give the generalized KdV equations, soliton and soliton
interaction history and compacton.

In the third and fourth chapter, produced new solutions by the help of fundamental part of
thesis Non-linear Drinfel’d-Sokolov (D(m,n)) equation and Non-linear R(m,n) equation’s

Jakobi elliptic function.

Key Words: KdV equation, Jacobi elliptic functions, Elliptic function modulus,
Compacton and soliton solution, Drinfel’d — Sokolov D(m,n) equation, Non-linear R(m,n)

equation, Sine — cosine method.
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1. BOLUM

1.1. TEMEL TANIMLAR

Tanim 1.1.1

Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerini i¢inde bulunduran bir denkleme diferansiyel
denklem denir. Baska bir ifadeyle bir veya daha fazla bagimsiz degiskenli bir fonksiyon ile
bu fonksiyonun bagimsiz degiskenlere gore tiirevleri arasinda verilmis bagintiya

diferansiyel denklem denir. Bir diferansiyel denklem

oy, Yy-o,
dx

veya genel olarak

dy d? d"
f(x,y,d—i,%, ....... , y

)=0,

seklinde yazilir. Burada y bagimli degisken, x bagimsiz degisken olup, denklemde tek
degiskenin tiirevleri s6z konusu oldugunda denklemler, adi diferansiyel denklemler olarak
adlandirilir [1] .

Tanim 1.1.2
Icinde en az iki bagimsiz ve en az bir bagimli degisken ile bagimli degiskenin
bagimsiz degiskenlere gore cesitli basamaklardan kismi tiirevlerini kapsayan denklemlere
kismi tiirevli denklem ad1 verilir [2] .
z bagimli; x ve y bagimsiz degiskenler olmak iizere kismi tiirevli denklem genel
olarak,

F(X,Y,2,2,,2,,Z,,,Z,, 2 yeneen )=0,

1EXI Sy Exxr Exyr Syy

seklindedir.

Tanimm 1.1.3
Tam ve rasyonel sekle sokulabilen bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve
tiirevleri yalniz birinci dereceden ve bunlar denklemde carpim halinde bulunmuyorsa bu
denkleme lineer diferansiyel denklem denir.
Bir diferansiyel denklemdeki en yiiksek tiirevin mertebesine (basamagima) denklemin

mertebesi ve en yiksek tlirevin derecesine denklemin derecesi denir [2].



Tamm 1.1.4

sn& =sn(&,m), cné=cn(&,m) ve dn&=dn(&,m) Jacobi eliptik sine fonksiyon,
Jacobi eliptic cosine fonksiyon ve {giinclisi de Jacobi eliptik fonksiyon olarak
isimlendirilmektedir ve 0<m<1 Jacobi eliptik fonksiyonun modiiliidiir. Glaisher’in
sembolleri olarak gosterilen Jacobi eliptik fonksiyonlari, asagidaki sekilde dort ana gruba

ayrilir [3] .

(1):sné , ené and  dné&

" — i — i fry i
(2):nsé = e’ ncé oz and nd<& anZ

) _sng _ sné _ cné
(3):sc& = _cnf , sd& _dnf and cdé& _dné

. = i = i = i
(4):csé = oF dsé& sz and dc& o

Jakobi eliptik fonksiyonlar asagidaki 6zelliklere sahiptir;

(1):cn*E+sn’E=1, dn’f+m’sn’s=1, m’(cn’é-1)=dn*¢-1
(2):ns’E—cs?E=1, nsPé—ds’E=m* ,  ds*E—cstE=1-m?
(B):nc’é—sc’ =1, dc’é—-(@-m?)sc’é=1, dc’E(@-m?)nc’E=m’
(4):cd*s+(1-m?)sd’c=1 , nd’6-m’sd’=1, mPcd’s+(1-m*)nd’s=1

(1):(sn&)’ =cn&dné , (cné)' =—snédné , (dn&)’ = —m’snéené
(2): (ns&)' =—csédsé , (csé)' =—ns&dséE |,  (dsé)’ = —nséesé
(3):(scé)’ =ncédeé , (ncE)' =sc&des |, (deé) = (1—m®)ncEscé
(4):(sd&) =ndéedé |, (cdé) =(m*—1sdéndé , (ndE) =mPedEsdE

Jakobi eliptik fonksiyonlarin m modiili m — 0 ve m — 1 i¢in asagidaki trigonometrik
fonksiyonlara doniistir:
m—>0 i¢in sné—sing, cné—cosé, sc&—tané, cs&—coté, ncE—secé,

m—1 icin sné—tanhé, cné—seché, sc&—sinhé, csé—csché,ncé —coshé .



Tamm 1.1.5

Bir diferansiyel denklemde ki en yiiksek tlirevin mertebesine (basamagina) denklemin
mertebesi ve en yiiksek tiirevin derecesine denklemin derecesi denir [2].

Eger diferansiyel denklem, bagimli degiskene ve onun kismi tiirevlerine gore birinci
dereceden ve katsayilar1 sabit ya da bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu ise bu denkleme
lineer denklem denir. Bir diferansiyel denklem lineer degilse lineer olmayan (non-lineer)
denklem adin1 alir.

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan lineer kismi
tiirevli denklemlerin genel formlar sirasiyla asagidaki gibidir.

P(X,y)z,+Q(X,¥) +R(X, y)z=S(x,y),
A% Y)z, +B(X,Y)z,, +C(x,¥)z,, + D(X,¥)z, + E(X,¥)z, + F(X,y)z =G(X, ).

Tanim 1.1.6

Bir kismi tiirevli denklem, denklemde bulunan en yiiksek basamaktan kismi tiirevlere
gore lineer ise bu denkleme yari-lineer (kuasi-lineer) denklem adi verilir [2].

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan yari-lineer

denklemlerin genel sekilleri sirastyla asagidaki gibidir:

P(x,y,2)z, +Q(X, Y, z)zy =R(X,Y,2)

A% Y,2,2,,2,)2, +B(X, Y, 2,2,,2,)z,, +C(X,Y,2,2,,2,)z,, + D(X,Y,2,2,,2,)2 =0.

X X! X X!

Tanim 1.1.7

Bir f fonksiyonu A kiimesinde tanimlansin. Kabul edelim ki f ve f 'in k. mertebeye

kadar olan tiim kismi tiirevleri siirekli olsun. O zaman f fonksiyonuna C*-sinifindandir

denir [2].

Tanim 1.1.8

Bir kismi tiirevli denklem yari-lineer ve denklemde goriilen en yiiksek basamaktan
tirevlerin katsayilari yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlari ise bu denkleme
hemen-hemen lineerdir denir [2].

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip ikinci basamaktan hemen-hemen lineer bir

denklemin genel sekli



A(X, ¥)z,, +B(X,y)z,, +C(x,y)z,, + D(X,Y,2,2,,2,)2 =0,

X!

formundadir. Burada A, B,C e C*[D] dir. Diger yandan

A(x,y) =[B(x, y)I —4A(x, y)C(x, Y)
fonksiyonunu tanimlayalim.
1) A(x,y)>0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda hiperbolik;
2) A (x,y)=0 esitliginin saglandig1 noktalarda parabolik;
3) A(x,y)<0 esitsizliginin saglandigi noktalarda eliptik tiptendir denir.

Tanmim 1.1.9
X ve Y keyfi elemanlar (fonksiyonlar, vektorler vs...) climlesi olmak {lizere X uzayinin

herbir elemanina Y uzayinin bir elemanini karsilik getiren doniisiime operator denir [4].

Tanmm 1.1.10
Matematik-Fizigin klasik operatorlerinden biri olan V Laplace operatorii
2 2 2 2 2 2
V:a—z, \Y% :8—2+6—2, \Y% :a—2+a—2+6—2,
OX ox~ oy ox® oy® oz
seklinde tanimlanir ve bunlara sirasiyla 1-boyutlu, 2-boyutlu, 3-boyutlu Laplace operatorii
denir.

Hiperbolik tipten bir denklem olan
oV

atZ

—c?VU =0,

seklinde ki bir denkleme de V' nin 1,2,3-boyutlu olmasi durumuna gore sirasiyla 1,2,3-
boyutlu dalga denklemi denir.
Bu denklemde c pozitif bir reel sabit ve genellikle, aksi soylenmedikge, t zaman

degiskenini gostermektedir. Ayrica VU,t ye gore tiirev igermemektedir. Buna gore 1,2,3-

boyutlu dalga denklemleri sirasiyla

U,—cU, =0,
U,—-c*(U, +U,,)=0,
U,—-c*(U,+U,+U,)=0,
formundadir. Bu tip denklemler elektro manyetik, hidrodinamik, ses yayilmasi ve quantum

teorisi gibi konularda ¢ok kullanilmaktadir.



Dalga denkleminin c¢oziimleri fiziksel olarak elektrik veya manyetik kuvvetlerin
dalgasini, bir ortamdaki ses yayilmasini, katilarda enine ve boyuna yer degistirme
dalgalarini ifade eder [2].

Matematiksel fizigin diger baz1 denklemlerini sdyle verebiliriz [2]

a) Iki boyutlu Laplace denklemi
2 2
Viu = 8_1: + 6—3 =0,
ox~ oy
b) Helmholtz denklemi
ViU +Au =0,

¢) Iki boyutlu Poisson denklemi

o°u  ou
—+—=T1(x,y),
o oy (x,y)

d) Biharmonik denklem
Viu=0,

e) Biharmonik dalga denklemi
1 &u
Viu=v*(Vu)=-=—,
(Vu) c® ot
f) Telegraf denklemi

2 2
ﬂ—cza—u+282t—u+ Au =0,
X

g) Schrodinger denklemi
Viu+a[E-V(x,Y,2)Ju=0,

h) Klein-Gordon denklemi
ViU +Au =0,



1.1.1 Teorem

(Birinci mertebeden yari lineer denklemler icin varlik ve teklik teoremi):

P(X,y,z), Q(x,y,z) ve R(x,y,z) fonksiyonlar1 (X,,Y,,Z,) noktasini kapsayan bir D CR?

bolgesinde C* sinifindan olsunlar ve kabul edelim ki

dy, (t,) _ dx, ()
dt dt

P(Xy, Yo:2Zp) Q(Xy: Yo, Z5) #0

olsun. O zaman (Xx,, Y,) noktasinin bir U komgulugunda, U'nun iginde yatan C egrisinin her
noktasmda z(X, (t), Y, (t)) = z,(t) baslangi¢ sartim1 ve Pz, +Qz, = R denklemini saglayan bir

tek z=1z(X,y)¢oziimi vardir.

1.1.2 Teorem (Cauchy-Kowalewski teoremi):

LA(X, y)z,, +2B(X, y)zxy +C(x, y)zyy +D(x,y)z, + E(X, y)zy +F(x,y)z=G(x,y),

denklemindeki katsayilar ve G fonksiyonu, xy-diizleminde, orjini kapsayan birQQ CR?
bolgesinde analitik olsunlar. Q@ da C(x,y)#0 olsun. x-ekseninin Q tarafindan kapsanan
parcasinda tanimlanmis keyfi, analitik h(x) ve o(x) fonksiyonlari verilsin. O zaman (0,0)
noktasinin bir N komsulugu vardir ve N de Lz=Gdenkleminin bir tek analitik

Z = (X, y) ¢oziimii vardir, Oyle ki N komsulugu tarafindan kapsanan X -ekseni iizerinde

?,(X,0)=h(x), ¢,(x,0)=0(x) saglanir.



2. BOLUM

2.1. GENELLESTIRILMIS KdV DENKLEMI

KdV denklemi olarak bilinen denklem, 1855 yilinda D.J. Korteweg ve G.de Vries [5]
adinda iki bilim adami tarafindan si1g sulardaki dalga yayilimimin gozlenmesiyle
olusturulmustur. Bu denklem gegen yiizyildan beri bilinmesine ragmen fiziksel 6zellikleri
tam olarak elde edilememistir. KdV denklemi 1844’de John Scott Russel tarafindan
gozlemlenmis tek dalgalar (solitary wave) icin en basit ve faydali modellerden biridir.
Martin Kruskal ve Norman Zabusky [6] adindaki iki bilim adami, dalga hareketine benzer
tekrarlamalar1 KdV denklemi ile olusmus bir sistemle gézlemlemislerdir. Bu tek dalganin
ozelliklerinden biri de birbirleriyle ¢carpigmalar1 ve bu ¢arpisma hareketi sonunda sekil ve
bicimlerini korumalaridir. Bu da tek dalgalar i¢in KdV denkleminin elastik oldugunu
gosterir. Dalganin dogal yapisindan dolayi, Zabusky ve Kruskal bu tek dalgay:r ““ soliton”
olarak adlandirmistir. Ayrica Zabusky ve Kruskal [6], periyodik sinir sartlariyla KdV
denkleminin sayisal ¢oziimiinii gozlemlemislerdir.

Lineer olmayan dalga yapisi hakkindaki bilgiler, modern matematiksel fizigin
gelismesinde Onemli kavramlardan biri olan soliton taniminin kullanildigr fizik ve
matematik arasindaki ortak c¢alismalarla elde edilir. KdV denkleminin ¢6ziimiinde
solitonlar dagilma 6zelligi gostermezler. Klasik KdV denklemi lineer olmayan baz fiziksel
bolgelerde gozlemlenebilir. Baslangic olarak Karpman [8] ve Bisognano [9] tarafindan
lineer olmayan noétr yiizeylerdeki dalga hareketi ve dairesel bir gemberdeki siddetli 1sinlar
icin KdV denkleminden yararlanilarak teorik modeller gelistirilmistir. Bu denklem; kati,
sivi, gaz ve plazma soguk bir yiizeyde ki magnetikhidrodinamiklerde; lineer olmayan
yaylarla birlestirilmis esit kiitleli bir boyutlu kafeslerde ki boylamsal dalga yayilimlarinda;
Fermi probleminde, soguk bir plazmadaki akustik iyon dalgalarinda, tiipteki akiskanin
yoniinde ve elastiki gubuklardaki boylamsal dalgalarda ve bunlar gibi daha birgok fiziksel
uygulamaya sahiptir.

Gegen 50 y1l boyunca lineer olmayan denklemlerin tam ¢oziimlerinin yorumlari i¢in
genis bir arastirma sahasi olusturulmustur. Lineer olmayan denklemler icersinde en iyi
bilinenlerden biri de KdV denklemidir. Bununla birlikte matematik ve fizigin cesitli

dallarinda lineer olmayan KdV denklemi kullanilmaktadir.



Genellestirilmis Korteweg-de Vries denklemi (GKdV)
u, +6u’u, +u,, =0
seklinde verilebilir. Buradaki ikinci u"u, ve tglincli u,, terimleri sirasiyla iletim ve

dagilma terimlerini gosterir. GKdV denkleminin solitonlar1 lineer olmayan iletim ve
dagilma terimleri arasindaki iliskiyle olusur. Dagilma etkisi dalgaformunun hizini
olustururken lineer olmayan iletim etkisi de dalgaformunun seklini olusturur. Bu iki
terimin karsilikli etkilesimlerinden sabit bir dalgaformu olusur (solitary wave). Her bir
soliton karsiliklt etkilesimlerine ragmen degismez. Solitonlarin yapisi sistemin
parametrelerinin zamana bagli oldugunu garanti eder ve bdylece solitonlarin stabil oldugu
goriilir. GKdV denkleminin en 6nemli durumlarindan biri modifiye edilmis Korteweg-de
Vries (mKdV) denklemidir. Bu denklem n=2 i¢cin GKdV denkleminin tiiretilmesiyle
olusur ve bu denklem elektrodinamikler de, ince tabakalardaki elektromagnetik dalgalarda,
yogunluk katmanlarinin i¢ kisimlarinda, elastik araclarda ve trafik akiglari gibi birgok

fiziksel uygulama alanina sahiptir.

2.2. SOLITON VE SOLITON ETKILESIMININ TARIHCESI

1834°de John Scott Rusell tek dalga (solitary wave)’y1 Edinburg-Glasgow kanalinda,
seklini degistirmeyen uzun bir su dalgasi olarak gézlemlemistir. Bu dalgayr “biiylik dalga
kaymas1” olarak adlandirmis ve gozlemlerini 1844°de “Dalgalar iizerinde rapor (Repor on
Wave)” makalesinde agiklamistir. Bu makalede, tek dalganin periyodik bir dalga olmayip
seklini degistirmeyen, tiimsek seklinde, simetrik izole edilmis sekilde yayilan bir dalga
oldugunu aciklamistir. Bunu takriben, benzer dalgalarin iiretilmesiyle ilgili daha yogun
caligmalar yapilmistir. Bu deneysel bilgilere dayali olarak Rusell, tek dalganin u hiz1 ve
sonlu bir h derinligindeki sivinin serbest yiizey {izerinde maksimum a genligi arasinda
u’=g(h+a) (2.2.1)
formunda 6nemli bir baginti bulmustur. Burada g yercekimi ivmesidir. Su dalgalariyla

ilgili, Airy ve Stokes’in teorilerine zit olan bu goriisler, yani Rusell’in tek dalga hakkindaki
yorumu, tek dalganin varlifi ve bu dalganin bir sivi ortaminda seklini degistirmeden
yayilmasiyla ilgili diislincesiyle birlikte pek cok problem ortaya ¢ikmistir. 1870’lere kadar
bu fikirler pek kabul gérmemesine ragmen, yalniz 1871°de J. Boussinesq [10] ve 1876°da

Lord Rayleigh [11] tarafindan benimsenmistir. Bu bilim adamlar1 da yapigskan olmayan ve



sikistiritlamayan sivilarin hareket denklemini (2.2.1) formunda ¢ikarmislardir. Gergektende

onlar tek dalga profilini Sekil 1°de ki, herhangi bir a>0 igin
z=n(xt), B =3a/{4h’(h+a)} olmak iizere;

n(xt) =asech’ {f(x—ut)} (2.2.2)

¢Ozliimiini bulmuslardir.

A

n(x,t)

h

v

O A

Sekil 2.2.1. Tek dalga (Solitary wave)

Bu yazarlar sadece a<h olmak iizere gegerli olan sech® ¢oziimiinii bulmalarina

ragmen, (2.2.2.)’yi ¢6ziim kabul eden herhangi bir diferansiyel denklem bulamamislardir.
Bununla birlikte Boussinesq, ¢ =./gh sig su dalgalarinin hiz1 olmak iizere bdylesi uzun

dalgalar i¢in;

3.7 1
77tt = CZ {77)()( + E(%)XX + § hznxxxxi| (2'2'3)

seklinde lineer olmayan yayillma denklemini ortaya koymustur. Bu Boussinesq [10]
denklemi olarak bilinir ve bunun ¢6ziimii;

n(x,t) =asech’[(3a/h®)"*(x £ ut) | (2.2.4)
formundadir. Bu ¢6ziim ise hem pozitif hem de negatif yonde hareket eden dalgay1

gosterir.



Bu calismadan 60 yil sonra, 1885°de D.J. Korteweg ve G.de Vries [7] adindaki iki
Hollandali bilim adami, Scott tarafindan goézlemlenen olayin bir agiklamasini veren

matematiksel bir model ortaya koyarak p yogunluklu bir su yiizeyi {izerinde tek yondeki

dalgalarin yayilisi i¢in, simdi iyi bilinen;

c 3 1
t h [( 2 ) X 2 XXX} ( )

denklemini elde etmislerdir. Bu denklem KdV denklemi olarak bilinir.

1955’de Fermi, Pasta ve Ulam’in [7] Los Alamos bilim laboratuarindaki lineer
olmayan kiitle-yay sistemlerinin sayisal modelleri {izerine raporlariyla KdV denkleminin
tek dalgasiyla ilgili teori ve uygulamada ki gelismeler devam etmistir. 1914’de Debye
iddia etti ki;*“Harmonik olmayan bir kafesin sonlu 1s1 iletkenligi, yaylardaki lineer olmayan
kuvvetler yliziindendir.” Bu goriis Fermi, Pasta ve Ulam’1 diizgiin baslangic durumunun
sonunda lineer olmayan terimler yiiziinden biitlin sekiller arasinda enerjinin ayni oranda
dagildigina inandirmistir. Fakat onlarin ¢alismalari sekiller arasinda enerjinin ayni oranda
dagilmadigini gostermistir. Biitiin enerji baslangigta en diisiik seviyede olmasina ragmen,
degisik diisiik mertebeden sekiller arasinda ileri ve geri hareketinden sonra yine en diisiik
seviyesine geri doner. Bu ger¢ek Fermi, Pasta ve Ulam’in (FBU) tekrarlanan olay1 olarak
bilinir.

(FBU)’nun dikkate deger bu arastirmasi, Martin Kruskal ve Norman Zabusky’nin [6],
tekrarlamanin nasil oldugunu anlamak icin lineer olmayan kiitle-yay sisteminin siirekli bir
modelini gelistirmelerine neden olmustur. Kruskal ve Zabusky Boliim (2.1) de bahsedildigi
gibi bu tek dalgalari solitonlar olarak adlandirmiglardir.

Daha sonra, Gardner ve digerleri [12] ve Hirota [13-14] herhangi bir pozitif n
tamsayisi i¢in n-soliton arasindaki etkilesimi agiklayan KdV denkleminin analitik
¢oziimlerini  ortaya koymusglardir. Solitonlarin deneysel dogrulanmasi ve etkilesimleri
Zabusky ve Galvin [15], Hammack ve Segur [16], Weidman ve Maxworty [17] tarafindan
basarili bir sekilde gosterilmistir. Dolayisiyla bunlarin bu buluslar1 son 30 yil boyunca
yaygin, teorik, deneysel ve islemsel calismalara yol agmistir. Simdi benzer 6zelliklere
sahip pek c¢ok lineer olmayan model denklemleri bulunmus olup uygulamali matematikte
ve fizikte ¢esitli branslara ayrilmistir. Bu tiir denklemlerin soliton ¢6ziimlerini bulmak igin
pek cok metot gelistirilmistir [18-19]. Son olarak asagidaki ifadeleri vermemiz uygun
olacaktir. Soliton kavraminin kesin tanimini vermek kolay degildir, bununla birlikte lineer

olmayan kismi diferansiyel denklem veya sistemlerin herhangi bir ¢6zlimiiyle
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iligkilendirilebilir. KdV denklemi ve diger benzer denklemlerin tek soliton ¢oziimii
(solitary-wave) genellikle tek dalga olarak kullanilir, eger birden fazla soliton ¢oziimii
varsa solitonlar olarak adlandirilir. Bagka ifadeyle bir soliton diger bir solitondan sonsuz
olarak ayriliyorsa bir tek dalgadir. Ayrica KdV denkleminden baska denklemler i¢in tek
dalga ¢oziimii sech® fonksiyonu olmayabilir, fakat sech veya tan™'(e®) olabilir.
Gergekten de bazi lineer olmayan denklemler tek dalga ¢éziimiine sahip olup solitonlara
sahip olmazken, KdV denklemi gibi denklemler solitonlar olan tek dalgalara sahiptirler.
Gergekten soliton kavram1 matematiksel fizikte yeni bir paradizm olarak sekil almistir. Son
zamanlarda soliton kavrami ¢ok yaygm olarak kullanilmistir. Ornegin; lineer olmayan
Schrodinger denklemi (NLS) [20]: plazma dalgalarini, lineer olmayan optik dalgalarini
modellemek i¢in kullanilir. NLS denklemi sarmal (envelope) solitonlara sahiptir. NLS
denkleminin solitonlar1 genlige bagli degildir. Fiziksel olarak, onceki ¢aligmalarda bu
solitonlarin yiiksek frekansli solitonlar oldugu sdylenmistir [21-23]. Bir baska 6nemli
model denklemi de Sine-Gordon denklemidir. Bu denklem de elementer pargaciklarin
birlestirilmesi teorisindeki lineer olmayan dalga hareketini,vmanyetik akintiy1 ve
kristallerdeki bozuklugu tanimlamak i¢in kullanilir. SG denklemi ise soliton , antisoliton
(veya kink, anti-kink) ve ayni eksene gore simetrik solitonlara (breather solitonlara )

sahiptir. Ayrica bu solitonlarin hiz1 dalganin genligine bagh degildir.

~

e AN '
/ <
/r\ ﬂ\,

m’ﬂ r\-—.
7 L\
-~ . fr

~N s
~ /s
A / .
~

—

Sekil 2.2.2. Bir sarmal (envelope) soliton
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1 n(x,t)

antisoliton

0

Sekil 2.2.3. Soliton veya antisoliton

Sekil 2.2.4. Ayni eksene gore simetrik solitonlar (Breather solitonlar )

2.3. KOMPAKTONLAR

1993 yilinin basinda Rosenau ve Hyman [24], kompakton olarak adlandirilan
kompakt destekli solitary dalgalarin bir sinifin1 verdi. Kompaktonlar, sonlu dalga
uzunluguna sahip veya ist liste gelmeyen solitonlar olarak adlandirilir. Bagka bir deyisle
kompaktonlar, uglar1 sonsuza gitmeyen solitonlar olarak ifade edilir ve solitonlarin aksine
bir kompaktonun genisligi, genlikten bagimizdir. Rosenau ve Hyman doga olaylarinda,
solitary dalgalarinin; nitelik olarak biiyiik degisikliklere neden olabilen lineer olmayan bir
sacilmanin etkisi altinda kompaktlasabilecegini ispatladi. Kompaktonlarin esnek bir
sekilde carpistigt ve daha sonra benzer bir sekilde tekrar ortaya ¢iktig1 ispatlanmigtir.

Sonlu bir merkez bolgenin disinda ortadan kaybolan solitary dalga ¢oziimleri;

u + "), +Uu"),, =0, n>1
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olarak verilen lineer olmayan K(n,n) sagilma denklemlerinin iki parametreye sahip
ailesinin ¢ozlimleridir.

Daha once verildigi gibi, solitonlar; zayif lineer olmayanlik ile sagilma arasindaki
dengenin bir sonucu olarak ortaya ¢ikar. Bununla birlikte, dalga sagilmasi tamamen lineer
olmayan oldugu zaman bazi orijinal 6zellikler gozlenebilir. Lineer olmayan sag¢ilmanin en
ilgi cekici 6zelligi, sonlu dalga uzunluguna sahip ve iist iiste gelmeyen solitonlar olan
kompaktonlarin varligidir.

Kompaktonlar, solitonlarin olaganiistii bir 06zelligi olan, diger kompaktonlarla
carpigsmadan sonra ayni sekil ile ortaya ¢ikma 6zellikli, solitary dalgalar1 olarak tanimlanir.
Dalga sacilmasi tamamen lineer olmayan ise, bazi orijinal 6zelliklerin gézlemlenebildigi
ve bu olaganiistii 6zelliklerden en kayda deger olaninin kompaktonlarin varligi oldugu

[24]° de verilmistir. Su ana kadar verilen kompakton tanimlar1 asagidaki gibidir:

(1) Kompaktonlar, sonlu dalga uzunluguna sahip solitonlardir.
(i) Kompaktonlar, kompakt destekli solitary dalgalardir.
(ili)  Kompaktonlar, iist liste gelmeyen solitonlardir.
(iv)  Kompaktonlar, solitonlara benzer direngli solitonlardir.
Lineer olmayan K(n,n) sagilma denklemleri, a>0 i¢in kompakt solitary yapiya sahip

ve
u +a@"), +@u"),, =0, a>0, n>1 (2.3.1)
formunda bir lineer olmayan KdV denklemi ailesidir. Kompakt yapilarin kararliligi ve
varlig1 [25] de incelenmistir.
(2.3.1) denklemine a ilave edilmesi ile elde edilen denklem odaklama kolu olarak
adlandirilir. Bununla birlikte, [24] ve [26]” da c¢alisilan ;

u —a@"), +@u"), =0, a>0, n>1 (2.3.2)
denklemine defocusing branch denklemi denilir. (2.3.1) denklemi focusing branch
denklemi olup, (2.3.1) ve (2.3.2) denklemlerinin her biri farkl fiziksel yapilara neden olan
iki farklt model sunar. Kompaktonlarin bu 6nemli kesfi, son yillardaki bir¢ok Onemli
calismaya oOnciiliikk etmistir. Kompakton ¢aligmasi Hidrodinamik modellerdeki demetlerin
peformasyonu, akigkan damlalarinin fizyonu ve eylemsiz fiizyon gibi bir¢ok bilimsel
yontemi anlayabilme imkani verir.

Kompaktonlar hakkinda daha fazla bilgi i¢in [25-30] daki referanslara bakilabilir.
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3.BOLUM

3.1. NONLINEAR DRINFEL’ D — SOKOLOV (D(m,n)) DENKLEMININ YENIi
COZUMLERI

(3.1)
v, +a(v"),, +buyv+cuv, =0,

{ut +(v"), =0
formundaki Drinfel’d-Sokolov (D(m,n)) denklemini g6z Oniine alalim, burada a,b,ce R
dir. (3.1) denklemi, s1g su dalgalarint modellemek i¢in kullanilan bir denklemdir. Inc [31]
tarafindan baglangic sartli (3.1) denkleminin Jakobi eliptik ¢oziimleri Adomian ayrigim
yontemi kullanilarak elde edilmistir. Xie ve Yan [32], (3.1) denkleminin kompakton
¢cOziimlerini sine-cosine metodu kullanarak elde etmistir. Pek c¢ok analitik yontem
kullanilarak (3.1) denkleminin dalga ¢dziimleri bulunmus ve faz yoriingeleri ¢izilmistir
[33-35]. (3.1) sisteminin literatiirde var olan ve yeni ¢oziimlerini elde etmek istiyoruz.
Bunun i¢in (3.1) denklemine

u(x,t)=U(é) , v(x,t) =V (&), &E=k(x-At), k,AeR (3.2)
seklindeki dontistimleri uygularsak,
AU'—(V") =0,
{ﬂV’+ak2(\/”)"'+bU’\/ +cUV'=0,

(3.3)

formunda ki adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir, burada ab,c,m ve n
parametrelerdir.
(3.3) deki ilk denklemin integralini alirsak;

u=1vric, (3.4)
A

bulunur, burada C integral sabitidir. (3.4) denklemini (3.3) sisteminde kullanir ve her iki

tarafi bir kez integre edersek C, integral sabiti olmak iizere,

bm+c v _

(CC—/1)V+ak2(\/”)”+m 0

(3.5)

elde edilir. Burada cebirsel islemlerin daha kolay olmasi igin C, integral sabitini sifir

alalim.



(3.5) denkleminin Jakobi eliptik ¢oziimlerini elde etmek icin asagidaki bagintiyi

kullanacagiz,

V(&) = Asn’ (BE, ) (36)
burada A ve B belirlenecek sabitler , ¢, Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliidiir.
(3.6) bagmtisindan gerekli tiirevler alinirsa;

V($) = Asn’(B¢&, 1),

V(&) = A'sn™(BS, 1),

(V"(£)) =BA'ngen(BS, ()dn(BE, £)sn"(BS, 1),

(V"(£)"=B*A"(nB-Dnpsn”*(BS, ) - B*A'np[(nS -1+ %) + (L +1)]sn"™ (BE, £)
+B*AB[A (NS —1) + (L +1)]sn™**(BE, (),

(3.7)
bagintilart bulunur. Bulunan bu tiirev degerlerini (3.5) denkleminde yerlerine yazarsak,

(cC —2)Asn”(BE, () +ak*B*nB(nB —1) A"sn™*(BE&, () —ak’B*A'n 8

[(NB-DA+*)+ 1+ ) |sn™ (BE, €) +ak*B* A'nB[ (*(nB 1)+ ((C+1) [sn"*(BE, ()

bm+c A g mD (Bf, g) — O,
A(m+1)

(3.8)
elde edilir. (3.8) denklemi igin iki farkli durum s6z konusudur. Bunlar asagidaki
durumlardir.

Duruml: p=nfg-2, n=l
ng=(m+1)p,
(cC-2A)A+ak’Bnp(np-1)A" =0,
bm+c
——— A™ —ak’B’A'n np -1+ * (+1)|=0, 3.9
it pL(OB -+ )+ (£+D)] 39)
Durum 2: g=ng, n=1,
pMm+1)=5-2,
(cC—ﬂ)A—akZBZA“nﬂ[(n,B—l)(1+52)+(ﬁ+1):|:0,
bm+c
A™ +ak’B’nB(np -1)A" =0, 3.10
2meD) Anp-1) (3.10)
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Yukaridaki iki farkli durumun ¢éziilmesiyle,

CAM+D)(A-cC)[ (2m+ 1)1+ )+ m(1+ 1) |

n=m+1 ,Bzi, A
n-1

(bm+c)(m+2)
Ke_M (bm+c) 1)
(m+DB Y\ 24a[ 2m+ DA+ ) +m@A+0) | :
n=1 ﬂz_z, Afm:(bm+C)[(2+m)(1+€2)+m(1+£)],
A(A=cC)(m+1)(m+2)
‘ =E\/ T ! (3.12)
BV2(m+2)1+?)-2m(1+ ()

degerleri elde edilir.

Tip 1: D(n-1,n)denkleminin kompakton ¢6ziimlerini bulmak i¢in n>1 olmak {izere

(3.11) deki degerleri kullanirsak,

AM+1)(A-cC)[(2m+1)(L+ %) + m(1+ 1) ]
(bm + c)(m + 2) )

v,(&) :[

1

2| M (bm +c¢) (D
3 [(””1) \/Zﬂa[(2m+1)(1+ﬁ) +m(1+ﬁ)](x‘”)’fﬂ BN CEE)

(Mm+1)(A-cC)[ Cm+D)(A+£*) +m(1+ 1) ]
(bm + c)(m + 2) *

an[ m \/ (bm +¢) (xﬂt),[]]JrC, (3.14)
(m+1) \22a[ 2m+ DA+ ) +m@1+ 1) |

U (é:) = |:

Jakobi eliptik ¢oziimleri elde edilir. (3.13) ve (3.14) ¢ozlimlerinde eliptik fonksiyonlarin

modiiliini ¢ - 0 ve { — 1 i¢in alirsak;
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A(M+1)(A—cC)[(Bm+1)] y

Vi) = { (bm +c)(m + 2)

1

sinZ[ m (bm +c) ](x— M)H(w, (3.15)

(m+1)\22a[(3m+1)

(Mm+1)(A-cC)[(Bm+1)] y
(bm+c)(m+2)

., m (bm+c¢)
sin [(m+1)B /2/1a[(3m+1)](x_lt)ﬂ+c' (3.16)

A(m+1)(A—cC)[(6m+2)] y
(bm+c)(m+2)

ul,l(é:) = |:

V1,2 (5) = |:

1

5 m (bm+c) B o
tanh [(m+1)\/2/1a[(6m+2)](x M)J] ’ (3.17)

(M+1)(A-cC)[(6m+2)] y
(bm+c)(m+2)

) m (bm+c)
tanh ((m+1) \/Zﬂa[(6m+2)](x_/u)ﬂ+c’ (3.18)

u, (ég) = |:

sirastyla, formundaki kompakton ve soliton ¢oziimleri bulunur.

Tip 2: D(m,1) denkleminin kompakton ¢éziimlerini bulmak i¢cin m <0 olmak tizere, (3.12)

denklemini kullanirsak,

(bm+c)[(m+2)(1+ﬁ2)—m(1+12)}
(&) = A(A=cC)(m+1)(m+2)

: (cC=1) e
N {m\/Z[(2+m)(1+€2)—m(l+ﬁ)J(X ’“MH / (3.19)
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(bm+c)[(m+2)(1+132)—m(1+£)]
L) = | — o) mim2)

sn’ {m\/ (cC-4) (xﬂt),ﬁﬂjtc, (3.20)
2/ (2+m)(L+2)-m(L+0)

formundaki yeni Jakobi eliptik ¢oziimleri elde edilir. (3.19) ve (3.20) ¢oziimlerinde modiilii
¢ — 0 ve { — 1 i¢in alirsak;

Ol 2(bm-+c) L (m .
V=i (8) = Z=cC)m+t)(m2) <" (ZV(CC%)(X_’H)H !

(3.21)

b -
u,, (&)= 7 (ﬂ—czc(:)zrr]n+f1))(m+2) x Sin (nzq«/(cC—Z)(x—lt)ﬂ +C,

(3.22)

v, () = { 4(bm-+c)

2 C-1 "
A(A—cC)(m+D)(m+2) " [2‘ = > )(X—/It)ﬂ :

(3.23)

_ 4(bm+c) ) (cC-2)
Uy, (<) = [/12 (—cC)(m+1)(m=2) ~ (g} (X‘M)H +G

; (3.24)

kompakton ve soliton ¢dziimleri bulunur.

(3.5) denkleminin ikinci tip eliptik ¢oziimlerini elde etmek i¢in
V(&) = Acn’(BE, () (3.25)
bagintisini kullanacagiz. (3.25) bagintisindan (3.5) denklemi igin gerekli tiirevleri
V(&) = Aen’ (BE, 0),
V"(£) = A"en™ (BS, 1),
(V"(£)) =-BAnAdn(BS, ()sn(BE, ()en™ " (BE, 0),
(V" (&))" =B*A"(nS-DnBA-(*)en™?(BE, £) + B AnB[(07 + (L -1+ (nS -1)(21° -1)]
cn™ (BE,1) = BEA B[ +1+ ((nB—D)]en” " (BE, 0),

(3.26)
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bulunur. Bulunan bu tiirev degerlerini (3.5) denkleminde yerlerine yazarsak;
(cC —A)Acn”(BE&, () + ak’B*A"(ng —nB(L— *)cn™?*(BE, () + ak*B? A'n 3 x
[(Z + 0+ +(nB-1)(2¢* —1) |en™ (BE, () —ak*B* A'nBL[ (1+ ) + £(nB —1) |cn™*(BE, ()

bm+c

+———— A"en” " (BE, () =0, 3.27
2meD) (BS.0) (3.27)

elde edilir. (3.27) denklemi i¢in de iki farkli durum s6z konusudur. Bunlar asagidaki

durumlardir.
Durum1: ng=pg(m+1), n=1
B=np-2,
(cC — 2)A+ak*B* A" (NS - Hnp(L— *) =0,
kB ANB[ (¢ + 1) + (-1 1) ]+ ;’(”r;:i) A™ =0, (3.28)

Durum?2: g=ng, n=1
p(Mm+1)=np -2,
(cC-A)A+ akZBZA”nﬂ’[(C2 +(+)+(npg-1)(2° —1)] =0,

bm+c
A(m+1)

ak’B>A"(ng -nB(L - *) + A" =0, (3.29)

Yukaridaki iki farklt durumun ¢oziilmesiyle,

_AM+D)(eC - ) [ ML + L =1)+(m+2)(2¢° 1) ]
- (bm +c)(m + 2)(L— ) ’

n=m+1 ﬁ=i, A
n-1

K—__M _ (bm +c) 230
(m+1)BY 24a[m(¢* +(-1)+(m+2)2" -1)] -
n=1  p=-Z, pon 2 EMEO[ME -0+ (m+ 2207 - |
m A(A—cC)(m+2)(1- (%)
) EJ e ' (3.31)
B\[2a[m(* + (1) + (m+2)(2¢" ~1) ]
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degerleri elde edilir.

Tip 1: D(n -1, n) denkleminin kompakton ¢éziimlerini bulmak i¢in n >1 olmak iizere

(3.30) denklemindeki degerleri kullanirsak;

[ AM+D)(C - A [ ML+ -1) +(m+2)(20C° ~1) ]
V(o) = (bm + c)(m + 2)(1— () *

1

=
anL m J (bm +¢) (x—ﬁt),fﬂ . (3.32)

(m+1)Y 22a[m(€ + (1) +(m+2)(2¢* ~1)]

e (M+1)(cC —A)[M(L* + L =1)+2(m+1)(2¢* - 1) ]
(6)= (bm+c)(m+2)(1— %) *

cn? ( m \/- (bm +¢) (x = At), f}] +C, (3.33)
(m+1) Y 22a[m(* +(-1)+(m+2)(2¢* —1) ]

yeni Jakobi eliptik ¢oziimleri bulunur. (3.32) ve (3.33) ¢6ziimlerinde modiilii { — 0 i¢in

alirsak;
D
v (8= {21(m+1) (A—cC) xcosz( m  [(m+o) X2 } | (334)
' (bm+c)(m+2) 2(m+1)\{ Aa(m+1)
|2m+ra-c0) [ m  [Gm+o), |
O { bmroym+2) [Z(m )\ 2aman ™ M)]_ e (3:35)

kompakton ¢oziimleri elde edilir. Ayni ¢6ziimlerde modiilii ¢ — 1icin alirsak;

v,,(&) > ve u, >C, (3.36)

bulunur.

Tip 2:D(m,1) denkleminin kompakton ¢oziimiinii bulmak i¢cin m<O0 icin (3.31)

degerlerini kullanirsak;
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| (bm+ c)[m(¢* +(—1)+(m+2)(20* —1) ]
&)= (A —cC)(m +2)(1-12) §

1

2 A—cC : "
o (m\/Za[m(fz +0=1)+(m+2)(2 —1)]()(_’“)’[}] ’ (3:37)

(bm +c)[m(&* + £ -1) +(m+2)(2¢° 1) ]
2 (A—cC)m+2)(1— ) *

) A—-cC
o {m\/Za[m(ﬁz +(-1D)+(m+2)(2¢° -1)] (x=40), []] e (3.38)

u, (<) {

seklindeki ikinci tip Jakobi eliptik ¢oziimleri bulunur.

(3.37)ve (3.38) ¢ozlimlerinde eliptik fonksiyonun modiiliinii ¢ — 0 i¢in alirsak;

_1
m
v, (&) =| Z2maDbm+e) ol €2 Iyl (3.39)
’ A (A-cC)(m+2) 2 a
ve
0, (&) =| ZAmEDOM+0) | oge| /M(x _a)||+c, (3.40)
’ A (A —=cC)(m+2) 2 a
kompakton ¢oziimleri elde edilir.
Ayni ¢oziimlerde modiilii ¢ — 1 i¢in alirsak;
V,,(§) > o ve u, >C, (3.41)

bulunur.

(3.5) denkleminin farkl1 bir Jakobi eliptik ¢oziimlerini elde etmek icin asagidaki bagintiy1
kullanir ve
V(&) = Asc”(BE, () (3.42)

gerekli tlirevleri alirsak;

21



V(&) = Asc”(BS, 1),
V(&) = A'sc™(BE, (),
(V"(&)) = BA'nBdc(BE, ()nc(BE, £)sc™(BE, (),
V(&) =B AnAMA-1)sc™*(BE, () + B ANMB[(NB -2~ ) +2— (]sc™ (BE, ) +
B2A"(nB)’(L— (*)sc”?(BE, () (3.43)
bulunur. Bulunan bu tiirev degerlerini (3.5) denkleminde yerlerine yazarsak;
(cC —A)Asc”(BE, () + ak*B*A'nS(nB —1)sc™ ?(BE, () + ak’B*A™n g
[(nB-1)(2—*)+(2— () ]sc™ (BE, () + ak*B* A" (nB)* (1 £*)sc™*(BE, £) (3.44)

bm+c
+
A(m+1)

Am+1SC/;’(m+1) (bé;, 6) — 0

ifadesi elde edilir. (3.44) denkleminde ise asagidaki farkli iki durum s6z konusudur.

Duruml: p=nfg-2, n=l
ng=(m+1)p,
(cC-A)A+ak’B np(np-1)A" =0,

bm+c

mAm“+aszzA”n,B[(nﬁ—1)(2—£2)+2—£]:O. (3.45)
Durum2: g=ng, n=1,

pm+1)=np-2,

(cC-A)A+ak’B*’Anp[(nf-1)(2—(*)+2-(]=0,

bm+c .. s nn B

Ama1) A™ +ak’B*"A'ng(npf-1)=0. (3.46)

(3.45) ve (3.46) cebirsel denklemlerini ¢ozersek;

_AM+1)(cC - ) [(M+2)(2-*) +m(2- 1) ]

2 at
n=m+l =T A (bm+ c)(m+2)

K—__M B (bm +¢c) a7
(m+DBY 24a[(m+2)2-)+m2-0)] :
Ve
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n=1 p=-2 A,m:(bm+c)[(m+2)(2—ﬁ2)—m(2—e)]’
m A(m+1)(cC - 2)(m +2)

k=" A-cC | (3.48)
BY\2[(m+2)2-)-m(2-1)]
degerleri elde edilir.

Tip 1: D(n—1,n) denkleminin kompakton ¢éziimlerini bulmak i¢in (3.47) bagmtisindaki

degerleri kullanirsak agagidaki yeni tip Jakobi eliptik fonksiyon ¢éziimleri bulunur.

AM+1)(cC-A)[(M+2)2-*)+m(2—10) ]
(bm + c)(m + 2) :

Vs(é) :{

1

2 __M (bm+c) / (n-1)
¥ {(m +1) J_ 2za[(m+2)(2_52)+m(2_f)}(xM)vfﬂ . (3.49)

(m+1)(cC - ) [ (M+2)(2—-(*)+m(2-1) ]
(bm+c)(m+2) §

Us (5) = |:

2| M (bm+c)
N [(””1) J_ 24a[(m+2)(2- (') + m(2£)](XM)’KH+C' (350)

Yukaridaki (3.49) ve (3.50) ¢oziimlerinde eliptik fonksiyonun modiiliinii { — 0 ve ( —>1

i¢in gz Oniine alirsak,

1

[4am+1’(cC-21) m (bm+c) )

Vaa(e) = | (bm+c)(m+2) tan [zﬁ(m +1)\ Aa(m+1) x M)]] ' (3.51)
[Am+'eC-A) of  om [ Gmo) ]

U, (&) = omro)m2) tan [ T zmeD\ Jamed (X /u)ﬂ C, (3.52)

1
3 24(m + 1)2 (cC-21) < sinh2 m 3 (bm+c) (n-1)
Vs2(6) = { (bm +c)(m +2) sinh [Z(m +1) \} Aa(m+1) - M)’lﬂ ' (353)
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usz(é):{z(m+l)2(cc_/1)xsinhz( m /- (bm + ¢) (x—/lt),lﬂ+c, (3.54)
‘ (bm+c)(m+2) 2(m+1)\ Aa(m+1)

sirasiyla, soliton ve solitary pattern ¢dziimleri bulunur.

Tip 2: D(m,1) denkleminin m <0 igin yeni tip Jakobi eliptik ¢dzlimlerini elde etmek igin

(3.48) deki degerleri kullanirsak,

(bm+c)[(M+2)(2—(*)-m(2— () ]
Am+D(cC-Hm+2)

Ve(é) =|:

1

sc? (m \/ A-cC (x = At), fﬂ " (3.55)
2(m+2)2-*)-m(2-1)

(bm+c)[ (m+2)(2—*)-m(2-1) ] §

(<) :{ 22 (M+1)(cC — )M+ 2)

sc{m\/ A-cC (x—;tt),fﬂJrC, (3.56)
2M+2)(2— ) —m(2—1)

elde edilir. (3.55) ve (3.56) ¢oziimlerinde modiilii { — 0 ve { — ligin gbz Oniine alirsak,

_ _1
B 4(bm+c) y [ m — B m
v,. (&) = A D)(eC - A)m+2) tan (—2\/5«/(/1 cC)(x /It)ﬂ : (3.57)
I 4(bm+c) e[ — ~
ug, (&) = | FmI(cC - ) (m=2) tan (_2\/5 J(A—cC)(x }Lt)ﬂ +C, (3.58)
(bm + <) L
2(bm+c . L(m m
v, (&) = L(m D(EC_ADmT2) x sinh (E«/(E—CC)(X—M)]} : (3.59)
B 2(bm+c) «sinhz[ M — .
ug, (&) = [ﬂz(m TD(cC_A)m12) sinh ( 5 J(A—cC)(x it)j}c, (3.60)

¢Oziimleri bulunur.
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(3.5) denkleminin bir diger Jakobi eliptik ¢oziimlerini elde etmek i¢in asagidaki bagintiy

kullanacagiz,
V(&) = Anc? (BE, () (3.61)
(3.61) bagntisindan gerekli tiirevler alimnirsa;
V(&) = Anc’(BS, 1),
V(&) = A'nc”(BS, 1),
(V'(£))' = BA'npdc(BS, ()sc(BS, ()nc™ " (BS, ),
V"(&)"=-B’A'npr*(nB —-nc™ *(BE, () + BZA”n,B[(nﬂ(Zf2 )0+ K] nc” (BE, () +

B A'B[nA(L—(*) +1-(]nc"*(BE, 1), (3.62)

bulunur. Bulunan bu tiirev degerlerini (3.5) denkleminde yerlerine yazarsak;
(cC —2)Anc’(BE,0) —ak’B*A'nB(nB —1)(*nc™?*(BE, () + ak’B*A'n B
[nB(20* —1) - * + (]nc”(BE, () + ak’B* A B[ nB(1— (*) +1— £ |nc”*(BE, ()

bm+c
A(M+1)

+

Am+1nc/3(m+1) (bg, g) — 0

(3.63)

denklemi elde edilir. (3.63) denkleminden ise farkli iki durum ortaya ¢ikar. Bunlar

Duruml: g=ng-2, n=l
ng=m+1p,
(cC-A)A-ak’B*A'ng(ng-1)(* =0,

bm+c

T AT Ak BAT 20 ~1)—(* +(]=0. 3.64
amen T @ B[ nA( )~ (" + (] (3.64)

Durum 2: f=ng, n=1,
pmMm+)=np-2,
(cC-A)A+ akZBZA”nﬁ[nﬁ(Zﬁ2 -1 -0 +£:| =0,

bm+c
A(m+1)

A™ —ak’B’A'nB(ng -1)* =0. (3.65)
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seklindedir. (3.64) ve (3.65) cebirsel denklemlerini ¢ozersek,
_AMm+1)(A-cC)[2(m+1)(20* 1) +m(( - (%) ]

n=m+1 ,Bzi, A
n-1

(bm +c)(m +2)¢?
Ke_M B (bm +c¢) 256
(m+1)BY 22a[2(m+1)Q2¢ -1)+m((— )] :
n=1 p--2 Afm:(bm+c)[2(l—2f2)+m(€—£2)]’
m A(M+1)(cC - A)(m+2) (2
_m (cC-2A)
k= B \/Za[Z(l— 20°) +m(0— %) ]’ (3.67)

degerleri bulunur.

Tip 1: D(n—1,n) denkleminin yeni tip Jakobi eliptik ve kompakton ¢éziimlerini bulmak

icin (m < 0 ) (3.66) da ki degerleri (3.61) denkleminde yerine yazarsak,

[ (m +1)(A—cC)[ 2(m+1)(20* —1) +m(L— () ]
(8)= (bm+c)(m+2)(? g

1

(n-1)
nc? [ m \/_ (bm + C) (x - A1), ()]] ’ (368)
M+ 22a[2m+DQ2C -1)+m((-(*) ]

- {(m +1)(A—cC)[ 2(m+1)(20* =1) +m(L - (%) |

(bm+c)(m+2)¢?
ncz[ m \/— (bm + ¢) (x M),f}]+C, (3.69)
(m+1)\ 22a[2m+1)Q2C -1)+m((- )]

elde edilir. (3.68) ve (3.69) c¢oziimlerinde eliptik fonksiyonun modiiliinii { -0 ve ( —>1
i¢cin gdz Oniine alirsak.

v,, > ve u,—>C, (3.70)
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ve

(3.71)

v (- [2,1(m +1)'(2-cC) _ coshz( m [ (m+o) (X_M)ﬂ(”—l) |

(bm +c)(m+2) 2(m+D\ Aa(m+1)

u”(g):{z(mﬂ)zu_cc)xcoshz[ m /— (bm +c) (x—/lt)j]+C, (3.72)
' (bm+c)(m+2) 2(m+D)\ Aa(m+1)

solitary pattern ¢oziimleri bulunur.

Tip 2: D(m,1) denkleminin yeni ¢éziimlerini elde etmek i¢in (3.67) ifadesindeki degerleri

(3.61) denkleminde yerine yazarsak,

[ (bm+c)[2(1-207) +m(0—(7)]
LS T amenec - m2)

1

) (cC— 1) Al
ne (m\/ 2a[2(1—252)+m(f—£2)}(x_/u)’fﬂ ’ (373)

| (bm+c)[2A-20") +m(L—*) ]
S T P mADCC - mr )

, (cC-2) B
ne {m\/ 2a[2(1—2£2)+m(€—€2)](x MHJ]+C’ (3749

formundaki yeni tip Jakobi eliptik fonksiyon ¢o6ziimleri bulunur. (3.73) ve (3.74)

¢Oziimlerinde modiili ¢ — 0 ve ( — ligin ele alirsak, sirasiyla,

V,, > ve U, —C, (3.75)

1
B —2(bm +c) wcochz| M [(A=cC) )
Yoz = L(m +1)(cC - A)(Mm+2) cosh ( 2 \/ 2 M)H ’ (3.76)
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u,, :{ —2(bm +¢) x coshz[m M(x—/lt)ﬂ%l, (3.77)
S A2 (m+1)(cC - A)(m+2) 2 a

¢Ozlimleri bulunur.

Hatirlatma 1. D(m,n) denkleminin (3.15) ve (3.16), (3.21), (3.22), (3.34), (3.35), (3.39),
(3.40), (3.71) ve (3.72) ¢oziimleri Xie ve Yan [32] tarafindan elde edilen ¢éziimlere benzer

olup, diger ¢oziimler bu ¢alismada elde edilmistir.
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4.BOLUM
4.1 R(m,n) Denkleminin Soliton Coziimleri

Regiile edilmis uzun dalga denklemi (RLW) [36-37],

u, +au,—6uu, +bu, =0, (4.1)
formunda olup, bizim bu ¢alismada kullandigimiz R (m,n) denklemi RLW denkleminden
tiiretilmistir. RLW denklemi KdV denklemine alternatif bir model denklemidir ve kiiciik
genliklere sahip s1g su dalgalarin1 modellemek i¢in kullanilir.

Bu bolimde,

R (m,n): u, +a(u")  +bu™),, =0, m,n>1 4.2)

ot
formundaki R (m,n) denkleminin soliton ¢oziimlerini bulmaya ¢alisacagiz. Bunun igin
(4.2) denklemine

u(x,t) =u(é), E=x-A, AeR,

doniisiimiinii uygularsak,

Au"+a(u")"+bA*(um)" =0, (4.3)
adi diferansiyel denklemi bulunur. Bu denklemin her iki tarafini iki kez integre eder ve
integral sabitlerini sifir alirsak,

A2u+a(u")+bA*(u™)" =0, (4.4)
elde edilir. (4.2) denkleminin (3.6) formundaki ¢6ziimiinii elde etmek icin (3.7) tiirevlerini
(4.4) denkleminde kullanirsak,

A*Asn” (BE, £) +aA'sn™ (BE, () + bA*B* A" (mB —1)mBsn™?(BE, () —

bA*B*A"mAB[(MB 1)L+ (*) + 1+ () [sn™(BE, () +bA’B*A™mp
(4.5)
[(MB—-1)+((L+ () [sn™*(BE, () =0,

bulunur. (4.5) denklemi i¢in iki farkli durum s6z konusudur. Bunlar,

Durum1: f=mpg-2,
ng=mpg,
A A+bA’B*A"(mB -1Dmp =0,
aA’ —bA*B*A'mB[ (B -1)(1+ (*) + 1+ ()] =0, (4.6)



Durum 2: g =mpg,

ng=mpg-2,

APA-bA*B*A'MB[ (MB-1)(1+ ) + 1+ ()] =0,

aA" +bA’B*A"(MB —1)mpB =0, 4.7)
seklindedir.

Yukaridaki (4.6) ve (4.7) cebirsel denklem sistemlerini ¢ozersek,

A [m@+ %)+ (m-1)1+0)]

, Am—l —
a(m+1)

_(m-1) a
"= \/Zmb[m(1+ Y+ Mm-DA+0)] (4.8)

L, A :_a[(n +l)(l+€2)+(1—n)(1+€)],
1-n A*(n+1)

m=1, p=

1
5= (1_n)\/2b[(n +DA+ ) +1-n)@+ 0] (4.9)

elde edilir.

Tip 1: m=n#1olmak iizere R(m, m)denkleminin kompakton ¢dziimlerini bulmak igin

(4.8) degerlerini (3.6) ifadesinde yerine yazarsak,

A m@+ %)+ (m=-1)(1+0) ]
- a(m+1) *

u,($) :{

1

s (M1 a (X = At), ¢ o (4.10)
A \[2mb[m(@+ %) + (M -1+ 1) ] ’ ’ '

formunda ki Jakobi eliptik fonksiyon ¢6ziimii bulunur. Bu ¢oziimde eliptik fonksiyonun

modiiliinii { — 0 ve { — ligin ele alirsak, sirasiyla,
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1

[ xem-1 . .((m-1 -
u“(é)__ am+1) ( A \/2mb(2m 1)j( - t)} ! (4.11)

1

[ xem-2 (- [ a ) [
ul,z(é)—_ am D) tanh[ > mb(2m—1)](x /u)} : (4.12)

kompakton ve periyodik dalga ¢oziimii elde edilir.

Tip 2: n>1 olmak iizere R(L, n)denkleminin kompakton ¢6ziimi i¢in (4.9) degerlerini

(3.6) denkleminin ¢oziimiinde kullanirsak,

{ a[(n+DA+ ) +1L-n)(1+0)]
u,=|— X
A2(n+1)

1

2 1 a-n
" L(l_ n)\/Zb[(n 1A+ ) +(@-n)A+0)] (x=40) K]] ! (4.13)

yeni tip Jakobi eliptik ¢oziimii bulunur. Bu ¢6ziimde modiilii sirasiyla { >0 ve (—1

i¢in alirsak,

[ 2a (1-n) n) (1‘”)
[ 4a [ (L=n) n) / ©n

bulunur.

R (m,n) denkleminin (3.25) formundaki ¢oziimlerini bulmak i¢in (3.26) tiirevlerini (4.4)
denkleminde yerine yazarsak,

u(g) = Acn” (B¢, 0),

u"($)=Aen” (BS, 1),

U"(£))" =B’ A"(MB—-1)mB(A— (*)en™ 2 (BE, () + B*A"mB(* + (—1+ (MB—1)(2¢* —1)]cn™ (BE, ()
—B’A"NB([L+1+ ((mB-1)]cn™ " (BE, 1),

(4.16)
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bulunur. Burada asagidaki gibi iki farkli durum vardir.

Duruml: g=mpg -2,
ng=mpg,
A*A+bA?B*A"(mB —1)mpB(L— (?) =0,
aA" + b’ B’ A'MB[ £ + -1+ (mB-1)(2¢* -1)|=0, (4.17)
Durum2: g =mpg,
ng=mpg-2,
AA+DABPA'MB[ (* + (—1+(MB-1)(2¢* -1) ] =0,
aA" + bA?B2A"(MB —1)mB(L— (?) =0, (4.18)

(4.17) ve (4.18) cebirsel denklemlerini ¢ozersek,

G ﬂzi A :/12[(€2+f—1)(m—1)+(m +1)(20° -1)]
’ m-1’ a(m+1)(1- (%) !
B:(m—l)\/ a | (4.19)
A \[=2mb[ (£ +(—-1)(m—1) + (M +1)(20* —1) ]
_1 _ 2 Ao al (C*+(-DA-n)+(n+1)(2¢ -1)]
m== P - 22 (n+1)(L- ) !
1
B=(- n)\/—Zb[(ﬂz +{-DA-n)+(n+D)Q2C -1 ] (420

degerleri elde edilir. (4.19) ve (4.20) ifadelerini sirasiyla, (3.25) c¢oziimiinde yerine
yazarsak,

AL+ =) (m=1) +(m+1)(20° 1) ]
a(m+1)(1— () -

ua(é) zl:

1

| (m=1) a o=
cn { P \/—Zmb[(gz +£1)(m1)+(m+1)(2621):'(XM),€H , (4.21)

ve
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lal(@®+-nE-n)+(n+)-1)]
1) _[ Z(+DA- 1) *

1

2 1 a-n
n {(1_ n)\/ —2b[(* + (~1)A-n)+ (n+ D)2 ~1)] (x=40), fﬂ ! (4.22)

seklindeki yeni tip Jakobi eliptik fonksiyon ¢6ziimleri bulunur. Bu ¢dziimlerde modiilii

¢ — 0 i¢in gdz Oniine alirsak,

u,, () = _ ((m D \/7 (x—At) (m_l), (4.23)
a(m+1) |
i o0
—2a n) -
u,,(¢)= D) ( \f (x—At) | (4.24)

kompakton ¢oziimleri elde edilir.
¢ —1 i¢in de,
U, (&) > ve u,(§) > olur (4.25)

R (m,n) denkleminin (3.42) formundaki ¢oziimlerini elde etmek igin (3.43) tiirevlerini

(4.4) denkleminde yerine yazarsak,

A2Asc” (BE, () +aA'sc” (BE, £) + bA?B?A™(mB —1)mBsc™ 2 (BE, () +
+bA’B*A"MB[ (MB-1)(2—(*) +2—( |sc™ (BE, () +bA’B* AT (MB)?

(4.26)
(1-(*)sc™*(BE, () =0,

denklemi bulunur. Bu denklemde iki farkli durum s6z konusudur.

Durum 1l: g=mg-2,
ng=mg,
A A+DbA?B’A"(mMB —1)mpB =0,
aA" +bA’B* A'mpB[ (mB-1)(2—(*) +2—(]=0, (4.27)
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Durum 2: g =mpg,
ng=mpg-2,
APA+ bﬂszAmm,B[(mﬂ—l)(Z—ﬁz) +2—£] =0,

aA" +bA’B>A"(mB-1)mB =0. (4.28)

(4.27) ve (4.28) durumlarini ¢ozersek,

~ 2 Amfl_izf(m+1)(2—£2)+(m—1)(2—€):|
n=m “m-1' B a(m+1) ’
B:(m_l)\/ a | (4.29)
A \[—2mb[ (m+1)(2—- %)+ (m-1)(2-0) ]
meL [;:L, AH:a[(n+1)(2—62)+(1—n)(2—(?)],
1-n A*(n+1)
1
B=0- n)\/—Zb[(n +D)2-)+1-nmR2-0] (4.30)

elde edilir.

(4.29) ve (4.30) degerlerini, sirasiyla, (3.42) ¢oziimiinde yerine koyarsak,

2 m+1)R2-)+(m-1)2-0)]
a(m+1) *

us(":z) :|:

1

| (m=1) a ) | e
SC( A \/—Zmb[(m+1)(2_fz)+(m_1)(2_€)](x /H),fj] , (4.31)

al[(n+1)2-)+@-n)(2-0)]
27(n+1) *

ue(":z) :l:

1

: 1 e
> L(l_n)\/—Zb[(n+1)(2—ﬁ2)+(1—n)(2—€)](x_/u)’€ﬂ - (432)
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eliptik ¢oziimleri bulunur. (4.31) ve (4.32) ¢oziimlerinde modiilli, sirasiyla, { — 0 ve

¢ — 1 i¢in gdz Oniine alirsak,

_[4mat (m-1) ‘1)
U, (5) - |:a(m +1) tan ( _%b ( _ﬁt)}i| (433)
u (5)—_4—axtan2 a=m L = (4.34)
“T L 22(n+1) 2 \-2b ' '
| 2mA? Cainpz| (M=D [a m-
U, (&) = am+1) sinh [ > \ o (x ﬂt)ﬂ : (4.35)
|28 L@ 1 N
UG'Z(SC)__—AZ(n+1) sinh ( > - (x it)ﬂ : (4.36)

¢Oziimleri bulunur.

R (m,n) denkleminin (3.61) formundaki farkli bir Jakobi eliptik ¢éziimiinii elde etmek igin

(3.62) tiirevlerini (4.4) denkleminde yerine yazarsak,

A*Anc’ (BE, () +aA'nc” (BE, () —bA’B* A" (mB -1)mB*nc™ *(BE, ()

+bA?B*A"mB[ mB(2(* —1) - (* + £) nc™ (BE, () + bA’B*A"mp3

(4.37)
[mBQA-(?)+1—(]nc™*(B&, () =0
denklemi bulunur. (4.37) denkleminden ise
Durum 1l: g=mpg-2,
ng=mpg,
A*A-bAB*A"(MmB -1)mB(* =
aA’ +bA* B’ A'mB[ mB2CF —1)— (* + (]=0, (4.38)
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Durum 2: g =mpg,
ng=mpg-2,
APA+DbAPBPA'MB[ mBR2CF -1) - (* + () | =0,
aA" —bA?B*A"(MmB —1)mpBL* =0, (4.39)

formundaki cebirsel denklem sistemleri elde edilir. Bu sistemlerin ¢oziilmesiyle,

n=m, y Amfl:_iz[zm(Zfz—1)+(m—1)(£_g2):|,

m-1 a(m+1)0°
o= _1)\/ 3 ' (4.40)

A —2mb[2m(2£2 —D+(m-1)((- KZ)]

m=1, ﬂ:i, Al,n=_a|:2(2€2—1)+(1_n)(€_£2):|,

1-n 2 (n+ 1)

1

ool n)\/—Zb (220 -1+ @-n)(-*)] (4.41)

degerleri bulunur. (4.40) ve (4.41) degerlerini (3.61) ¢ozlimiinde yerine yazarsak sirasiyla,

A [2m(20* —1)+ (m-1)(¢— () ]

b (6) = { a(m+1)¢?

1

nc? (m-1) a (X — A1), (m-1) w2
A \—2mb[2m(2¢* 1) +(m-1(¢ - ()] ’ o

~ al 22 -1)+(@-n)(L-*)]

Ug(é:) :|: JZ(n +1)€2

1

: 1 an
ne ((l_n)\/ —2b[2(2¢ ~1) + (1~ n)(f—ﬂz)](x_/u)’fﬂ 68
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Jakobi eliptik fonksiyon c¢oziimleri elde edilir. Bu c¢oziimlerde eliptik fonksiyonun

modiiliinii { — ligin gbz Oniine alirsak,

1

[ em2? ‘e (m-1) / (m-D)
um(é)—_ a(m+1) [ ( ﬂt)j , (4.44)

r '(11)

o2 o] @) /L _ -
Ua,z(f)—_ 0] cosh( i _b(x }tt)j_ , (4.45)

formundaki solitary pattern ¢oziimlerine ulasilir. { — O igin,

U, > oo Ve U, —>oo olur. (4.46)

Hatirlatma 2. R (m,n) denkleminin ¢o6ziimlerinden (4.35), (4.36), (4,44) ve (4.45)
¢oztimleri Yan [38] tarafindan sine-cosine metodu kullanilarak elde edilen ¢6ziimlerle ayni

olup diger ¢oziimler farklidir.
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