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Bes boliimden olusan bu ¢alismanin ilk boliimiinde, daha sonraki boliimlerde kullanila-
cak olan bazi tanimlara yer verilmistir.

Ikinci boliimiin ilk kisminda Hessian manifold kavrami tamitilmis, ikinci kisminda
Hessian manifold 6rnekleri verilmig, iiciincii kisminda sabit Hessian kesit egriligine sahip
Hessian manifoldlar ve yapilari, dordiincii son kisminda da sabit Hessian kesit egirilikli
Hessian manifoldlarin Ricci ve skalar egrilikleri incelenmigtir.

Ugiincii boliimde Hessian manifoldlarin Hessian hiperyiizeyleri tanimlanmis konu ile
ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Doérdiincii boliimde Hessian manifoldlar ve hiperyiizeylerin egrilikleri arasinda bazi
bagintilar elde edilmistir.

Son boliim sabit egrilikli Hessian manifoldlarin hiperyiizeyleri ve pseudo-umbiliklik
iligkileri ile ilgili olup, bu konuyla ilgili teoremleri icermektedir.

Anahtar Kelimeler: Hessian manifold, afin konneksiyon, kovaryant tiirev, egrilik,

Ricci egriligi, skalar egrilik, kesit egriligi, hiperyiizey.

II1



ABSTRACT
Phd Thesis

HYPERSURFACES OF HESSIAN MANIFOLDS

Miinevver YILDIRIM YILMAZ

Firat University
Graduate School of Science and Technology

Department of Mathematics

2008, Page:54

In the first chapter of this thesis that consists of five chapters, we give some fundamental
definitions and theorems which will be used in the later chapters.

In the first, second, third and fourth sections of second chapter, the concept of Hessian
manifold is intoduced, some examples of Hessian manifold are given, structures of Hessian
manifold with constant Hessian sectional curvature and its Ricci and scalar curvatures are

examined, respectively.

In the third chapter Hessian hypersurfaces of Hessian manifolds are defined and related
definitions and theorems are given.

The curvature relationships between Hessian manifolds and Hessian hypersurfaces are
obtained in the fourth chapter.

The last chapter concerns with the Hessian hypersurfaces with constant curvature and
their pseudo umbilical structures, some theorems on this subject are also given.

Key Words: Hessian manifolds, affine connection, covariant derivation, curvature,

Ricci curvature, scalar curvature, sectional curvature, hypersurface
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GIRIS

Manifold teorisi modern diferensiyel geometrinin en genisg ve verimli teorilerinden biridir.
Manifoldlar iizerindeki yapilarin daha basit ve kolay anlagilabilir uzaylar cinsinden ifade
edilebilir olmasi, bu kavrami bilim diinyasi icin oldukga ilging bir caligma alani haline
getirmistir.

Zaman icinde insanoglunun bilgi birikiminin artmasina paralel olarak bilim dallar
arasinda kesin ayrimlarin bulunmadigi ve ortak galigma sahalarinin giin gectikce arttig
bilinmektedir. Biitiin bu gelismeler genel anlamda manifold kavraminin sadece diferensiyel
geometrinin ¢aligma sahasi olmaktan cikarip, matematigin ve fizigin hemen her alaninda
caligilan ve ilgi uyandiran bir konusu haline getirmistir.

Giiniimiizde geometriden fizige, uygulamali matematikten istatistik alanlarina kadar
degisik yap ve isimlere sahip bir ¢cok manifold ¢esidinin mevcut oldugu bilinmektedir. Bun-
lardan biri de, 6zellikle iistel dagilim aileleri ve istatistik kavramlarin da ifade edilebildigi,
Hessian manifoldlardir.

Bir  Hessian manifold ©zel tamimlhi  bir Riemann manifoldu olarak
diigiiniilebilir. Hessian manifoldlar ile ilgili ilk ¢aligmalar 1977 yilinda baglamigtir. Hiro-
hiko Shima; Hessian manifold kavramini, kompakt lokal Hessian manifoldunu, homojen
Hessian manifoldunu, Hessian manifold ve konvekslik iligkisini, kompakt Hessian mani-
foldlar i¢in bir takim teoremleri ele almigtir [1 — 6].

1994 yilinda bagka bir ¢aligmasinda sabit Hessian kesit egrilikli Hessian manifoldlar
incelemis, bir bagka deyisle calismamiza 1s1k tutan Hessian anlaminda uzay formlarini
tanimlamigtir. Hessian manifoldlarin ¢ok degiskenli normal dagilim aileleri ile olan ilgisini
aragtirmigtir [6] .

Daha sonra, 1997 de, Hirohiko Shima, ve Katsumi Yagi
”Hessian Manifoldlarin Geometrisi” adli galigmalarinda Hessian manifoldlar i¢in Laplasyan
kavramini, Hessian manifold o¢rneklerini  ve kompakt afin manifoldlar igin
Albenese degiskenini, kompakt Hessian manifoldlari yap: teoremlerini elde ettiler [7].

1999 yilinda, J.J Duistermaat; Hessian-Riemann yapilar: inceleyerek Hessian manifold-
larin grup yapilar ile ilgisini ortaya koymustur [8] . Ayni yil A.Mizuhara'nin sabit egrilikli

Hessian manifoldlar ve bunlarm otomorfizmleri iizerine yaptig1 bir ¢aligmasi yayinlandi [9].



Biitiin bu ¢aligmalarin 15181 altinda 2004 yilinda yiiksek lisans tezim Hessian mani-
fold kavrami, Hessian manifoldlarin Riemann hiperyiizeyleri ve egrilik iligkileri iizerine
yogunlagarak hazirlandi. Aym yil M. Bektas ve M.Yildirim n sabit Hessian kesit egri-
likli Hessian manifoldlarin skalar egrilikleri ile ilgili bir ¢aligmalar1 yaymlandi [10]. Yine
ayni tarihlerde B.Totaro nun Hessian metriklerin egrilikleri iizerine olan ¢aligmasi yayin-
landi. Bu calismada R? uzayinda Hessian metrikleri, egrilik ve cesitli denklemlerle olan
iligkileri incelenmigti [11]. 2005 yilinda M.Bektag, M.Yildirim ve M. Kiilahci’'nin sabit
Hessian kesit egrilikli Hessian manifoldlarin hiperyiizeyleri ile ilgili olan bir ¢aligmalari[12]
ve D.Kumar’in yiiksek mertebeden Hessian yapilar: inceledigi bir ¢aligmasi da yaymlandi
[13].

M.Bektag ve M.Yildirnm Yilmaz 2007 yilinda da sabit Hessian kesit egrilikli Hessian
manifoldlarin reel uzay formlariin sekil operatoriinii ele aldilar ve bir takim sonuglar elde
ettiler [14]. Aym yil yine yazarlar bu tip manifoldlarin Riemann hiperyiizeyleri iizerinde
integral esitsizliklerini buldular [15]. 2008 yilinda da Hessian manifoldlarin egrilikleri iiz-
erine olan bir galigmalar1 yaymland: [16].

Yiizeyler teorisi her yoniiyle arastirilan ve ¢ok yonlii calismalarda ele alinan genig bir
alandir. Ozellikle manifoldlarm alt manifoldlar ve islem kolay1g1 acisindan hiperyiizeyleri,
bunlarin birbirleri ile olan iligkileri pek ¢ok matematikg¢inin ilgiyle takip ettigi bir ¢aligma
sahasidir. Bu bakis acisiyla ele alacagimiz calismada Hessian manifoldlarin daha once
incelenmeyen Hessian hiperyiizeyleri elde edildi. Buna ek olarak bir Hessian manifold ile
bir Hessian hiperyiizeyi arasindaki egrilik iligkileri incelendi. Hessian hiperyiizeyler igin
Gauss denklemi, Ricci ve skalar egrilik kavramlar: aragtirildi. Bunlardan hareketle sabit

egrilikli Hessian manifoldlar: ve pseudo-umbiliklik iligkileri elde edildi.



1. GENEL KAVRAMLAR

1.1. Temel Tanimlar

Tanim 1.1.1. M, bir topolojik uzay olsun. M icin asagidaki énermeler dogru ise M
ye n- boyutlu bir topolojik manifold (veya kisaca topolojik n- manifold ) denir.

(My) M, bir Hausdorff uzayidir,

(M3) M nin her agik alt climlesi E™ e veya E™ in bir agik alt ciimlesine homeomorftur,

(M3) M sayilabilir goklukta agik ciimlelerle ortiilebilir [17].

Tanim 1.1.2. Bir topolojik n-manifold M ve M nin bir atlast S = {(¥o, Wa)}oeca
olsun. Eger S atlasi igin W, N W3 # 0 olmak iizere V o, € A ya karsihik Gap Ve
$pq fonksiyonlary C* smifindan diferensiyellenebilir ise S ye C* siifindan diferensiyel-
lenebilirdir denir.

S atlas1 M iizerinde C* simifindan oldugu zaman S ye M iizerinde C* siifindan difer-

ensiyellenebilir yap1 ad1 verilir [17].

Tanim 1.1.3. M, topolojik n-manifold olsun. M iizerinde C* simfindan bir difer-
ensiyellenebilir yap1 tanimlanabilirse M ye C* simfindan bir diferensiyellenebilir manifold

denir [17].

Tanim 1.1.4. M, bir C* manifold olsun. M iistiinde vektor alanlarimn uzay: x (M)

ve reel degerli C* fonksiyonlarin halkast C*° (M, R) olmak iizere ,
seklinde bir i¢ ¢arpim tamimh ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada, {( , )

islemine M {izerinde i¢ ¢arpim, metrik tensor, Riemann metrigi veya diferensiyellenebilir

metrik denir [17].

Tanim 1.1.5. M, bir C*° manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzayi x (M)

olmak {izere ;

D:x (M) x x (M) — x (M)

(X,Y) — D(X,Y) = DxY



fonksiyonu igin,

1) DyxigvZ = [DxZ+gDyZ VXY, Z €x(M),Vf,gecC™(MR)

2 Dx(fY) = fDxY+(XH)Y,VX,Y €x (M) VfeC®(MR)
ozellikleri saglaniyorsa D ye M manifoldu iistiinde bir afin konneksiyon adi verilir [17] .

Tanim 1.1.6. M, bir yari-Riemann manifoldu ve D, M iistiinde bir afin konneksiyon
olsun.
Eger;
1) D, C* smfindandur.
2) M nin bir A bolgesi iizerinde, C* olan VX .Y € x (M) igin,
DxY —DyX =[X,Y]

dir.
3) M nin bir A bolgesi iizerinde C* olan VX,Y,Z € x (M) ve ¥V p € A igin

XP<Y7 Z>:<DXY>Z> |p+<YaDXZ> |p

ozellikleri saglaniyorsa, D konneksiyonuna, M iistiinde bir Riemann konneksiyonu denir

[17].

Tanim 1.1.7. Bir konneksiyona karsilik gelen egrilik tensorii sifira esit ise bu konnek-
siyona flat konneksiyon denir [18].
Tamim 1.1.8. Bir M manifoldunun flat afin konneksiyonunun torsionu sifir ise bu

manifold afin manifold olarak adlandirilir [19].

Tanim 1.1.9. M, bir Riemann manifold olsun. M nin hacim elementi

dv = \/det gdx1 Ndxa A ... Ndxy,

seklinde tanimlanir [20].



Tamm 1.1.10. R : x (E") x x (E™) x x (E") — x (E™)
(X,Y ,Z) —R(X,)Y,Z)=R(X,Y)Z

R(X,Y,Z) = DX(DyZ)—Dy(DXZ)—D[X’Y]Z
= (DxDy —DyDx — Dix v]) Z

= ([Dx,Dy]-Dix y|) Z

olarak tamimlanan R fonksiyonu x (E™) iizerinde iigiincii mertebeden bir kovaryant tensor
alanidir. Bu kovaryant tensor alanina E™ in egrilik tensor alani ve bunun bir p € E"
noktasindaki degeri olan R (X),Y)) Z, tensoriine de E™ in p noktasindaki egrilik tensorii

veya kisaca E™ in p deki egriligi denir [17].

Tanim 1.1.11. M, n— boyutlu bir Riemann manifold ve p € M noktasindaki tanjant
uzay T ps (P) olsun. T ps (P) nin ortonormal bazi {ey,...,e,} ve M nin Riemann egrilik
tensorii R olmak iizere

Ric : Tar(P) x Ty (P) — R
(u, v) — Ric(u,v)

doniisiimii
n

Ric (u,v) = Z (R (es,u)v,e€)

i=1
seklinde tanimlanirsa, M nin Ricci egrilik tensorii olarak adlandirilir. Ricci egrilik ten-

soriiniin p € M noktasindaki degerine M nin Ricci egriligi denir [21].

Tanim 1.1.12. M, n—boyutlu Riemann manifold olmak iizere Tx (M) tanjant uza-
yindaki her P diizlemi igin K (P) kesit egriligi ; {X1, X2} P nin ortonormal baz olmak
uzere

K (P) =R (X1, X2, X1, X2) = (R (X1, X2) X2, X1)

seklinde tanimhdir [18].

Tanim 1.1.13. M, n—boyutlu Riemann manifold ve p € M i¢in T (p) nin ortonormal

baz {e1, ..., ey }olsun. Ric , M nin Ricci egrilik tensor alan1 olmak iizere
n
S:ZRic(ei,ei) (1.1.1)
i=1
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seklinde tanimlh S degerine M nin skalar egriligi denir.V X,Y € M olmak iizere Tanim
1.1.11 den
Ric(X,Y) =Y (R(e;, X)Y,e;)
i=1
yazilir. Bu ifade (1.1.1) de goz 6niine alinirsa,
S=Y > (Rlejeeie)
i=1 j=1

yazilabilir [22].

Tanim 1.1.14. M, bir n-boyutlu manifold olsun. M nin bir X noktasindaki biitiin

tanjant vektorlerin ctimlesi TM = UMTXM ile gosterilmek iizere M manifoldu
HAS

tizerindeki tanjant bundle, T'M deki her tanjant vektorii bagh oldugu noktaya gotiiren
m:TM— M

T,M — m (TyM) = {q}

seklindeki bir doniisiime sahip T'M. ciimlesidir [18].

Tanim 1.1.15. E™ bir (n — 1) — yiizey diye E™ deki bos olmayan bir M ciimlesine
denir, oyleki bu M ciimlesi

ceUcEf: UMY IR
M =
x — f(z) =c,U bir agik ciimle

Vflp # 0,V p € M biciminde tammlamr. E™ de bir (n — 1) — yiizey, n > 3 olmasi
halinde daha ¢ok bir hiperyiizey olarak adlandirilir [17].

Tanim 1.1.16 Bog olmayan bir ciimle A ve bir K cismi iistiinde bir vektor uzayr V'

olsun. Asagidaki onermeleri dogrulayan bir
fiAXA->YV

fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmig bir afin uzay denir:

(A1) VP, Q, R € A igin

F(P,Q)+ f(Q,R)=f(PR),



(A2) VP € A ve Va € V igin
f(PQ) =«

olacak bicimde bir tek @ € A noktas1 vardir [17].

Tanmim 1.1.17. n— boyutlu bir afin uzay A ve A da bir afin koordinat sistemi

{z1,...,x,} olsun. A da bu sisteme gore b € R olmak iizere
n
Zaia:i +b=0
i=1

ile tanimlanan bir hiperdiizlem B olsun. A da

By = {P > aixi (P)+b >0, PGA}
=1

olarak tanmimlanan afin altuzaya yari-uzay denir. Benzer sekilde

By = {P > aixi (P)+b <0, PEA}
=1

olarak tanimlanan afin altuzay da bir diger yar1 uzaydir. B, By ve Bs ayriktirlar ve

A = BU By U By dir [23]

Tanim 1.1.18. Eger M Riemann manifoldu simetrik,iiciincii mertebeden kovaryant

D tensorii ile tanimh ise yani M, m—boyutlu bir C'*° manifold, g metrik tensor ve D,
D x (M) x x (M) x x (M) = C% (M, R)
D(X,Y,Z) = D(Y,X,2)=D(Y,2X)
( = D(X,ZY)=D(ZX.Y)=D(ZY,X))

sartin saglayan 3-lineer bir doniigiim olmak iizere (M, D, g) iicliisiine istatistik manifold

adi verilir [24] .

Tanim 1.1.19. M irtibath bir afin manifold, M {izerindeki vektor alanlarinin uzay:

X (M), D afin konneksiyon ve X,Y € x (M) olmak iizere

Tt (M) x x (M) = x (M)

T(X,Y) = DxY —DyX —[X,Y]



seklinde tanimlanan 7' fonksiyonuna torsion opeartorii adi verilir [24] .

Tanim 1.1.20. M irtibath bir afin manifold M {izerinde j ve k indislerine gore
anti-simetrik olan torsion ve egrilik formlar sirasiyla,
T P k
(2

j L k l

seklinde tanimlanir. Burada w' ler M iizerindeki vektor alanlarmin lokal bazlari {ey, ..., e, }

in duali olan 1- formlarm bazlaridir ve 1< 4,5,k < n dir [25].

Teorem 1.1.1. M bir n—manifold ve M iizerinde taniml egrilik ve torsion formlar:
sirasiyla, 1% ve Qg olmak {izere,
T = duw'+ w§ Awd,
Q) = dw] +w, Aw;

(2

denklemlerine sirasiyla I. ve II. Cartan yap1 denklemleri adi verilir [25] .

Teorem 1.1.2. (Cartan i Yardimci Teoremi) M bir n—boyutlu manifold olsun. M

iizerinde ¢ = 1,2, ...,p < n i¢in \; 1-formlari,w; ¢ = 1, ...p icin lineer bagimsiz olmak iizere

p
Zwi AN =0
=1

olarak verilsin. Boylece A\; 1-formlar1 ¢ = 1,2,...,n icin a;; = aj; ve C*° (M, R) olmak

lzere
p
>\i: E aijwj
j=1

seklinde yazilabilir [25] .



iKiNci BOLUM
2.1. HESSIAN MANIFOLD KAVRAMI

Tanim 2.1.1. M bir Riemann manifoldu olsun. M nin flat afin konneksiyonu D ve

M iizerinde C*° smifindan bir fonksiyon u olmak tizere eger M nin g Riemann metrigi

g = D?u

seklinde ifade ediliyorsa g ye Hessian metrigi ad: verilir [26] .

Bu sekilde elde edilen (D, g) ¢iftine de Hessian yapisi1 denir.

Eger bir manifold Hessian yapisina sahipse Hessian manifold olarak adlandirilir ve
(M, D, g) seklinde ya da kisaca M ile gosterilir [26].

Tanim 2.1.2. D flat afin konneksiyonlu bir manifold M olsun. Bu durumda Ddz’ =
0 sartin1 saglayacak sekilde bir {xl, z2, ..., x”} lokal koordinat sistemi mevcuttur. Bu lokal
koordinat sistemine afin lokal koordinat sistemi denir [26].

Bu calisgmanin tamaminda M iizerindeki geometrik kavramlarin lokal ifadeleri afin

lokal koordinat sistemi cinsinden incelenecektir.

T; M iizerinde biitiin tensorlerin I' (7" ® T') iginde kapsadig) bir tensoér bundle olsun.
Boylece agagidaki tanimlar verilebilir.
Tanim 2.1.3. DYy ve E;( F(T®T)iginde X € I'(T) yoniindeki kovaryant tiirevler

olsunlar. I 6zdeglik doniigiimii ve tensor alanlarinin vy tiirevi

7x = Vx — Dx

olmak {izere

D,=2yy®I+Dx , D,=2I®yyx+Dx

dir. Burada V; ¢ Riemann metriginin Riemann konneksiyonu ve D;
flat afin konneksiyondur [5].

Boylece agagidaki sartlar V X,Y, Z € I'(T'® T') igin esdegerdir [26]:

(H1) g bir Hessian metrigidir,

(o) S8 = G,

(H3) g(vxY,Z) =9 (Y,vxZ),



(H4) aDg - 07
(Hs) D;<g =0 < veya EXg = O> ,
(H) Xg(v.2) = g (DY, Z) + (Y, Dx2).

M, bir flat afin manifold ve T'M de M {izerinde 7 izdiisiimiine sahip bir tanjant bundle
alinirsa T'M, M iizerindeki flat afin yap1 tarafindan indirgenen bir kompleks yapi olusturur.
%

Gergekten {z',...,2™} lokal afin koordinat sistemi i¢in y* = ' o7 , y"* = da’ |

i ={1,...,n} olmak iizere
2=y /21y
yazilabilir.
Bu sekilde tanimh {zl, e z”} sistemleri T'M iizerinde bir kompleks yap1 olusturur.

M tizerindeki bir g Riemann metrigi icin

n

gt = Z (gij o W)dzidfj

ij=1
denirse g' nin T'M {izerinde bir Hermit metrigi oldugu basit bir hesaplama ile gosterilebilir
[26] .

Onerme 2.1.1. M iizerindeki bir ¢ Riemann metriginin Hessian olmas: icin gerek ve
yeter sart T'M {izerindeki g' Hermit metriginin Kaehlerian olmasidir [26] .

Onerme 2.1.2. M iizerindeki bir ¢ Riemann metriginin Hessian olmas: icin gerek
ve yeter sart g nin 7'M tanjant bundle in dan T*M kotanjant bundle ma bir izomorfizm
olmasidir [26].

Tanim 2.1.4. M, D flat afin konneksiyonuna ve g Riemann metrigine sahip bir
manifold olsun. M nin hacim elementi v, hacim elementi yardimiyla tanimlanan kapali
bir 1-form « olmak iizere

Dxv=a(X)v
seklinde tamimli o ya ¢ nin 1.Kozsul formu denir. Burada X, M iizerinde tanimli bir
vektor alanidir.

Lokal olarak 1. Kozsul form;

_ 10logdet [gx]

4T3 ox” =D

seklinde ifade edilir [7].
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Teorem 2.1.1. R" iizerinde kanonik flat afin konneksiyon D ve g = D?¢p Hessian
metrigine sahip bir bolge  olsun. Ayrica ¢ ,  iizerinde C°° siifindan bir fonksiyon ve
g nin Riemann konneksiyonu da V olsun.

Eger g Riemann metrigi tam ve o = 0 ise 0 = R" ve V = D dir. Burada «, g nin

1.Kozsul formudur [26].

Yardimeci Teorem 2.1.2. M bir Riemann manifoldu, M iizerindeki bir vektor alam
X, M tizerindeki tensor alanlarinin tiirevi vy ve ¢ nin 1.Kozsul formu da « olsun. vy in
izi izyx ile gosterilmek iizere
a(X) =izyy
dir [6].

Ispat. M nin hacim elementi v olmak iizere

v = y/det [gij]ldzt A dz? A .. Ada™

ve Tanim 2.1.4 ten

0
QU = « (8%) v = Dy/pg;v
= (D - v)(’?/@xi v

= “VojoxiV

= —(det [ng])% del A ... /\’Ya/axidxk Ao Adz™
k
= 'Yfk:v

bulunur.

Bu da ispati tamamlar [26] .

Tanim 2.1.5. M , D flat afin konneksiyonuna ve g Riemann metrigine sahip bir
manifold olsun. M nin hacim elementi v , hacim elementi yardimiyla tanimlanan kapali

bir 1-form « ve simetrik bilineer form (§ olmak iizere ;
ﬁ =D,

seklinde tanimli 5 'ya ¢ ’ nin 2.Kozsul formu denir,

11



2. Kozsul form lokal olarak

1 02 log det [gp]
Bij =35 =

T

2 Oxigxs Y
seklinde ifade edilir. Burada v, M {izerindeki tensor alanlarinin tiirevi olmak fizere S = D,

seklinde tanimhdir [4].

Teorem 2.1.3 (1, 3) tipinde bir tensor alani S olsun. S (X,Y) nin izi izS (X, Y’) olmak
lzere

B(X,Y) =iz8(X,Y)

dir. Burada 3 ikinci Kozsul formdur [6].

ispat . Tanim 2.1.5 de Yardimc Teorem 2.1.2 gz 6niine almirsa

pXY) = (Dya)(X)
= Dy (a(X)) —a(DyX)

= Dy izyy — iz*yDYX

elde edilir. M Riemann manifoldu iizerinde Dz = 0 sartim1 saglayan cat1 alanlari

{Z1,..., Z,} olsun. M iizerinde

oldugu go6z oniine alinirsa

(D4)(X,Y,Z;) = (Dyv)(X,Z)
= Dy (v(X,Z)) —~(DvX, Z)

= (Dyvx —vDyX)(Z)

bulunur. Burada vx Z; veyp, x Z; tensor alanlari

Yx i = Z(L'ZZJ
J

YDy xZi = Zbng
J

12



olarak tanimlanirsa

(D) (XY, 2) =Y (Dy ol —b) 7
J
bulunur.

Boylece

iz5(X,Y) = Dy (Za) Y
= Dy (izvx) —iz7py x
= B(X)Y)

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 2.1.4. D, R" iizerinde kanonik flat afin konneksiyon, V, ¢ nin Riemann
konneksiyonu, o ve 3, sirasiyla 1. ve 2. Kozsul formu olsun. M, (D, g) ifti ile belirli bir

kompakt Hessian manifold olmak iizere
i [I28v = [|a|v
M M

dir. Burada B, B(X,)Y)=g (5 (X) ,Y) egitligi ile verilmis bir endomorfizmdir.

4[251/—0

ii. Eger

ise V.= D dir [26].

Bu teoremden agagidaki sonug yazilabilir.
Sonug 2.1.1. i. S negatif tamimlh olamaz ,
ii. Eger f =01ise V = D dir [26].

Sonug 2.1.2. Bir kompakt ve irtibatli Hessian manifoldu § negatif tanimh olacak

sekilde v hacim elementine sahip degildir [26] .

13



2.2. HESSIAN MANIFOLD ORNEKLERI
Ornek 2.2.1. n-boyutlu reel afin uzay R™ ve afin koordinat sistemi {:131,562, ,:U”}
olsun. Boylece R” iizerinde
Ddz" =0
olacak gekilde bir kanonik flat afin D konneksiyonu mevcuttur.
R™ de bir bolge 2 ve 2 {izerinde %9% Hessian matrisi pozitif tanimh olacak sekilde

diizgiin bir ¢ fonksiyonunu alalim.O zaman

§== ooz ) 4T

4,J

R™ iizerinde bir Hessian metrigi olur. Boylece (D, g) ikilisi bir Hessian yap: ve (R™, D, g)
bir Hessian manifoldudur [26].

Ornek 2.2.2. M, g flat Riemann metrigine sahip bir manifold olsun. Bu durumda g,
flat Riemann konneksiyonuna gore bir Hessian metrigi olur [26] .

Ornek 2.2.3. Flat afin D konneksiyonuna sahip bir manifold M olsun. Eger simetrik
bilineer D, formu pozitif taniml olacak sekilde kapali bir o 1-formu mevcutsa, D,, M
iizerinde bir Hessian metrigi olugturur. Bu yap1 D ile tamimh dig tiireve gore tam olan M
iizerindeki Hessian metriklerinin sinifina karsilik gelir [26] .

Ornek 2.2.4. Q ile biitiin n x n tipindeki pozitif tamml, reel simetrik matrislerin

ciimlesi gosterilsin. Burada 2, R o icinde bir konveks bolge olarak diistiniilebilir.

r € Q olmak iizere ¢(z) = —log det  almirsa, g = D%y, () iizerinde bir Hessian metrigi
olur [26].

Ornek 2.2.5. Q@ = R"—{0}olsun. I'ile R" nin 2* (k € Z) ile olusturulan afin doniigiim
gruplarmin ayrik alt gruplar gosterilsin. Dolayisiyla I'/Q boliim uzay1 bir kompakt flat
afin manifold olur ve Hopf manifold olarak adlandirilir. Ancak Hopf manifoldlar: Hessian
metrigi olma ozelliklerini saglamazlar [26] .

Ornek 2.2.6. A2, dogal flat afin D konneksiyonlu, 2-boyutlu reel afin uzay olsun. A2
tizerindeki bir afin koordinat sistemi de {xl, :ztg}olarak alinsin.

Eger C'°° sinifindan diferensiyellenebilir fonksiyonu u = log (e‘”l +e” + 1) bigiminde
alinirsa o zaman (D, g = Dzu) ile belirli bir Hessian manifoldu elde edilir. Gergekten

i Ou v

M S0 i=1,2
Oxrt e +ev? 41 ’
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ve

3

i 1
=1—-4a —x'2:#>0
et + et +1

oldugu goz oOniinde tutulursa direkt hesaplamalar sonucu (AQ,D7 g) nin bir Hessian
manifoldu oldugu goriiliir [7].
Ornek 2.2.7. (H,3) sabit egriligi —1 olan iist yar1 uzay olsun ve
H : ={y="(y",...y"") eR" |yt >0},

n+1
g - (yn+1)*2 ZdyAdyA.
A=1

olarak alinsm. H iizerinde V afin konneksiyonunu ¢, 5 = 1, ...,n olmak iizere asagidaki

sekilde tamimlayalim:

= 0

_ n4+1)—1 9
T Oyt (") Oyntl’
~ 0 -1 0
Vo— = 2 (y"! ,
Biyiayj i (") Jyn+1
~ 0 ~ 0
Vg T Vatoy

Boylece <H , 6, §> sabit Hessian egriligi 4 olan bir Hessian manifoldu olur. (H , 6@) , H
i boyutu 2 oldugunda normal dagilimlarin istatistiksel modeline karsilik gelir. Boylece
Hessian manifoldlar: istatistik manifoldlarin énemli bir simfi olarak diisiiniilebilir [27].

Tanim 2.2.1 M, n— boyutlu bir manifold, J, M iizerindeki kompleks yap1 ve V, M

iizerinde tamimli torsionsuz flat konneksiyon olmak iizere;

i) w=g/(.,J.) Kaehler formu olmak iizere
Vw =0
i1) VJ simetrik ise , yani ¥V X, Y vektor alani i¢in
(VxJ)Y = (VyJ) X

sartlar1 saglaniyorsa (M, J, g, V) yapist 6zel Kaehler manifoldu olarak adlandirilir [28].

Ornek 2.2.8. Tamim 2.2.1 de verilen 6zel Kaehler manifoldlar: da Hessian manifoldu

olma sartlarini saglarlar [28].
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Tanim 2.2.2.

1
z::z:y—§:1:3

denklemi ile verilen non-dejenere homojen afin yiizeye ii¢ boyutlu afin uzayda Cayley
yiizeyi denir. Burada afin homojenlikten kasit R3 iin yiizey tizerinde gecisli olan biitiin

afin doéniisiim gruplarinmm bir Lie alt grubunun varolmasidir [29] .

Ornek 2.2.9. (z1,z2) iki boyutlu afin uzay R? de bir afin koordinat sistemi, F' (z1, z2),

R? iizerinde bir polinom ve D flat afin konneksiyon olmak iizere

F ($1,332) = 1T — (xg)m m > 3

seklinde tanimlansin. Boylece (RQ,D,DQF ) flat olur.
(x,21,22), R? iizerinde tamiml bir afin koordinat sistemi, K ve ¢ fonksiyonlar: da

a € R ve a # 0 olmak iizere agagidaki egitliklerle tanimlansin.

K = (z+1)—aF (z1,22),

1
p = ——logkK.
a

R3 de bir 2 bolgesi,
Q= {pG]R3;K(p) >0}

seklinde alinirsa N = (Q, D, D2g0) , —1 egrilikli bir Hessian manifoldu olur. Eger m = 3
alimirsa Q, Cayley yiizeyinin dig kismina kargilik gelir [8].

2.3. SABIT HESSIAN KESIT EGRILIKLI HESSIAN MANIFOLDLAR
VE YAPILARI

Tanim 2.3.1. D, flat afin konneksiyon, g, Hessian metrigi ve M , (D, g) Hessian
yapisina sahip bir Hessian manifold olsun. «, Tanim 2.2.1 de tanimlanan (1, 2) tipinde bir

tensor alan olmak iizere, (1,3) tipinde bir tensor alani;

S =D,
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ile tamimlanir ve (D, g) igin Hessian egrilik tensorii olarak adlandirihr. Buna gore u, C*°

sinifindan bir fonksiyon olmak iizere;

. ot
_ Jl
S = gk
S 1 otu 1 O3u B O3u
UM T S pripri0kor | 27 0zidrkor | 0ri0ror
Sijkt = Sikj = Skji = Sjik = Skiij

dir. Burada {ZL‘l, 2, ..., x"} afin lokal koordinat sistemidir [6] .

Tanim 2.3.2. g Hessian metriginin Riemann konneksiyonu V ile gosterilsin. V igin

Riemann egrilik tensorii

I R T A (2.1.1)
1
Rij = 5 (Sjint = Sijnt) (2.1.2)

seklinde tanimlanir [6].

Tanim 2.3.3. S Hessian egrilik tensorii ve € ikinci dereceden kontravaryant simetrik
tensor alan olmak iizere, ikinci dereceden simetrik kontravaryant tensor alanlar1 uzayinin

bir endomorfizmi
¢ (f)lk _ Sz] k lfjl

seklinde tanimhidir. Boylece

< ©.n = S"Fny = Siyne'n™ = Sjumet

= (sz‘l/mik> §1 = (&< (m)

elde edilir. Burada ( , ) g ile tamimh bir i¢ ¢arpimi gostermektedir [6].

Tanim 2.3.4. z noktasinda sifirdan farkli, ikinci dereceden kontravaryant , simetrik
tensor alani £, ve ¢ (€,,) de ikinci dereceden simetrik kontravaryant tensor alanlari uzayinin

bir endomorfizmi olmak iizere

he - 618
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seklinde tanimh h (§,) degerine £, yoniindeki Hessian kesit egriligi denir [6] .

Tanim 2.3.5. Eger her z € M noktasindaki biitiin kontravaryant simetrik £, tensorleri
icin h (£,) Hessian kesit egriligi bir ¢ sabitine esitse (M, D, g) Hessian manifolduna ¢

sabit Hessian kesit egrilikli uzay denir [6] .

Teorem 2.3.1. (M ,D, g), boyutu > 2 olan bir Hessian manifoldu olsun. (M, D, g)

manifoldunun sabit Hessian kesit egrilikli olmasi i¢in gerek ve yeter gart

Cc

5 (9ij9K1 + Gi1 k)

Sijkl =

olmasidir.Eger h (£,) Hessian kesit egriligi sadece x e bagh ise (M , D, g) manifolduna
sabit Hessian kesit egriliklidir denir. Burada c¢ sabit Hessian kesit egriligi, S Hessian
egrilik tensorii ve g Hessian metrigidir [26] .

Ispat . M nin sabit Hessian ¢ kesit egrilikli oldugunu kabul edelim. Tanim 2.3.3 den

¢ simetrik oldugundan her &, igin

(&) =& (2.1.4)

dir. 5; Kronecker deltas1 olmak tizere
Tk =gk, g (535{“ +5§5f> :
olarak tamimlayalim. S ve Kronecker deltasi tanimlarindan
T M =T =T"" (2.1.5)
yazilabilir ve her £, i¢in
T Z] k / éx Jl 0
dir. Boylece x noktasindaki her a®, b, c?, d? icin,

0= Ty (78! +a'b7) (d¥ + cFa') = 4Ty a b e a*

yani Tijkl =0 dir. Buradan
stk = 5 (950F + aiek)

i
kil =

NN O

(85gm + 01gjk) -
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elde edilir.

Tersine eger yukaridaki sart saglanirsa bu (M , D, g ) nin ¢ sabit Hessian kesit egriligine
sahip oldugunu gosterir [26] .

Sonug 2.3.1. Eger (M ,D, g) Hessian manifoldu ¢ sabit Hessian kesit egrilikli bir
uzay ise (M , g) Riemann manifoldu da sabit kesit egriligi — ¢ /4 olan bir uzaydir [6].

Sonug 2.3.2. (M ,D, g) c sabit Hessian kesit egriligine sahip basit irtibatli bir
Hessian manifoldu olsun. Eger g Riemann metrigi tam ise ¢ > 0 dir [6].

ispat . ¢ < 0 olsun. Buna gore Sonuc¢ 2.3.1 den (M ,g) — c/4 sabit kesit
egriligine sahip basit irtibath ve tam bir Riemann manifoldu olur.Dolayisiyla (M, g)
yarigapr 2 /y/—c olan bir kiireye izometriktir .Diger taraftan tam g Riemann metrigine
sahip basit irtibathi bir (M , D, ¢g) Hessian manifoldu R™ de bir araliga izomorf olur ki bu
bir geligkidir.Yani ¢ > 0 duir.

¢ sabit Hessian kesit egrilikli Hessian manifoldlar ¢ nin aldigi degerlere gore 3 temel
geometrik yapiya izomorf olurlar.

(M, D, g) basit irtibath bir Hessian manifold olsun. Eger g tam ise (M, D, g),
(Q, ﬁ, 52g0> ye izomorf olur. Burada €2, R™ de bir konveks bolge, l~), R™in bir flat

konneksiyonu ve ¢ de 2 iizerinde C*° smifindan bir fonksiyondur [26] .
A. c=0hali

(R", D,g= (3) D2 {Z (:pZ)Q}) Oklid uzaymm sabit Hessian kesit egriligi sifir olan

basit irtibath bir Hessian manifoldu oldugu agiktir.
B. ¢ > 0 hali

Bu hali agagidaki teorem yardimiyla gosterelim.

Teorem 2.3.2. c pozitif bir sabit olmak iizere €2, R"™ de
1n—1 -
x> Ezl (z")
1=

ile verilen bir bolge olsun. 2 iizerinde C*° smifindan bir ¢ fonksiyonu
1 1n—1 5
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seklinde tanimlansin. Buna gore (2, D, g = Ddyp) sabit pozitif ¢ Hessian kesit egrilikli,

basit irtibath bir Hessian manifold olur. (£2, g) Riemann manifoldu da sabit kesit egriligi

[

- olan (H (—g) , g) hiperbolik uzayina izometriktir. Burada
H = {(&,...671¢) eR" | " > 0},

o= = {g(dfi)2+é(d€”)2}-
(€™)? c

i=1
dir [26].
ispat . n; = % olsun. Buna gore
_ -1
lxl{mn—lnzl(:nrf} 1<i<n-1
c 2 -7 =
n; = =t -1
Z —c ! {w" - lnzl ($T)2} i=n
2 2 -
r—=
lgis] = Cn;M; 5ijnn CNiMn
 —
Cnnnj CNpMn
bulunur.
1n—l
f=a"— 5 (wl)Q
i=1

olmak tizere g yi

n—1 2 n—1
g = c {Zmdmi + nnda:”} — nnz (dxi)2

i=1 i=1
= Larog )+ !LZI (da')?
2 2 i=1
seklinde ifade edebiliriz.
. c 2xt 1<i<n-1
67’ — ) Y
1
fia 1=n,
olarak tanimlayalim. Boylece
—co<&<oo  (1<i<n-1), €">0
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olmak iizere

elde edilir. Buradan g asagidaki sekilde hesaplanir.

n—1

g = Z 877’ da'de! = Zdnidxidenndx"

3,j=1

n—1

= >d {c‘%yi (y™")~
=1

> (ay')?

_ ;{
IR P

=1
Ja) ol oo sE 0]
+ % (dy")z} . (2.3.1)

Boylece g pozitif tamimlh olur ve (D, g = Ddyp) ikilisi  iizerinde bir Hessian yapi

olusturur.

(2.3.1) gozoniine alimirsa (2, g) sabit kesit egriligi —$ olan (H (=%, g

formuna izometrik olur.

)) hiperbolik uzay

Simdi de (Q, D,g= D2<p) Hessian kesit egriliginin c sabitine esit oldugunu gosterelim.

v; ve v, (4,1) bilesenleri sirasiyla Yiji Ve 7;"1 olan matrisler olsunlar.Buna gore Tanim

2.1.3 ten

Yi

dir. Diger taraftan

! c8lm, + cdjn; — 807,
2 c8ymy + iy, 2¢0,,11,

g]l

cgijM + cgunj — 0j19in YNy + CGinN;

N~ N

cginMy + €GNy, 2¢GinMy,

053*7771 +cdtn n;
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S,i , (4, 1) bilegenleri S;-kl olan bir matris olsun. S]i = %Z% oldugu gozoniine alinirsa

Sk = [ jkl] = [8—;’“] = w%

c 859k + 019k; 059k + o ghj

2 5:Lgkl + (%gl(m 26;gkn
elde edilir. Yani
S = 3 (8% gr1 + O1gn;)

bu da (2, D,g = Ddy) Hessian kesit egriliginin ¢ sabitine esit oldugunu gosterir. Boylece

ispat tamamlanmig olur [26] .
C. c <0 hali

Bu hali agagidaki teoremle ispatlayalim.

Teorem 2.3.3. c negatif bir sabit olmak tizere R” de C'* sinifindan bir ¢ fonksiyonu

1 L
=1 A |
o= (L 1)

seklinde tanimlansin.Bu durumda (]R”, l~7, g= 152<p> sabit negatif ¢ Hessian kesit egri-

likli, basit irtibath bir Hessian manifoldu ve (R™, g) Riemann manifoldu da her i i¢in

n+1
&; > 0 olarak tanimh Y &7 = — 2 kiiresinde bir bélgeye izometrik olur [26] .
i=1
ispat . n; = 8%‘% ve &, > 0 olmak tlizere, sirasiyla,
-1
8(,0 1 _ s "
j=1
ve
1
20)f,  1<i<n

& = n.oo. 2
2¢—c(>e” +1 , i=n+1
j=1

seklinde tanimlayalim. Boylece

4
BRSNS
Ay = =) dE;
—nt1
i _ §;
¢ = —2log —log (—c).
n+1
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elde edilir. Boylece

_ 8771 A agz % j
g = Zaﬂd ridy’ = 428$]d rida’

1,7=1 ij=1
0
= Z& Z gZal I dat = Z(gldg)
=1
- E(Qdﬁl)dlog S Z(gidgi) §"+1€n+1d£i2_€id§n+l
i=1 Ent1 =1 &; €.,
= > (dg)’ (Zg @) dé, s
=1 n+1
- Z(dfi)2+(d§n+1)2
i=1

(2.3.2)

bulunur. g pozitif taniml oldugundan (D, g = Ddy) bir Hessian yap1 olur. (2.3.2) den

n+1
(R™, g) nin, &; > 0 ile tamml > €2 = —% kiiresinde bir bolgeye izometrik oldugu sonucuna

i=1
varilir. Diger taraftan

gij = ¢ (—0ijm; +ninj)

seklinde elde edilir.

Simdi de (R™, D, g = Ddy) nin ¢ sabit Hessian kesit egrilikli oldugunu gosterelim. Bu-

rada Teorem 2.3.2 nin ispat yontemi kullanilarak

10 1

v, = 297 9] = 5 [5jlgz‘j +c (giﬂ?l + gimj)} J
. 1 , 4 ;
V= 5 (0085 + e (85m + 8in;)]

bulunur. Boylece

Sk = [ jkl] = la—xjkl = @%‘

: R .
[Si] = Si= 8_9:"7 =3 (6% g11 + 61915
= g (6%gk1 + 619%;)

dir.

Yani (R, D, g = Ddyp), sabit negatif ¢ Hessian kesit egrilikli , basit irtibath bir

Hessian manifoldudur [26] .
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2.4SABIT HESSIAN KESIT EGRILIKLI HESSIAN MANiFOLDLARIN
RICCI ve SKALAR EGRILIGI
Bu bolimde Hessian egrilik tensorii yardimiyla sabit Hessian kesit egrilikli Hessian

manifoldlarin Ricci ve skalar egriligi hesaplandi.

Teorem 2.4.1. (M, D,g), D flat afin konneksiyonuna ve g Hessian metrigine sahip

bir Hessian manifold olsun. (M, D, g) nin Ricci egrilik tensorii

Rﬁ = ZS]‘M —2Rj (2.4.1)

dir. Burada Sj;; Hessian egrilik tensoriiniin bilesenleri ve R;; de M Riemann mani-

foldunun egrilik tensoriiniin bilegenleridir [30].

Ispat . (M, g) Riemann manifoldunun Ricci egrilik tensorii Tanim 1.1.11 den
Rj = ZRZ‘]M (2.4.2)

yazilabilir. Diger taraftan benzer gekilde (M, D,g) Hessian manifoldunun Ricci egrilik

tensoriiniin bilegsenleri
Rjj =D S
i
olarak yazlabilir. Son esitlikte ( 2.1.2 ) ve ( 2.4.2 ) kullamlrsa ( 2.4.1 ) egitligi bulunur
(30] .

Teorem 2.4.2. (M,D,g), D flat afin konneksiyonuna ve g Hessian metrigine sahip

bir Hessian manifold olsun. (M, D, g) nin skalar egriligi
’I”H = Z‘Sjkjk — 27"
jk

dir. Burada r, (M,g¢) Riemann manifoldunun skalar egriligidir [30] .

Ispat .(M, g) Riemann manifoldunun skalar egriligi Tanim 1.1.13. den
r = _Ru
kj
yazilabilir. Benzer sekilde (M, D, g) bir Hessian manifoldunun skalar egriligi

H
P =" Skjin
jk
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olur. Buradan
=) Sk =Y Simk — 2Rk
ik ik kj
TH = Zsjkjk_QT
ik
bulunur [30].

Teorem 2.4.3. (M,D,g), D flat afin konneksiyonuna ve g Hessian metrigine sahip
Hessian manifoldu ¢ sabit Hessian kesit egrilikli ise (M, g) Riemann manifoldunun Ricci
egriligi

1 c
Rj = 521:5 (9ij 91 — iigjt)

dir [30].

ispat . (M, D, g) Hessian manifoldunun Ricci egrilik tensériiniin bilegenleri

Rﬁ = Z Sijli

olarak yazlabilir. Diger taraftan (M, D, g) c sabit Hessian kesit egriligine sahip oldugu

gozoniine alinirsa Teorem 2.4.1 den
RIf =" Sju; — 2Ry
i

olur. Buradan
> Siii =Y Sjii — 2Ry
yazilabilir. Yani

2Rj; = Zsjilz' - Zsijli
i i

elde edilir. Son esitlikte Teorem 2.3.1. gozoniine alinarak

C C
2R; = 25 (95i91i + gjigui) — 25 (9ij 91 + giigjt)
i 5

1 c
Rj = 525 (9ij91i — 9iig;j1)

bulunur [30].
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Teorem 2.4.4. (M,D,qg) D flat afin konneksiyonuna ve g Hessian metrigine sahip

Hessian manifoldu ¢ sabit Hessian kesit egrilikli ise (M, g) Riemann manifoldunun skalar

egriligi

dir [30].

Ispat . Teorem 2.4.2. ve Hessian manifoldun skalar egriligi tanimindan
2r = Sjkjk — Y _Skijk
I I

yazilabilir. Diger taraftan Teorem 2.3.1. den

C C
2r = 25 (9k9jk + 9jkGjk) — 25 (9rki9ks + 9KKGjj)
ik i
c 2
2r = 25 [(gjk) _gkkgjj}
ik
2r = g(—n)
cn
r o= ——
4

elde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar [30] .

26



UCUNCU BOLUM

3.1. HESSIAN MANIFOLD VE HESSIAN HiPERYUZEY

Tamm 3.1.1. (R"“ (x, 21, ...,:rn,D)) , (z,21,...,x,) afin koordinat sistemine ve D
flat afin konneksiyonuna sahip (n + 1) boyutlu afin uzay olsun. R"*! iizerinde tanimh
bir K fonksiyonu, a sifirdan farkli bir sabit, F' (x1,...,2,), R" (21, ..., 2,) lizerinde difer-
ensiyellenebilir bir fonksiyon ve Hess (F') Hessian matrisi R” de her yerde non-dejenere
olmak kaydiyla

K= (z+1)—aF (x1,...,25)

ile gosterilir [8].
Tanim 3.1.2. Q, R"™! (n + 1) — boyutlu afin uzayinda bir bolge olsun ve
Q={peR" K (p) >0} (3.1.1)
seklinde tanimlansin. Burada K , Tanim 3.1.1 ile verilmis bir fonksiyondur. Buna gore
p= —1 log K
a

olmak iizere § = D?p, € tizerinde bir indefinite Riemann metrigi tanimlar. Boylece

(D, g) cifti Q iizerinde bir Hessian yapidir denir [8].

Tamim 3.1.3. R"*! (n 4+ 1) — boyutlu afin uzaymda €, (3.1.1) esitligi ile tanimh bir
bolge olsun. K , Tanim 3.1.1 ile verilmig bir fonksiyon ve F, R™ iizerinde taniml diferen-
siyellenebilir bir fonksiyon ve X; (i =0,1,...,n), Q iizerinde vektor alanlarimi gostermek

lizere

0
doo= A
d 0
. = aF,— <i<
X; aE8x+8xi (1<i<n)

seklinde yazilir. Bu durumda herhangi bir p € Q igin {X; (p) }g<;<,, ye © nn p noktasindaki
T, (Q) tanjant vektor uzayi igin bir bazdir denir [8].
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Tanim 3.1.4. N, (€, g) Hessian yapisina sahip bir Hessian manifoldu olsun. N nin

Levi-Civita konneksiyonu V ile gosterilmek iizere

1
VXZ-XO = —§Xi (1 S ) S n) (3.1.2)
dur [8].

Tanim 3.1.5. N, (©,7g) Hessian yapisina sahip bir Hessian manifold, N nin Levi-

Civita konneksiyonu V olmak iizere N nin Gauss denklemi
ﬁxin :inXj —l—h(Xi,Xj)Xo (3.1.3)

dir. Burada Xy, X;, Xj, Q tizerinde tanimh vektor alanlar ve Vy, X, v x,;X; nin {XO}J‘

bilegenidir [8].

Yardimc: Teorem 3.1.1. N, (2, g) Hessian yapisina sahip bir Hessian manifoldu ve

1 < 1,7 < n olmak iizere

h(X, X;) = %g(XZ-,Xj) (3.1.4)

Vxod (X5, Xj) = =g (X, X;) (3.1.5)
dir. Burada h, N nin gekil operatorii, %, N nin Levi-Civita konneksiyonu, g, N iizerindeki

Hessian metrigi, X;, Q tizerinde tammh vektor alanlaridir [8].

Tanim 3.1.6. (R” (y1,...,yn), D), (y1,...,yn) afin koordinat sistemi ve D flat afin
konneksiyonuna sahip n—boyutlu bir afin uzay olsun. F'; R™ (y1, ..., y,) iizerinde bir difer-
ensiyellenebillir fonksiyon olmak iizere (D, D?F ) R™ (y1, ..., yn) lizerinde bir Hessian yap1

olugturur 6yleki

1
p = ——logK
a

= {peR", K(p) >0}

olmak tizere N = (Q, D, D2<p) bir Hessian manifoldu olur.
®; M = (R"(y1,...,yn), D, D*F) den N = (Q, D, D?%p) igine

x = aF (y1,.yYn)

i = ¥y (1<i<n)
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seklinde taniml bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Boylece &, M den N ye

s, 9] 9,
s\ ) =Xi=aFig— + 5 <1<
d <3yz> X; = aF, o + oz, (1<i<mn)

sartini saglayan bir izometrik immersiyondur denir [8].

Yardimci Teorem 3.1.2. N = (Q, D, D2<p) bir Hessian manifoldu ve
M = (R”, D, D*F ) N nin bir hiperyiizeyi olsun. Bu durumda;

i) ® (M) N nin X a gore bir umbilik hiperyiizeyi olur ve sekil operatorii %id dir,

ii) N = (Q, g, %) nin sabit —% egrilikli olmasi igin gerek ve yeter sart M =
(R", D, D*F) nin flat olmasidur [8].

Tamim 3.1.7. N = (Q, D, Dggo) bir Hessian manifoldu ve M = (R”, D, DQF) N
nin bir hiperyiizeyi olsun. Bu takdirde (3.1.4) denklemi ile verilen h, M hiperyiizeyinin

ikinci temel formu olarak adlandirilir.

Tanim 3.1.8. N = (Q, D, ngp) bir Hessian manifoldu, M = (R”, D, DZF) N nin
bir hiperytizeyi ve M nin bir p € M noktasindaki tanjant uzay1 7, M olsun. M nin ikinci

temel formu h non-dejenere oldugundan Vp € M igin T, M tanjant uzaymin

sartin1 saglayacak bir {E1, ..., E,} bazi bulunabilir. Bu baza M nin h—ortonormal baz

adi verilir [31].
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DORDUNCU BOLUM

4.1. HESSIAN MANIFOLDLAR VE HiPERYUZEYLERIN EGRIiLiK-
LERI ARASINDAKI BAGINTILAR

E™ m— boyutlu Oklid uzayindaki alt manifoldlar ve bunlarin hiperyiizeyleri tizerindeki
temel form, Gauss ve Weingarten denklemleri ve bu uzaylar arasindaki egrilik bagintilar:
Ozel, [32] tarafindan incelenmistir. Bu bélimde de N = (Q, D, D?p) Hessian mani-
foldunun bir M = (R", D, D2F) hiperytiizeyi ile arasindaki egrilik bagintilar: incelenecek-
tir. Kolaylik olmasi acisindan M = (R", D, D2F) kisaca M, N = (Q, D, D2<p) kisaca

N ile gosterilecektir.

Teorem 4.1.1. N bir Hessian manifoldu ve N nin bir hiperyiizeyi de M olsun. N
ve M nin egrilik tensor alanlari, sirasiyla, R ve R, Levi-Civita konneksiyonlar1 da V ve
V olsun. Xy M nin normal vektor alani, h M nin ikinci temel formu, {F1, Eo, ..., E,} de

herhangi bir p € M noktasindaki h— ortonormal baz olmak iizere,

~ ~ ~ 2
g <Ez'; R <Ej7 Ek) El) =g (Ez‘; R (Ej; Ek) El) + E(hkihlj — hz‘jhlk) (4.1.1)
veya
=~ 2
Rijk = Raji + —(hwiluj — hijhk) (4.1.2)
dir.

ispat. V X;, X, Xk, X; € x (M) igin Tamum 1. 1. 10 dan
E(Xj, X)X =Vx, (Vx, X)) — Vx, (Vx, X)) —V[Xj, X X1

yazilabilir. Bu denklemde (3.1.3) esitligi gdzoniine alinirsa,

R(Xj, Xk) X, = ﬁxj (VXle + h(Xk,Xl) Xo) —ﬁxk (VX].XZ + h(Xj,Xl) Xo)

—Vix;.x0 X1 — b ([X;, Xi], X1) Xo

R(Xj, Xk)Xl = VXj (VXle—i-h(Xk, Xl) Xo)—i—h(Xj,VXle—i-h(Xk,Xl) X())Xo
—[(ka (VX].XZ + h(Xj,Xl) XO))
+h (Xk, Vx; X1 + h(X;, X;) Xo) Xo]

—Vix;,x0 X1 — b ([X;, Xi], X1) Xo
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R(X;, Xp)Xi = Vx,Vx, X+ Vx,h(Xp, X1) Xo
+h (Xy, X1) Vx, Xo + h (X, Vx, X1) Xo + b (X, h (X5, X1) Xo) Xo
~Vx, Vx,Xi — Vx,h(X;, X;) Xo
—h(X;,X;) Vx, Xo — h (X, Vx,X;) Xo — b (Xp, h(X;,X;)Xo) Xo

—Vix; x0X1 — h ([Xj, Xk, X1) Xo

R(X;, Xp)Xi = Vx,Vx,Xi— Vx, Vx, X — Vix; x0Xi + Vx;h (Xk, Xi) Xo
—Vth (Xj,Xl) Xo+h (Xk,Xl) VXjXO —h (Xj,Xl) vXkXO
+h (X, VXle) Xo + h (X;, h(Xk, Xi) X0)Xo—h (Xk, VXle) Xo

—h (X, h (X5, X)) Xo) Xo — h ([X;, Xk, X1) Xo
bulunur. Bu denklemde de (3.1.3) esitliginin tekrar kullanilmasiyla
R(X;, X)X = R(Xj, X)X+ Vx, (h(X, X)) Xo) — Vi, (h(X;, X;) Xo)

+h (X, Vx,X1) Xo — h (Xk, Vx, X1) Xo — h ([X;, Xi], X)) Xo
+h (Xk,Xl) vXon—h(Xj,Xl) vXkXO (4.1.3)
elde edilir. Esitligin her iki tarafi X; € x (M) ile i¢ carpima tabi tutulursa;
7 (X RO, X0 X1) = §(X0 R(X, X3) X)) +3 (X5, Vi, (h (Xe, X1) X))
—9 (X4, Vx, (h(X;, X1) X0)) + g (X4, h (X, Vx, X1) Xo)
g (XZ, h (Xk, VX Xl) X(]) — g (Xl, h ([Xj, Xk] ,Xl) Xo)

+7 (X4, h (X3, X7) Vx,; X0) — 9 (X4, h (X, X)) Vx, Xo)

veya

ﬁ(Xi»R(Xj, Xk)Xl> = 9(Xi, R(Xj, Xp) X)) + 9 (X3, Vx; (h (X, X1) X))
—9 (Xi, Vx, (h(X;, X)) X0)) + 9 (Xi , h (Xy, X;) Vx, X0)
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olur.

Burada (3.1.4) {in goz oniine alinirsa,

ﬁ(Xz'»é(Xj, Xk)Xl> = g(X;, R(Xj, Xk)Xz)+§<X¢,VX]- (%ﬁ(Xk,Xl)VXon))
G (Xiﬁxk (gg(xj,xl))(o)) 43 (X %g(xk,xl) vXjX0>
—9(X;, gﬁ(va X1) Vx, Xo))

veya

~ ~ ~ a.. — -
9 (X, R(X;, Xp) X)) = g(Xi, R(X;, Xi) Xi) + 59 (Xi, Vi, (9 (Xk, X1) X))
2
a_ — ~ a.. ~
—359 (Xi, Vx, (9 (X;,X1) Xo)) + 59 (Xi, 9 (Xk, X;) Vx, X0)

a ~
_§g(X’L: g (XJ> Xl) VXkXO))

5 (X0 RO, X0 X)) = §(X0 R(X, X0) X)) + 515 (X0, Tx, (7 (X, X) Xo))
—9 (Xi, Vx, (9 (X}, X1) Xo)) + 9(Xi, § (X, X1))Vx, Xo
—9(Xi, 9 (X5, X1) Vx, Xo))] (4.1.4)

olur.

Burada Vi, (§ (Xk, X;) Xo) ve Vx, (9 (X, X;) Xo) ifadeleri hesaplanrsa;

Vx, (§(Xi, X)) Xo) = g (Vx, Xp, X1) Xo+ 9 (Xp, Vx, X1) Xo + g (Xi, X;) Vx, Xo

o o 1.
= 9(Vx, X3, Xi) Xo+ g (Xk, Vx, X;) Xo — (§Xj) (9 (Xk, X7))

~ = - (.1 -
9 (Xi,Vx,9(Xi, X)) Xo) = 0+O_g<(§Xj)g(Xk>Xl)Xz‘>

= 57 (X0 X7 (X X0) (4.15)

ve
Vx, (9(X;, X)) X0) = 9(Vx,Xj, X)) Xo+ 9 (X;,Vx,X1) Xo+g(Xj, X)) Vx, Xo

_ o 1.
= 9(Vx X5, X1) Xo +9 (X, Vx, X0) Xo — (5X8)(9 (X5, X)

- = [, 1 -
9(Xi, Vx,9(X;, X)) Xo) = 0+O_g<(§Xk)g(Xj>Xl)Xi>

= —%Q(Xka Xi)g (X5, X)) (4.1.6)
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elde edilir. Diger taraftan g(X;, g (X, X;))Vx,;Xo) ve g(Xi, g (Xj, X;) Vx, Xo) ifadeleri

hesaplanirsa,
9(Xi,§ (X1 X)) (Vx, Xo) = 9(Xi,§ (Xp, X)) (_%Xj>)
= —%!;(Xi,Xj)ﬁ(Xk,Xz) (4.1.7)
9(Xi, 7 (X, X) Vx, Xo) = 9(Xi,3(X;, X)) (_%Xk>
- _%g(xj,xl)g(xk,xi) (4.1.8)
bulunur.

(4.1.5),(4.1.6),(4.1.7) ve (4.1.8) denklemleri (4.1.4) de yerine yazilirsa

- ~ - a. 1. -
9<Xi;R(Xja Xk)Xl> = §(Xi,R(Xj, Xk)Xl)+§[_§g(Xian)g (Xk, X1)

1. - 1 -
+§g(Xk7Xi)g (XjaXl) - §g(Xi7Xj)g (XkHXl)

1~ -
+§9(Xk7 Xi)g (X1, X;)

~ fod ~ a ~
§ (X0 B(X, X0 X)) = §(X0 R (X, Xi) X))+ 51=g(X0 X;)7 (X, X))

+9( Xk, Xi)g (X, X))
elde edilir. Son denklemde (3.1.4) gdzoniine alinirsa,
~ = ~ a 2 2
9<Xz,R(Xj, Xk:)Xl> = 9(Xi, R(Xj, Xk)Xl)+§[<—ah(Xi,Xj)> <5h<Xk7Xl)>
2 2
+(Bnexx) (2nenxy))

veya
~ ~ ~ a. 4
§ (X0 RO, X0 X0) = §(X0R(X, X0) X)) + 5[5 (X5, X)) b (X X0)

4
+§h (Xk, Xi) b (X3, X5)]

veya

g(Xhé(Xﬁ Xk)Xl> = g(X;, R(Xj, Xk)Xl)+§[h (Xk, Xi) b (X1, X5)
0 (X5, X)) h (X, X)) (4.1.9)
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elde edilir.

{E1, Es, ..., E,} h— ortonormal baz sistemi olmak iizere;
~ ~ - 2
g (EivR(Ejv Ey) Ez) = 9(Ei, R(Ej, Ex) Ey) + = (hriluj — hijh)

bulunur. Bu da (4.1.1) in ispati tamamlar. Buradan h— ortonormal baz yardimiyla

2
Ryjr = R+ p (hiihi; — hijhi)

~ 2
Rijr = Rk — - (hrihij — hijhi)

2
Rijii = Riju+ - (hikhiyj — hiihjr)
elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.2. N bir Hessian manifoldu ve N nin bir hiperyiizeyi M olsun. N ve M
nin sirasiyla, egrilik tensor alanlar: R ve R, kesit egrilikleri sirasiyla, Kve K , Levi-Civita
konneksiyonlar: da V ve V olsun. Xo M nin normal vektor alani, A ikinci temel formu,
{E1, Es, ..., E,} de herhangi bir p € M noktasindaki h— ortonormal baz olmak iizere; N

ve M nin kesit egrilikleri arasindaki baginti
K (E;, Ej) = K (Ei, Ej) + %[(%)2 — hiihjjl
dir.
ispat. V¥ X;, X, Xi, X; € {E1, Es,...,E,} icin Teorem 4.1.1 den
5 (X0 B, X)X5) = 5K RN, X)) X5) + 2h (X, X5) b (X5, X))
—h (X3, Xi) h (X, X;)]

elde edilir.
Tanim 1.1.12 den

K (Xi, X;) =5 (X0 R(X, X;) X;)
yazilabilir. Bu deger yukaridaki esitlikte gozoniine alhimirsa N ve M nin kesit egrilikleri

arasindaki baginti

2

—h (Xi, Xi) h (X5, X;)]
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seklinde olur. Burada
{E1, Ea, ..., E,}, h— ortonormal baz sistemi kullanilirsa N ve M nin kesit egrilikleri

arasindaki baginti,

2
K (E;, Ej}) = K(FE,, Ej)+a[hijhz‘j — hiihjj]

2
K (E;, Ej) = K(F;, Ej)+a[(hij)2 — hiihjj]
bulunur.

Teorem 4.1.3. N bir Hessian manifoldu ve N nin bir hiperyiizeyi M olsun. N ve M
nin sirasiyla egrilik tensor alanlar R , R, Ricci egrlikleri sirasiyla }?i/c, Ric ve Levi-Civita
konneksiyonlar1 da V ve V olsun. Xo M nin normal vektor alani, {Fy, s, ..., E,,} de h—

ortonormal baz olmak iizere,V.X;, X; € x (INV) i¢in N ve M nin Ricci egrilikleri arasindaki

bagint1
Ny . ~(5 Qe ~
R’LC(Xi,Xj) = RZC(Xi,Xj)—i-g(R (Xo, X3) Xj, Xo) +§Z[g (Ei,Xj)g(Xi,Ei)
i=1
—9(Xi, X;) g (Ei, Ey)]
dir.

ispat. Sp{Ey= Xo, E1,Es,....,E,} = x(N) olmak tizere N nin Ricci egriligi
VX, X; € x (N) i¢in Tamim 1.1.11 den

n

Ric (X, X;) = > (R (Ei, X)) Xj, E) +§ <é (Xo, Xi) X, Xo)
i=1
yazilir.
Tanim 1.1.10 dan
R(E;, X)) X; =V (Vx.X;) - Vx, (VX)) — Vig, x)X; (4.1.10)

yazilabilir. Diger taraftan, Tanim 3.1.5 den

Vx, X; =Vx,X;+h (XZ‘,XJ') Xo

yazilabilir. Bu ifade (4.1.10) esitliginde gz 6niine alimirsa

R(E;, X)) X; = Vg (Vx,Xj+h(X;, X;) Xo) = Vx, (Ve Xj + b (Ei, X;) Xo)

— (V[ X = 1 (B, Xi] Xo, X; )
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elde edilir. Burada (4.1.3) denklemi kullamlarak

R(E;, X)) X; = R(E;,Xi)X;+ Vg (h(Xi, X;) Xo) — Vx, (h (Ei, X;) Xo)
(B, Vx, X;) Xo — h (Xi, Vi, X;) Xo — h ([, Xi], X;) Xo
+h (Ez, Xz) VElXO —h (Ez> XJ) VXZXO

bulunur. Bu esitlikte (3.1.4) denklemi gozoniine alinarak esitligin her iki tarafi E; ile ig

garpima tabi tutulursa
§<Ei»§(Ei7 Xi)Xj) = §(Ei, R(E;, Xi)X;)+7(Ei, Vg, (h(Xi, X;) X))
—9 (E;,Vx, (h(E;, X;) X0)) + g (Ei, h (E;, Vx,X;) Xo)
—g (Ei, h(Xi, Vg, X;) Xo) — g (Ei, b ([Ei, Xi], X;) Xo)

+9 (B, h (Xi, X;) Vi, Xo) — 9 (Ei, h (B, X;) Vx, Xo)

bulunur. Burada Xg € x (M l) oldugundan

§<Ei,§(Ei, Xi)Xj> = (B, R(E;, Xi)X;)+ 9 (Ei, Vg, (h(X;,X;) X))
—9 (Ei, Vx, (h(E;, X;) Xo)) + g (Bi, h (X4, X;) Vg, Xo)
=g (Ei, h (B, X;) Vx, Xo)

olur.

Burada (3.1.4) iin gozoniine alinirsa,
_ . _ ~ — /a-
g (Ei,R(Ei, Xi)Xj) = g(Ei, R(E;, X;)Xj)+7 (Eiain (59 (XivXj)inXO))
_ — /a. N a.
—g (Ei7in (59 (Eian)X0>) +9 <Ei7 §Q(Xi7Xj) VE¢X0>
o a.
—9(Ei, 59 (Ei, X3) Vx, Xo))

veya

~ = ~ a = ~
7 (B R (B X)X;) = §(BLR(E X)) X))+ 57 (B Vi, (5 (X5, X;) X0))

Q. = ~ a.. ~
—59 (Ei, Vx, (9 (Ei, X;) Xo)) + 59 (EBi, g (Xi, X;) Vi, Xo)

a._ ~
—Qg(Ei,g (Ei, X;) Vx, X0))
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7 (B R(E X0 X;) = G(BLR(Es, X0) X)) + 515 (B, Vi, (5(X, X;) X0)
-9 (Ei,Vx, (9 (Ei, X;) Xo0)) + 9 (Ei, 9 (Xi, X;) VE,Xo)

—34(Ei, 9 (Ei, X;) Vx,X0))] (4.1.11)

olur.

Burada Vg, (7 (Xi, X;) Xo) ve Vx, (7 (Ei, X;) Xo) ifadeleri hesaplanirsa;

Vi, (§(Xi, X;) Xo) = §(VEXi, X;) Xo+9(Xi, Ve X)) Xo+ 9 (X, X;) Vi Xo

- = - = 1 -
= §(VEXi, X;) X0+ 9 (Xi, Vg, X;) Xo — (§Ei) (9 (Xi, X))

~ = (.1
9(Ei,VE§ (X, Xj) Xo) = 0+0_9<(§Ei)9(Xian)Ei>

= —%E(EhEi)g(Xi»Xj)) (4.1.12)

Vx, (9(Ei, Xj) Xo) = §(Vx.Ei, X;) Xo+9(Ei,Vx, X;) Xo+ 9 (Ei, X;) Vx, Xo
e o 1o
= 9(Vx,Ei, Xj) Xo+ 9 (BE;, Vx, Xj) Xo — (§X¢)(9 (Bi, Xj)

- = -~ ~(,1
9 (Ei,Vx,g (B, X;) Xo) = O+0_9<(§Xi)g<Einj)Ei>

= —5';(X1,Ez‘)§(Ei,Xj) (4.1.13)

elde edilir. Diger taraftan g(E;, g (Xi, X;) Vg, Xo) ve g(E;, g(E;, X;) Vx,Xo) ifadeleri
hesaplanirsa,

9B G (X0, X)) (Ve Xo) = 9(Eig(Xi, X;) (_%Ez))

1~ -

o -~ 1
9B, g (Bi, Xj) Vx, Xo) = g(Ei,g (B, X;) <_5Xi>

_ —%L(;(Ei,Xj)g(Xi E;) (4.1.15)

bulunur.
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(4.1.12),(4.1.13),(4.1.14) ve (4.1.15) denklemleri (4.1.11) de yerine yazilirsa

- ~ - a. 1. -

Q(Ez‘,R(Ez‘, Xi)Xj> = g(E;, R(E;, Xi)Xj)+§[_§g(Ei7Ei)g (X, X;)
1. - 1~ -

+§9(Xz‘, E)Ng(E;, X;) — ig(Ei, E)g (Xi, X;)

1~ -
+§9(Xz‘a Ei)g(X;, E;)

~ ~ ~ a ~
g <Ei>R(Ei> Xi)Xj> = g(E;, R(E;, Xi)Xj)+§[_g(Ei>Ei)g (X4, X5)

+9(Xi, Ei)g (Ei, Xj)]

elde edilir. Son denklemde (3.1.4) goz 6niine alinirsa,

a

g(Ei,é(Ei, Xi)Xj> = g(E;, R(E;, Xi)Xj)+§[<_§h(Ei,Ei)> <%h(Xi7Xj)>

+ (%h(Xi,Ei)> <§h<vaEi)>]

- ~ - a. 4
Q(Ez',R(E@', Xi)Xj) = g(E;, R(E;, Xi)Xj)+§[_$h(Ei7Ei)h(Xi>Xj)

veya

1
+—5h (X, Ei) h (X, E)]
veya

~ =~ ~ 2
G (B R X)X;) = §(ER(Es X0) X))+ [0 (X0, B h (X, Ey)

—h (E;, E;) h (X;, X)) (4.1.16)

9 (B0 R (B X)X;) = GR(ELX) X, B) +
2

—[=h (Xi, X5) h (B, Bi) + h (B, X;) h (X3, Ei)]

olur. Burada Tamim 1.1.11 gtz 6niine alinirsa

2 n
Ric (X;, X;) Zg (Ei, X;) Xj, E;) — a;h(Xi,Xj)h(Ei,Ei)
1=

+E§h (B, X)) h(Xi, Ei) +§ (fz (Xo, X;) Xj,X())
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veya

— i~ 2
Ric (X, X;) = Rie(Xi, X;) + 3 (B(Xo, Xi) X, Xo) + =S k(B X;) h(Xi, B)
=1
2 n
_Ezh (X, X;) b (E;, E;)
i=1
elde edilir.
— . = P
Ric(X:,X;) = Ric(X:,X;)+3 (R (Xo, X;) Xj,XO) + = [0 (B X)) b (X, E)
i=1

—h (Xi, Xj) h (Ej, E;)]

son denklemde

a
h(Xi, Xj) = 59 (Xi, X;)
oldugu diisiiniiliirse

— . [~ Qe a_ a.
Ric(X;, X;) = Ric(X;, X;)+9(R(Xo0,Xs)X;, X0 ) +=) [59(Ei, X;) -9 (Xi, Ey)
a4 2 2

=1
a. a.
—-9 (X4, Xj) 59 (Ei, Ey)]
2 2
= . (= 202 A -
R’LC(XZ‘,Xj) = RZC(Xiaxj)+g(R(XO,Xi)XjaXO)+EZZ[9(Ei7Xj)g(Xi7Ei)
=1
—9(Xi, X;) g (Ei, E;)]
— . [ U .
Ric(X;, X;) = RZC(Xij)+9(R(X07Xi)Xj7XO> +§Z[9(Eian)g(Xi7Ei)
=1

—9(Xi, X;) g (Ei, )]
bulunur. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

Teorem 4.1.4. N bir Hessian manifoldu ve N nin bir hiperyiizeyi M olsun. N ve M
nin egrilik tensor alanlar1 ve skalar egrlikleri, sirasiyla, R , R ve S , S ; Levi-Civita kon-

neksiyonlar: da V ve V olsun. X normal vektor alani, {E1, Ea, ..., E,} de h— ortonormal
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baz olmak tizere,

S = S+Zg( (Xo, E El,X[))—i-Zg( (E;, Xo) Xo, E )

=1
+E Z [(hig)? = hiihj;]

1,7=1

dir.

ispat. Sp{Ey = Xy, E1, Es,..., E,} = x (N) olmak tizere N nin skalar egriligi Tanim
1.1.13 den

S = Ric(E;, E;) + Ric(Xo, Xo) (4.1.17)
=1

seklinde yazilir. Burada egtiligin sag tarafinin 1. terimi Teorem 4.1.3 den
n —
> Ric(E;, E;) ZR’LC E;, E)) +Zg (Xo, E;) Ei, Xo)
i=1
+= Z (Ei, E;) h(Ei, E;) — h (Ei, E;) h (Ej, Ej)] (4.1.18)
=1

seklinde, sag tarafin 2. terimi de Tanim 1.1.11 den
Ric (Xo, Xo) = Zg( (Ei, Xo) XO,E> (4.1.19)

olur.

(4.1.18) ve (4.1.19) degerleri (4.1.17) de yerine yazilirsa;
ZRw i, E) + Zg (Xo, E;) B, Xo) + 3 (B (Ei, Xo) Xo, ;)
i=0

+- Z E’L?E Eth)_h(Ei’Ei)h(Ej?Ej)]
,j=1

bulunur. Tanim 1.1.13 burada gozoniine alinirsa

n

= S+Zg (Xo, F5) i, Xo) + 39 (R (Ei, Xo) Xo, Fy)
=1

,J 1

veya
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n

§ = S+ ZE (R (XQ, Ez) E;, X()) + Zg (ﬁ (Ei, Xo) Xy, EZ>
=1 =1

+§ > [(hi)? = hiihjj]

i,=1

elde edilir. Bu da istenendir.
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5. BOLUM

SABIT EGRILIKLI HESSIAN MANIFOLDLARIN HiPERYUZEYLERI
VE PSEUDO-UMBILIKLIK ILISKILERI

N = (Q, D, D2<p) bir Hessian manifold ve M = (R”, D, D2F) de
N nin bir hiperyiizeyi olsun. N de h— ortonormal lokal cati alan1 Fjy, ..., E,41 ve bu
cat1 alammmin M ye kisitlanmisi da Fj, ..., B, olsun. Ayrica Ei, ..., E, M ye teget olacak
sekilde tanimlansin. /N nin h— ortonormal lokal cati alanina kargilik gelen dual ¢ati alanlar:
da wi, ..., wpy1 olsun. N = (Q, D, D2g0) Hessian manifoldunun ve M = (R”, D, DQF)
hiperyiizeyinin h— ortonormal c¢ati1 alani ve dual cati alanlarina ait indislerin siralanmasi
sirasiyla agagidaki
sekildedir.

1<AB,C,...<n+1 , 1<4,9,k,... <n

N nin yap1 denklemleri, Teorem 1.1.1 de verilen Cartan yap1 denklemleri yardimiyla

su sekilde yazilir

n+1

dwg = EwAB ANwp waB +wpa =0,
B=1
n+1 n+1
dwap = ZwAC ANweB — 5 Z Rapcpwe Nwp
c=1 C,D=1
a
Rapcp = ~1 (0acdBD — 0ADOBC) -

Bu formiillerin M ye kisitlanmasiyla
wpt1 =0

elde edilir.

Teorem 1.1.2 de verilen Cartan Yardimeci: Teoremi kullamilarak

n
Wotti = Y _higw; by = hyi
=1

yazilabilir.

M nin yap1 denklemleri de IV nin yap1 denklemlerine benzer olarak
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n
dw; = E Wij N\ Wj
Jj=1

n
1
dw;j = g Wik A Wi — 5 E Rijriwi N wy
k=1

M nin Gauss denklemi de Teorem 4.1.1 den

a 2
Rz’jkl = _Z (5ik5jl — 5il5jk) + a (hikhﬂ — hilhjk) (5.1.1)

bulunur.
Tanim 5.1.1. N = (Q, D, D2cp) bir Hessian manifoldu ve M = (R”, D, DQF) de N
nin bir hiperyiizeyi olsun. M nin ortalama egriligi H ve h ikinci temel formun normunun

karesinin uzunlugu, sirasiyla,
1
H=[¢] = ;Zhn‘
K3
ve
2
S =" (hi)
ij

seklindedir.

Tanim 5.1.2. h;; nin birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri, sirasiyla, hijx ve hijp

agagidaki sekilde tanimlanir [18,33,34].

n n
Z hijiwy = dhij — Zhikwkj - Zhjkwki (5.1.2)
k=1 k=1

ve

n n n

Z hijklwl = dhzjl - Zhi]‘lwlk - Zhilkﬂ)l]’ — Zhljkwli

=1 =1 =1

yani

1 1
(Z hijki = 5 > him Bkt — 3 > hijmikl> wi Awy =0
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hijki — hijik = Z R Rkt + Z homj Rkt (5.1.3)

burada[18, 33, 34] den ya da Codazzi denkleminden

hiji = hikj (5.1.4)

dir. (5.1.1) den

a 2
Rij = 1 (n—1)6; — p (hijhir — hiibyg) (5.1.5)

olur.

Simdi € yi E,+1 e paralel olarak alalim, bu durumda Tanim 5.1.1 den

izH,11 =nH (5.1.6)

bulunur. h;; nin laplasyani Ah;; olmak iizere (5.1.3) ve (5.1.4) den

Ahig = ) hijkk
= > hikjk
Ahy; = Z Pirj + Z hix Ry + Z hii Rigi (5.1.7)

olarak bulunur.

AS = Y (hik)® + Y hijAhi
= Z (hije)? + Z hijhiki; + Z hijhig Risji + Z hijhii Rk, (5.1.8)

elde edilir.
Tanim 5.1.3. h, M hiperyiizeyinin ikinci temel formu , & ortalama egrilik vektorii ve

g, N Hessian manifoldunun skalar ¢arpimini gostermek tizere, V X;, X; € M icin
g (h(Xi, X;),8) = Xg (Xi, X;) (5.1.9)

sartin1 sagliyorsa M, N nin pseudo-umbilik hiperyiizeyi olarak adlandirilir. Burada A, M

iizerinde tanimli bir fonksiyondur.
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Teorem 5.1.1. N = (Q, D, D2g0) kesit egriligi —% olan bir Hessian manifold ve
M= (R”, D, D*F ) de N nin pesudo umbilik flat bir hiperyiizeyi olsun. Bu durumda H,

M nin ortalama egriligi olmak iizere M nin Ricci egriligi,

a 2

sartini saglar.
Ispat. A, M iizerinde tamml bir fonksiyon ve H, M nin ortalama egriligi olmak iizere

Tanim 5.1.3 ve (5.1.6) dan

iZHn+1hij = n)\éw s H2 = A
ve
hl'j = H(Sij (5.1.10)
olur.
(5.1.5) ve (5.1.10) dan
a 2 2
R;; = 1 (n—1) 5ij . Zhijhkk + p thihkj
a 2 2
= —Z (n — 1) 5@' — ETLH2(51‘]‘ + E thihkj
2 2
= —% (n — 1) 5@' — anszzj + Eszij
a 2
= _Z (n — 1) (57;]' — 5H25ij (n — 1)
a 2
= —1)6;; |—— — =H?
R (n ) 0ij [ 1 a }

2
Ry = (n—1) [—% - —H2] 5i;

elde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

a

Sonug 5.1.1 Eger M minimal ise R;; = —§ (n — 1) d;; dir.

Teorem 5.1.2. M nin ortalama egriligi H ve ikinci temel formu A olmak iizere

2 3n° 2
> (hi)* = = |VH|

dir.

Ispat H, M nin ortalama egriligi olmak iizere
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fij = [T — Héij (5.1.11)

seklinde bir f;; fonksiyonu tamimlansin. Buna gore Tamim 5.1.1 ve (5.1.10) dan

E Ji =0, fijk = hfﬁl Hj6ij
7
ve

M= (hﬂl Hk5z'j>2 => <hfﬁ;l> —n|VH? (5.1.12)

ijk ijk
bulunur.(5.1.12) den

fiik = hiie — Hi , fire = higg — Hidse  ve  hyip = g

yazilabilir. Buradan

fiki = fiik + Hi, — Hi0i (5.1.13)

elde edilir. (5.1.13) denklemi (5.1.12) de goz oniine almirsa

Z zgk Z ik T Zfzkz + kazz + Z 141 (5'1’14)

ijk i#k i#k i#k

Z ik — mek + 2Zfzk1 + fou

ijk i#k i#k
= Z k+2z f”k‘f‘Hk_H(szk: +Z 11
i#k i#k
= Z”k+2 n—l ]VH! —4ZfzzzH+Z 1%
i#k
> Y fl+2(n-1)|VH - "+2 fom
1#£k
4(n—1)
_TWH' +Z 2. (5.1.15)
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bulunur. Diger taraftan k degerleri sabit tutulursa _ f;; = 0 oldugundan (5.1.15) denklemi
i

2
Z Y A A A D
ik ik ik
i#k Z;ﬁk n#k

olur. Boylece (5.1.17) denkleminden

Z ik < nz 1k

1#£k
ya da

> fin> —me (5.1.18)

i#£k
dir. (5.1.18) denklemi (5.1.14) de yerine yazilirsa

9 n+2 9
Z ijk > n_lzf111+2 77,—1)|VH’ _1Zfzm
ijk 7
4(n—1)
- n+2 |VH| +me
2 —
- % IVH|? (5.1.19)

elde edilir. Burada (5.1.12) ve (5.1.19) birlikte diisiiniiliirse

n n(n—1)
Z(hm*,;l) = S 2 +n|VHP > T|VH| | VH?
ijk ijk
2
n+ 2

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.
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Yardimci Teorem 5.1.3. M, Ricci egriligi alttan sinirh, tam bir Riemann manifoldu
olsun. f, M iizerinde alttan smirh ikinci mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak

iizere Ve > 0 i¢in M nin
IVfl<e, Af>—e, f(z)<inff+e (5.1.20)

sartini saglayan bir z noktasi mevcuttur [32].
Teorem 5.1.4. N = (Q, D, D2<p) kesit egriligi —% olan bir Hessian manifoldu ve
M = (R”, D, DQF) N nin flat bir hiperyiizeyi olsun. Eger a > 0 ve M minimal ise S = 0

veya S > —%n dir.

Ispat. Yardimc: Terorem 5.1.3 g6z 6niine alimrsa M nin Teorem 5.1.1 sarti sagladig:

goriilebilir.  f, M {izerinde C*° sinifindan bir fonksiyon ve S ikinci temel form A nin

karesinin uzunlugu olmak tizere f = \/Sl—ﬂ’ (p € RT) gerekli diizenlemeler yapilir ve f =

\/W oldugu goz oniine alimirsa
’ 3 5 2
Af == AS+ 27|V (5.1.22)

bulunur. Ayrica (5.1.21) gozoniine alinirsa

IVSI

ViR = 25

elde edilir.

€ pozitif bir say1 olmak iizere Yardimci Teorem 5.1.3 den M iizerindeki bir x noktasi

icin,
|V5|
f6
|VS| <e, Af>-—¢, f(z) <inf f4e (5.1.23)
sart1 saglanir. (5.1.11) ve (5.1.12) den
4
7AS <e(inf f +¢e)+3¢ (5.1.24)

olur.
Diger taraftan

2AS ifadesi (5.1.8) den hesaplanirsa;
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AS = Z (hijk)2 + nzhinij + Zhijhlleijk + Zhijhlileik

ijk ij ijlk ijlk
—AS = Z (hzjk)Q + nH25ij + Zhijhlk <—% (0104, — 01kbsj) + % (hijhi, — hlkhij)>
igk ijlk
+> hijhi (-% (010kk — O1k0ki) + % (huihuk — hlkh;ﬂ-)> (5.1.25)
%AS > %k: (hijr)? — 25‘2 - %nS - %Han
2 —252 - %ns - %H%? (5.1.26)

elde edilir. Burada H, M nin ortalama egriligi, h, ikinci temel form, S, ikinci temel
formun normunun karesinin uzunlugu ve R, Riemann egrilik tensoriidiir. Ayrica (5. 1.25)

ve (5.1.26) denklemlerinde M nin minimal olmasi gozoniine alinirsa,
1 2 a
“AS>-=85% - - 1.2
> S > aS 4nS (5.1.26)

bulunur. (5.1.26) ifadesi (5.1.24) de gozoniinde tutulursa,

olur. Bu ise ¢ — 0 i¢in f infimuma S de supremuma yaklasir. Boylece (5.1.27) den M

iizerinde S nin simirli oldugu elde edilir. Eger burada S # 0 ise

2

-S+ 2n > 0

a 4
a 2
Z > -
4n > aS
2

—%n < S

bulunur. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

Burada a > 0 oldugunu kabul etmistik. Boylece Teorem 5.1.4 ten S = 0 yani M =
(]R", D, D2F) nin N = (Q, D, D2g0) de total geodezik oldugunu soyleyebiliriz. Boylece
agagidaki sonug verilebilir.

Sonug¢ 5.1.2. N = (Q, D, Dggo) kesit egriligi —% olan bir Hessian manifoldu ve
M = (R”, D, D*F ) de N nin flat bir hiperyiizeyi ve a > 0 olmak iizere Eger M minimal

ise total geodeziktir ve kesit egriligi — olan bir Hessian manifoldu olur.
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Teorem 5.1.5. N = (Q, D, ngp) kesit egriligi —% olan bir Hessian manifoldu ve
M = (]R”, D, D*F ) de N nin flat pseudo-umbilik bir hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

Vo]

4

IS}

2
5 = H? olmak {izere

w

nH? < S <na

dir. Burada H, M nin ortalama egriligi ve S ikinci temel formun karesinin uzunlugudur.

ispat. Herhangi bir pozitif p sabiti ve M de tammmh f fonksiyonu icin f = \/;—er

alalim. Teorem 5.1.4 ten S, M {iizerinde smirh oldugundan f de M tizerinde sinirli olur

ve f infimuma yaklagtik¢a S de supremuma yaklagir.(5.1.21) den

2
VF? = @fﬁ (5.1.28)

elde edilir.(5.1.22) den

1
Af = —§f3AS + z IVS|? f2

yani (5.1.24) den

FAAS = % VS2 f5—2fAF (5.1.20)

(5.1.28) , (5.1.30) g6z Oniine alinirsa

fAAS =6 |V ]2 —2fAf (5.1.30)

yazilabilir. Teorem 5.1.1 den M nin Ricci egriliginin sinirli yani ayni1 zamanda alttan
sinirhl oldugunu biliyoruz. Boylece M icin Yardimc: Teorem 5.1.1 kullanilarak herhangi

bir pozitif &, sabiti i¢in ( lim g, = 0> olacak gekilde

Vi Xn)| <em , Af(Xm)>—-c¢ , [f(Xn) <inf f+e,

sartin saglayacak sekilde pozitif bir e, sabiti mevcuttur. Bu sonug (5.1.29) ile birlikte

diistintiliirse

AS (X)) f4 (Xim) < 662, + 26, (inf f + &) (5.1.31)
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elde edilir. (5.1.26) ve (5.1.31) goz oniine alimirsa X, i¢in

322 4o (inf f +em) > —§S2(Xm)—%nS(Xm)—Zn2H2 (X (5.1.32)

olur. §imdi Sp =sup S = lim S(X,,). Boylece m — oo i¢in (5.1.32) den

m—0o0
0< 25’2 anS an2H2
=70 T g0y

bulunur. Burada Teorem 5.1.5 den g—; > H? oldugu goz oniine almirsa

na [%—\/?—2—2H2]

So < 1

sart1 saglanir. nH 2<8< sup S = Sy oldugundan

a a?
Z_\/1_6_2H2]

')’l(l|:
H2<S<
n <S< 1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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