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Beş bölümden oluşan bu çalı̧smanın ilk bölümünde, daha sonraki bölümlerde kullanıla-

cak olan bazı tanımlara yer verilmi̧stir.

İkinci bölümün ilk kısmında Hessian manifold kavramı tanıtılmı̧s, ikinci kısmında

Hessian manifold örnekleri verilmi̧s, üçüncü kısmında sabit Hessian kesit eğriliğine sahip

Hessian manifoldlar ve yapıları, dördüncü son kısmında da sabit Hessian kesit eğirilikli

Hessian manifoldların Ricci ve skalar eğrilikleri incelenmi̧stir.

Üçüncü bölümde Hessian manifoldların Hessian hiperyüzeyleri tanımlanmı̧s konu ile

ilgili tanım ve teoremlere yer verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde Hessian manifoldlar ve hiperyüzeylerin eğrilikleri arasında bazı

bağıntılar elde edilmi̧stir.

Son bölüm sabit eğrilikli Hessian manifoldların hiperyüzeyleri ve pseudo-umbiliklik

ili̧skileri ile ilgili olup, bu konuyla ilgili teoremleri içermektedir.

Anahtar Kelimeler: Hessian manifold, afin konneksiyon, kovaryant türev, eğrilik,

Ricci eğriliği, skalar eğrilik, kesit eğriliği, hiperyüzey.
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In the first chapter of this thesis that consists of five chapters, we give some fundamental

definitions and theorems which will be used in the later chapters.

In the first, second, third and fourth sections of second chapter, the concept of Hessian

manifold is intoduced, some examples of Hessian manifold are given, structures of Hessian

manifold with constant Hessian sectional curvature and its Ricci and scalar curvatures are

examined, respectively.

In the third chapter Hessian hypersurfaces of Hessian manifolds are defined and related

definitions and theorems are given.

The curvature relationships between Hessian manifolds and Hessian hypersurfaces are

obtained in the fourth chapter.

The last chapter concerns with the Hessian hypersurfaces with constant curvature and

their pseudo umbilical structures, some theorems on this subject are also given.

Key Words: Hessian manifolds, affine connection, covariant derivation, curvature,

Ricci curvature, scalar curvature, sectional curvature, hypersurface
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GİRİŞ

Manifold teorisi modern diferensiyel geometrinin en geni̧s ve verimli teorilerinden biridir.

Manifoldlar üzerindeki yapıların daha basit ve kolay anlaşılabilir uzaylar cinsinden ifade

edilebilir olması, bu kavramı bilim dünyası için oldukça ilginç bir çalı̧sma alanı haline

getirmi̧stir.

Zaman içinde insanoğlunun bilgi birikiminin artmasına paralel olarak bilim dalları

arasında kesin ayrımların bulunmadığı ve ortak çalı̧sma sahalarının gün geçtikçe arttığı

bilinmektedir. Bütün bu geli̧smeler genel anlamda manifold kavramının sadece diferensiyel

geometrinin çalı̧sma sahası olmaktan çıkarıp, matematiğin ve fiziğin hemen her alanında

çalı̧sılan ve ilgi uyandıran bir konusu haline getirmi̧stir.

Günümüzde geometriden fiziğe, uygulamalı matematikten istatistik alanlarına kadar

deği̧sik yapı ve isimlere sahip bir çok manifold çeşidinin mevcut olduğu bilinmektedir. Bun-

lardan biri de, özellikle üstel dağılım aileleri ve istatistik kavramların da ifade edilebildiği,

Hessian manifoldlardır.

Bir Hessian manifold özel tanımlı bir Riemann manifoldu olarak

düşünülebilir. Hessian manifoldları ile ilgili ilk çalı̧smalar 1977 yılında başlamı̧stır. Hiro-

hiko Shima; Hessian manifold kavramını, kompakt lokal Hessian manifoldunu, homojen

Hessian manifoldunu, Hessian manifold ve konvekslik ili̧skisini, kompakt Hessian mani-

foldlar için bir takım teoremleri ele almı̧stır [1− 6] .

1994 yılında başka bir çalı̧smasında sabit Hessian kesit eğrilikli Hessian manifoldları

incelemi̧s, bir başka deyi̧sle çalı̧smamıza ı̧sık tutan Hessian anlamında uzay formlarını

tanımlamı̧stır. Hessian manifoldların çok deği̧skenli normal dağılım aileleri ile olan ilgisini

araştırmı̧stır [6] .

Daha sonra, 1997 de, Hirohiko Shima ve Katsumi Yagi

”Hessian Manifoldların Geometrisi” adlı çalı̧smalarında Hessian manifoldlar için Laplasyan

kavramını, Hessian manifold örneklerini ve kompakt afin manifoldlar için

Albenese deği̧skenini, kompakt Hessian manifoldların yapı teoremlerini elde ettiler [7] .

1999 yılında, J.J Duistermaat; Hessian-Riemann yapıları inceleyerek Hessian manifold-

ların grup yapıları ile ilgisini ortaya koymuştur [8] . Aynı yıl A.Mizuhara’nın sabit eğrilikli

Hessian manifoldlar ve bunların otomorfizmleri üzerine yaptığı bir çalı̧sması yayınlandı [9].



Bütün bu çalı̧smaların ı̧sığı altında 2004 yılında yüksek lisans tezim Hessian mani-

fold kavramı, Hessian manifoldların Riemann hiperyüzeyleri ve eğrilik ili̧skileri üzerine

yoğunlaşarak hazırlandı. Aynı yıl M. Bektaş ve M.Yıldırım ın sabit Hessian kesit eğri-

likli Hessian manifoldların skalar eğrilikleri ile ilgili bir çalı̧smaları yayınlandı [10] . Yine

aynı tarihlerde B.Totaro nun Hessian metriklerin eğrilikleri üzerine olan çalı̧sması yayın-

landı. Bu çalı̧smada R3 uzayında Hessian metrikleri, eğrilik ve çeşitli denklemlerle olan

ili̧skileri incelenmi̧sti [11] . 2005 yılında M.Bektaş, M.Yıldırım ve M. Külahcı’nın sabit

Hessian kesit eğrilikli Hessian manifoldların hiperyüzeyleri ile ilgili olan bir çalı̧smaları[12]

ve D.Kumar’ın yüksek mertebeden Hessian yapıları incelediği bir çalı̧sması da yayınlandı

[13].

M.Bektaş ve M.Yıldırım Yılmaz 2007 yılında da sabit Hessian kesit eğrilikli Hessian

manifoldların reel uzay formlarının şekil operatörünü ele aldılar ve bir takım sonuçlar elde

ettiler [14] . Aynı yıl yine yazarlar bu tip manifoldların Riemann hiperyüzeyleri üzerinde

integral eşitsizliklerini buldular [15] . 2008 yılında da Hessian manifoldların eğrilikleri üz-

erine olan bir çalı̧smaları yayınlandı [16] .

Yüzeyler teorisi her yönüyle araştırılan ve çok yönlü çalı̧smalarda ele alınan geni̧s bir

alandır. Özellikle manifoldların alt manifoldları ve i̧slem kolayığı açısından hiperyüzeyleri,

bunların birbirleri ile olan ili̧skileri pek çok matematikçinin ilgiyle takip ettiği bir çalı̧sma

sahasıdır. Bu bakı̧s açısıyla ele alacağımız çalı̧smada Hessian manifoldların daha önce

incelenmeyen Hessian hiperyüzeyleri elde edildi. Buna ek olarak bir Hessian manifold ile

bir Hessian hiperyüzeyi arasındaki eğrilik ili̧skileri incelendi. Hessian hiperyüzeyler için

Gauss denklemi, Ricci ve skalar eğrilik kavramları araştırıldı. Bunlardan hareketle sabit

eğrilikli Hessian manifoldları ve pseudo-umbiliklik ili̧skileri elde edildi.
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1. GENEL KAVRAMLAR

1.1. Temel Tanımlar

Tanım 1.1.1. M , bir topolojik uzay olsun. M için aşağıdaki önermeler doğru ise M

ye n- boyutlu bir topolojik manifold (veya kısaca topolojik n- manifold ) denir.

(M1) M , bir Hausdorff uzayıdır,

(M2)M nin her açık alt cümlesi En e veya En in bir açık alt cümlesine homeomorftur,

(M3) M sayılabilir çoklukta açık cümlelerle örtülebilir [17] .

Tanım 1.1.2. Bir topolojik n-manifold M ve M nin bir atlası S = {(Ψα,Wα)}α∈A
olsun. Eğer S atlası için Wα ∩ Wβ 6= ∅ olmak üzere ∀ α, β ∈ A ya karşılık φαβ ve

φβα fonksiyonları C
k sınıfından diferensiyellenebilir ise S ye Ck sınıfından diferensiyel-

lenebilirdir denir.

S atlası M üzerinde Ck sınıfından olduğu zaman S ye M üzerinde Ck sınıfından difer-

ensiyellenebilir yapı adı verilir [17] .

Tanım 1.1.3. M, topolojik n-manifold olsun. M üzerinde Ck sınıfından bir difer-

ensiyellenebilir yapı tanımlanabilirse M ye Ck sınıfından bir diferensiyellenebilir manifold

denir [17] .

Tanım 1.1.4. M , bir C∞ manifold olsun. M üstünde vektör alanlarının uzayı χ (M)

ve reel değerli C∞ fonksiyonların halkası C∞ (M,R) olmak üzere ,

h , i : χ (M)× χ (M) −→ C∞ (M,R)

şeklinde bir iç çarpım tanımlı ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada, h , i

i̧slemine M üzerinde iç çarpım, metrik tensör, Riemann metriği veya diferensiyellenebilir

metrik denir [17] .

Tanım 1.1.5. M, bir C∞ manifold olsun. M üzerinde vektör alanlarının uzayı χ (M)

olmak üzere ;

D : χ (M)× χ (M) −→ χ (M)

(X,Y ) −→ D (X,Y ) = DXY



fonksiyonu için,

1) DfX+gY Z = fDXZ + gDY Z ,∀X,Y,Z ∈ χ (M) , ∀ f, g ∈ C∞ (M,R)

2) DX (fY ) = fDXY + (Xf)Y , ∀X ,Y ∈ χ (M) ,∀ f ∈ C∞ (M,R)

özellikleri sağlanıyorsa D ye M manifoldu üstünde bir afin konneksiyon adı verilir [17] .

Tanım 1.1.6. M, bir yarı-Riemann manifoldu ve D,M üstünde bir afin konneksiyon

olsun.

Eğer;

1) D, C∞ sınıfındandır.

2) M nin bir A bölgesi üzerinde, C∞ olan ∀X ,Y ∈ χ (M) için,

DXY −DYX = [X ,Y ]

dir.

3) M nin bir A bölgesi üzerinde C∞ olan ∀X,Y,Z ∈ χ (M) ve ∀ p ∈ A için

Xp hY , Zi = hDXY ,Zi |p + hY ,DXZi |p

özellikleri sağlanıyorsa, D konneksiyonuna, M üstünde bir Riemann konneksiyonu denir

[17] .

Tanım 1.1.7. Bir konneksiyona kaŗsılık gelen eğrilik tensörü sıfıra eşit ise bu konnek-

siyona flat konneksiyon denir [18].

Tanım 1.1.8. Bir M manifoldunun flat afin konneksiyonunun torsionu sıfır ise bu

manifold afin manifold olarak adlandırılır [19] .

Tanım 1.1.9. M, bir Riemann manifold olsun. M nin hacim elementi

dv =
p
det gdx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxn

şeklinde tanımlanır [20] .

4



Tanım 1.1.10. R : χ (En)× χ (En)× χ (En) −→ χ (En)

(X , Y ,Z) −→ R (X,Y,Z) = R (X,Y )Z

R (X,Y,Z) = DX (DY Z)−DY (DXZ)−D[X ,Y ]Z

=
¡
DXDY −DYDX −D[X ,Y ]

¢
Z

=
¡
[DX ,DY ]−D[X ,Y ]

¢
Z

olarak tanımlanan R fonksiyonu χ (En) üzerinde üçüncü mertebeden bir kovaryant tensör

alanıdır. Bu kovaryant tensör alanına En in eğrilik tensör alanı ve bunun bir p ∈ En

noktasındaki değeri olan R (Xp, Yp)Zp tensörüne de En in p noktasındaki eğrilik tensörü

veya kısaca En in p deki eğriliği denir [17] .

Tanım 1.1.11. M , n− boyutlu bir Riemann manifold ve p ∈M noktasındaki tanjant

uzay T M (P ) olsun. T M (P ) nin ortonormal bazı {e1, ..., en} ve M nin Riemann eğrilik

tensörü R olmak üzere

Ric : T M (P )× T M (P ) −→ R

(u , v) −→ Ric (u, v)

dönüşümü

Ric (u, v) =
nX
i=1

hR (ei, u) v, eii

şeklinde tanımlanırsa, M nin Ricci eğrilik tensörü olarak adlandırılır. Ricci eğrilik ten-

sörünün p ∈ M noktasındaki değerine M nin Ricci eğriliği denir [21] .

Tanım 1.1.12. M, n−boyutlu Riemann manifold olmak üzere TX (M) tanjant uza-

yındaki her P düzlemi için K (P ) kesit eğriliği ; {X1,X2} P nin ortonormal bazı olmak

üzere

K (P ) = R (X1,X2,X1,X2) = hR (X1,X2)X2,X1i

şeklinde tanımlıdır [18] .

Tanım 1.1.13. M, n−boyutlu Riemann manifold ve p ∈M için TM (p) nin ortonormal

bazı {e1, ..., en}olsun. Ric , M nin Ricci eğrilik tensör alanı olmak üzere

S
n

=
X

i=1

Ric (ei, ei) (1.1.1)

5



şeklinde tanımlı S değerine M nin skalar eğriliği denir.∀ X,Y ∈ M olmak üzere Tanım

1.1.11 den

Ric (X,Y )
n

=
X

i=1

hR (ei,X)Y, eii

yazılır. Bu ifade (1.1.1) de göz önüne alınırsa,

S =
nX
i=1

nX
j=1

hR (ej , ei) ei, eji

yazılabilir [22] .

Tanım 1.1.14. M, bir n-boyutlu manifold olsun. M nin bir X noktasındaki bütün

tanjant vektörlerin cümlesi TM = ∪
x∈M

TXM ile gösterilmek üzere M manifoldu

üzerindeki tanjant bundle, TM deki her tanjant vektörü bağlı olduğu noktaya götüren

π : TM →M

TqM → π (TqM) = {q}

şeklindeki bir dönüşüme sahip TM. cümlesidir [18] .

Tanım 1.1.15. En bir (n− 1)− yüzey diye En deki boş olmayan bir M cümlesine

denir, öyleki bu M cümlesi

M =

⎧⎨⎩ x ∈ U ⊂ En| f : U
dif.bilir→ IR

x→ f (x) = c, U bir açık cümle

⎫⎬⎭
∇f |p 6= 0, ∀ p ∈ M biçiminde tanımlanır. En de bir (n− 1) − yüzey, n > 3 olması

halinde daha çok bir hiperyüzey olarak adlandırılır [17] .

Tanım 1.1.16 Boş olmayan bir cümle A ve bir K cismi üstünde bir vektör uzayı V

olsun. Aşağıdaki önermeleri doğrulayan bir

f : A×A→ V

fonksiyonu varsa A ya V ile birleştirilmi̧s bir afin uzay denir:

(A1) ∀P, Q, R ∈ A için

f (P,Q) + f (Q,R) = f (P,R) ,

6



(A2) ∀P ∈ A ve ∀α ∈ V için

f (P,Q) = α

olacak biçimde bir tek Q ∈ A noktası vardır [17].

Tanım 1.1.17. n− boyutlu bir afin uzay A ve A da bir afin koordinat sistemi

{x1, ..., xn} olsun. A da bu sisteme göre b ∈ R olmak üzere

nX
i=1

aixi + b = 0

ile tanımlanan bir hiperdüzlem B olsun. A da

B1 =

(
P

¯̄̄̄
¯
nX
i=1

aixi (P ) + b > 0, P ∈ A

)
olarak tanımlanan afin altuzaya yarı-uzay denir. Benzer şekilde

B2 =

(
P

¯̄̄̄
¯
nX
i=1

aixi (P ) + b < 0, P ∈ A

)
olarak tanımlanan afin altuzay da bir diğer yarı uzaydır. B, B1 ve B2 ayrıktırlar ve

A = B∪ B1 ∪B2 dir [23] .

Tanım 1.1.18. Eğer M Riemann manifoldu simetrik,üçüncü mertebeden kovaryant

D tensörü ile tanımlı ise yani M, m−boyutlu bir C∞ manifold, g metrik tensör ve D,

D : χ (M)× χ (M)× χ (M)→ C∞ (M,R)

D (X,Y,Z) = D (Y,X,Z) = D (Y,Z,X)

( = D (X,Z, Y ) = D (Z,X, Y ) = D (Z, Y,X))

şartını sağlayan 3-lineer bir dönüşüm olmak üzere (M,D, g) üçlüsüne istatistik manifold

adı verilir [24] .

Tanım 1.1.19. M irtibatlı bir afin manifold, M üzerindeki vektör alanlarının uzayı

χ (M) , D afin konneksiyon ve X,Y ∈ χ (M) olmak üzere

T : χ (M)× χ (M)→ χ (M)

T (X,Y ) = DXY −DYX − [X ,Y ]

7



şeklinde tanımlanan T fonksiyonuna torsion opeartörü adı verilir [24] .

Tanım 1.1.20. M irtibatlı bir afin manifold M üzerinde j ve k indislerine göre

anti-simetrik olan torsion ve eğrilik formları sırasıyla,

T i =
1

2
T i
jkw

j ∧ wk,

Ωji =
1

2
Rj
iklw

k ∧ wl

şeklinde tanımlanır. Burada wi lerM üzerindeki vektör alanlarının lokal bazları {e1, ..., en}

in duali olan 1- formların bazlarıdır ve 1≤ i, j, , k ≤ n dir [25] .

Teorem 1.1.1. M bir n−manifold ve M üzerinde tanımlı eğrilik ve torsion formları

sırasıyla, T i ve Ωji olmak üzere,

T i = dwi + wi
j ∧wj ,

Ωji = dwj
i + wj

k ∧w
k
i

denklemlerine sırasıyla I. ve II. Cartan yapı denklemleri adı verilir [25] .

Teorem 1.1.2. (Cartan ın Yardımcı Teoremi) M bir n−boyutlu manifold olsun. M

üzerinde i = 1, 2, ..., p < n için λi 1-formları,wi i = 1, ...p için lineer bağımsız olmak üzere

pX
i=1

wi ∧ λi = 0

olarak verilsin. Böylece λi 1-formları i = 1, 2, ..., n için aij = aji ve C∞ (M,R) olmak

üzere

λi =

pX
j=1

aijwj

şeklinde yazılabilir [25] .
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İKİNCİ BÖLÜM

2.1. HESSIAN MANİFOLD KAVRAMI

Tanım 2.1.1. M bir Riemann manifoldu olsun. M nin flat afin konneksiyonu D ve

M üzerinde C∞ sınıfından bir fonksiyon u olmak üzere eğer M nin g Riemann metriği

g = D2u

şeklinde ifade ediliyorsa g ye Hessian metriği adı verilir [26] .

Bu şekilde elde edilen (D, g) çiftine de Hessian yapısı denir.

Eğer bir manifold Hessian yapısına sahipse Hessian manifold olarak adlandırılır ve

(M, D, g ) şeklinde ya da kısaca M ile gösterilir [26] .

Tanım 2.1.2. D flat afin konneksiyonlu bir manifold M olsun. Bu durumda Ddxi =

0 şartını sağlayacak şekilde bir
©
x1, x2, ..., xn

ª
lokal koordinat sistemi mevcuttur. Bu lokal

koordinat sistemine afin lokal koordinat sistemi denir [26] .

Bu çalı̧smanın tamamında M üzerindeki geometrik kavramların lokal ifadeleri afin

lokal koordinat sistemi cinsinden incelenecektir.

T ; M üzerinde bütün tensörlerin Γ (T ⊗ T ) içinde kapsadığı bir tensör bundle olsun.

Böylece aşağıdaki tanımlar verilebilir.

Tanım 2.1.3. D
0
X ve D

0

X Γ (T ⊗ T ) içinde X ∈ Γ (T ) yönündeki kovaryant türevler

olsunlar. I özdeşlik dönüşümü ve tensör alanlarının γX türevi

γX = ∇X −DX

olmak üzere

D
0
x = 2γX ⊗ I +DX , D

0

x = 2I ⊗ γX +DX

dir. Burada ∇; g Riemann metriğinin Riemann konneksiyonu ve D;

flat afin konneksiyondur [5] .

Böylece aşağıdaki şartlar ∀ X,Y,Z ∈ Γ (T ⊗ T ) için eşdeğerdir [26]:

(H1) g bir Hessian metriğidir,

(H2)
∂gij
∂xk

= ∂gik
∂xj

,

(H3) g (γXY,Z) = g (Y, γXZ) ,

9



(H4) ∂Dg = 0,

(H5) D
0
Xg = 0

³
veya D

0

Xg = 0
´
,

(H6) Xg (Y,Z) = g
³
D

0
XY,Z

´
+ g (Y,DXZ) .

M , bir flat afin manifold ve TM deM üzerinde π izdüşümüne sahip bir tanjant bundle

alınırsa TM ,M üzerindeki flat afin yapı tarafından indirgenen bir kompleks yapı oluşturur.

Gerçekten
©
x1, ..., xn

ª
lokal afin koordinat sistemi için yi = xi ◦ π , yn+i = dxi ,

i = {1, ..., n} olmak üzere

zi = yi +
√
−1 yn+i

yazılabilir.

Bu şekilde tanımlı
©
z1, ..., zn

ª
sistemleri TM üzerinde bir kompleks yapı oluşturur.

M üzerindeki bir g Riemann metriği için

gt =
nX

i,j=1

(gij ◦ π)dzidzj

denirse gt nin TM üzerinde bir Hermit metriği olduğu basit bir hesaplama ile gösterilebilir

[26] .

Önerme 2.1.1. M üzerindeki bir g Riemann metriğinin Hessian olması için gerek ve

yeter şart TM üzerindeki gt Hermit metriğinin Kaehlerian olmasıdır [26] .

Önerme 2.1.2. M üzerindeki bir g Riemann metriğinin Hessian olması için gerek

ve yeter şart g nin TM tanjant bundle ın dan T ∗M kotanjant bundle ına bir izomorfizm

olmasıdır [26] .

Tanım 2.1.4. M , D flat afin konneksiyonuna ve g Riemann metriğine sahip bir

manifold olsun. M nin hacim elementi ν, hacim elementi yardımıyla tanımlanan kapalı

bir 1-form α olmak üzere

DXν = α (X) ν

şeklinde tanımlı α ya g nin 1.Kozsul formu denir. Burada X, M üzerinde tanımlı bir

vektör alanıdır.

Lokal olarak 1. Kozsul form;

αi =
1

2

∂ log det [gkl]

∂xr
= Γrri

şeklinde ifade edilir [7].
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Teorem 2.1.1. Rn üzerinde kanonik flat afin konneksiyon D ve g = D2ϕ Hessian

metriğine sahip bir bölge Ω olsun. Ayrıca ϕ , Ω üzerinde C∞ sınıfından bir fonksiyon ve

g nin Riemann konneksiyonu da ∇ olsun.

Eğer g Riemann metriği tam ve α = 0 ise Ω = Rn ve ∇ = D dir. Burada α, g nin

1.Kozsul formudur [26] .

Yardımcı Teorem 2.1.2. M bir Riemann manifoldu, M üzerindeki bir vektör alanı

X, M üzerindeki tensör alanlarının türevi γX ve g nin 1.Kozsul formu da α olsun. γX in

izi izγX ile gösterilmek üzere

α (X) = izγX

dir [6] .

İspat. M nin hacim elementi v olmak üzere

v =
q
det [gij ]dx

1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxn

ve Tanım 2.1.4 ten

αiv = α

µ
∂

∂xi

¶
v = D∂/∂xiv

= (D −∇)∂/∂xi v

= −γ∂/∂xiv

= − (det [gij ])
1
2

X
k

dx1 ∧ ... ∧ γ∂/∂xidxk ∧ ... ∧ dxn

= γkikv

bulunur.

Bu da ispatı tamamlar [26] .

Tanım 2.1.5. M , D flat afin konneksiyonuna ve g Riemann metriğine sahip bir

manifold olsun. M nin hacim elementi ν , hacim elementi yardımıyla tanımlanan kapalı

bir 1-form α ve simetrik bilineer form β olmak üzere ;

β = Dα

şeklinde tanımlı β ’ya g ’ nin 2.Kozsul formu denir,
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2. Kozsul form lokal olarak

βij =
1

2

∂2 log det [gkl]

∂xi∂xj
= Sr

rij

şeklinde ifade edilir. Burada γ, M üzerindeki tensör alanlarının türevi olmak üzere S = Dγ

şeklinde tanımlıdır [4] .

Teorem 2.1.3 (1, 3) tipinde bir tensör alanı S olsun. S (X,Y ) nin izi izS (X,Y ) olmak

üzere

β (X,Y ) = izS (X,Y )

dir. Burada β ikinci Kozsul formdur [6] .

İspat . Tanım 2.1.5 de Yardımcı Teorem 2.1.2 göz önüne alınırsa

β (X,Y ) = (DY α) (X)

= DY (α (X))− α (DYX)

= DY izγX − izγDYX

elde edilir. M Riemann manifoldu üzerinde DZi = 0 şartını sağlayan çatı alanları

{Z1, ..., Zn} olsun. M üzerinde

S = Dγ

olduğu göz önüne alınırsa

(Dγ) (X,Y,Zi) = (DY γ) (X,Zi)

= DY (γ (X,Zi))− γ (DYX,Zi)

= (DY γX − γDYX) (Zi)

bulunur. Burada γXZi veγDYXZi tensör alanları

γXZi =
X
j

a j
iZJ

γDYXZi =
X
j

b jiZJ

12



olarak tanımlanırsa

(Dγ) (X,Y,Zi) =
X
j

³
DY a j

i − b ji

´
Zj

bulunur.

Böylece

iz S (X,Y ) = DY

ÃX
i

a i
i

!
−
X
i

b ii

= DY (iz γX)− iz γDYX

= β (X,Y )

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.

Teorem 2.1.4. D, Rn üzerinde kanonik flat afin konneksiyon, ∇, g nin Riemann

konneksiyonu, α ve β, sırasıyla 1. ve 2. Kozsul formu olsun. M , (D, g) çifti ile belirli bir

kompakt Hessian manifold olmak üzere

i.
R
M

İzeβν = R
M

kαk ν

dir. Burada eβ, β (X,Y ) = g
³eβ (X) , Y ´ eşitliği ile verilmi̧s bir endomorfizmdir.

ii. Eğer Z
M

İzeβν = 0
ise ∇ = D dir [26] .

Bu teoremden aşağıdaki sonuç yazılabilir.

Sonuç 2.1.1. i. β negatif tanımlı olamaz ,

ii. Eğer β = 0 ise ∇ = D dir [26] .

Sonuç 2.1.2. Bir kompakt ve irtibatlı Hessian manifoldu β negatif tanımlı olacak

şekilde v hacim elementine sahip değildir [26] .
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2.2. HESSIAN MANİFOLD ÖRNEKLERİ

Örnek 2.2.1. n-boyutlu reel afin uzay Rn ve afin koordinat sistemi
©
x1, x2, ..., xn

ª
olsun. Böylece Rn üzerinde

Ddxi = 0

olacak şekilde bir kanonik flat afin D konneksiyonu mevcuttur.

Rn de bir bölge Ω ve Ω üzerinde ∂2ϕ
∂xi∂xj

Hessian matrisi pozitif tanımlı olacak şekilde

düzgün bir ϕ fonksiyonunu alalım.O zaman

g = D2ϕ =
X
i,j

µ
∂2ϕ

∂xi∂xj

¶
dxidxj

Rn üzerinde bir Hessian metriği olur. Böylece (D, g) ikilisi bir Hessian yapı ve (Rn, D, g)

bir Hessian manifoldudur [26] .

Örnek 2.2.2. M , g flat Riemann metriğine sahip bir manifold olsun. Bu durumda g,

flat Riemann konneksiyonuna göre bir Hessian metriği olur [26] .

Örnek 2.2.3. Flat afin D konneksiyonuna sahip bir manifold M olsun. Eğer simetrik

bilineer Dα formu pozitif tanımlı olacak şekilde kapalı bir α 1-formu mevcutsa, Dα, M

üzerinde bir Hessian metriği oluşturur. Bu yapı D ile tanımlı dı̧s türeve göre tam olan M

üzerindeki Hessian metriklerinin sınıfına kaŗsılık gelir [26] .

Örnek 2.2.4. Ω ile bütün n × n tipindeki pozitif tanımlı, reel simetrik matrislerin

cümlesi gösterilsin. Burada Ω, R
n(n+1)

2 içinde bir konveks bölge olarak düşünülebilir.

x ∈ Ω olmak üzere ϕ(x) = − log det x alınırsa, g = D2ϕ, Ω üzerinde bir Hessian metriği

olur [26] .

Örnek 2.2.5. Ω = Rn−{0}olsun. Γ ile Rn nin 2k (k ∈ Z) ile oluşturulan afin dönüşüm

gruplarının ayrık alt grupları gösterilsin. Dolayısıyla Γ/Ω bölüm uzayı bir kompakt flat

afin manifold olur veHopf manifold olarak adlandırılır. Ancak Hopf manifoldlarıHessian

metriği olma özelliklerini sağlamazlar [26] .

Örnek 2.2.6. A2, doğal flat afin D konneksiyonlu, 2-boyutlu reel afin uzay olsun. A2

üzerindeki bir afin koordinat sistemi de
©
x1, x2

ª
olarak alınsın.

Eğer C∞ sınıfından diferensiyellenebilir fonksiyonu u = log
³
ex

1
+ ex

2
+ 1
´
biçiminde

alınırsa o zaman
¡
D, g = D2u

¢
ile belirli bir Hessian manifoldu elde edilir. Gerçekten

x0
i
=

∂u

∂xi
=

ex
i

ex1 + ex2 + 1
> 0 i = 1, 2
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ve

x0
3
= 1− x0

i − x0
2
=

1

ex1 + ex2 + 1
> 0

olduğu göz önünde tutulursa direkt hesaplamalar sonucu
¡
A2,D , g

¢
nin bir Hessian

manifoldu olduğu görülür [7] .

Örnek 2.2.7. (H, eg) sabit eğriliği −1 olan üst yarı uzay olsun ve
H : =

©
y =t

¡
y1, ..., yn+1

¢
∈ Rn+1

¯̄
yn+1 > 0

ª
,

eg : =
¡
yn+1

¢−2 n+1X
A=1

dyAdyA.

olarak alınsın. H üzerinde e∇ afin konneksiyonunu i, j = 1, ..., n olmak üzere aşağıdaki

şekilde tanımlayalım:

e∇ ∂
∂yn+1

∂

∂yn+1
=

¡
yn+1

¢−1 ∂

∂yn+1
,

e∇ ∂
∂yi

∂

∂yj
= 2δij

¡
yn+1

¢−1 ∂

∂yn+1
,

e∇ ∂
∂yi

∂

∂yn+1
= e∇ ∂

∂yn+1

∂

∂yj
= 0.

Böylece
³
H, e∇, eg´ sabit Hessian eğriliği 4 olan bir Hessian manifoldu olur. ³H, e∇, eg´ , H

ın boyutu 2 olduğunda normal dağılımların istatistiksel modeline karşılık gelir. Böylece

Hessian manifoldları istatistik manifoldların önemli bir sınıfı olarak düşünülebilir [27] .

Tanım 2.2.1 M , n− boyutlu bir manifold, J, M üzerindeki kompleks yapı ve ∇, M

üzerinde tanımlı torsionsuz flat konneksiyon olmak üzere;

i) w = g (., J.) Kaehler formu olmak üzere

∇w = 0

ii) ∇J simetrik ise , yani ∀ X,Y vektör alanı için

(∇XJ)Y = (∇Y J)X

şartları sağlanıyorsa (M,J, g,∇) yapısı özel Kaehler manifoldu olarak adlandırılır [28].

Örnek 2.2.8. Tanım 2.2.1 de verilen özel Kaehler manifoldları da Hessian manifoldu

olma şartlarını sağlarlar [28] .
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Tanım 2.2.2.

z = xy − 1
3
x3

denklemi ile verilen non-dejenere homojen afin yüzeye üç boyutlu afin uzayda Cayley

yüzeyi denir. Burada afin homojenlikten kasıt R3 ün yüzey üzerinde geçi̧sli olan bütün

afin dönüşüm gruplarının bir Lie alt grubunun varolmasıdır [29] .

Örnek 2.2.9. (x1, x2) iki boyutlu afin uzay R2 de bir afin koordinat sistemi, F (x1, x2),

R2 üzerinde bir polinom ve D flat afin konneksiyon olmak üzere

F (x1, x2) = x1x2 − (x2)m m ≥ 3

şeklinde tanımlansın. Böylece
¡
R2,D,D2F

¢
flat olur.

(x, x1, x2) , R3 üzerinde tanımlı bir afin koordinat sistemi, K ve ϕ fonksiyonları da

a ∈ R ve a 6= 0 olmak üzere aşağıdaki eşitliklerle tanımlansın.

K = (x+ 1)− aF (x1, x2) ,

ϕ = −1
a
logK.

R3 de bir Ω bölgesi,

Ω =
©
p ∈ R3;K (p) > 0

ª
şeklinde alınırsa N =

¡
Ω,D,D2ϕ

¢
, −a

4 eğrilikli bir Hessian manifoldu olur. Eğer m = 3

alınırsa Ω, Cayley yüzeyinin dı̧s kısmına kaŗsılık gelir [8] .

2.3. SABİT HESSIAN KESİT EĞRİLİKLİ HESSIAN MANİFOLDLAR

VE YAPILARI

Tanım 2.3.1. D, flat afin konneksiyon, g, Hessian metriği ve M , (D , g) Hessian

yapısına sahip bir Hessian manifold olsun. γ, Tanım 2.2.1 de tanımlanan (1, 2) tipinde bir

tensör alanı olmak üzere, (1, 3) tipinde bir tensör alanı;

S = Dγ
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ile tanımlanır ve (D, g) için Hessian eğrilik tensörü olarak adlandırılır. Buna göre u,C∞

sınıfından bir fonksiyon olmak üzere;

S i
jkl =

∂γijl
∂xk

Sijkl =
1

2

∂4u

∂xi∂xj∂xk∂xl
− 1
2
grs

∂3u

∂xi∂xk∂xr
− ∂3u

∂xj∂xl∂xs

Sijkl = Silkj = Skjil = Sjilk = Sklij

dir. Burada
©
x1, x2, ..., xn

ª
afin lokal koordinat sistemidir [6] .

Tanım 2.3.2. g Hessian metriğinin Riemann konneksiyonu ∇ ile gösterilsin. ∇ için

Riemann eğrilik tensörü

Ri
jkl = γirkγ

r
jl − γirlγ

r
jk , (2.1.1)

Rijkl =
1

2
(Sjikl − Sijkl) (2.1.2)

şeklinde tanımlanır [6] .

Tanım 2.3.3. S Hessian eğrilik tensörü ve ξ ikinci dereceden kontravaryant simetrik

tensör alanı olmak üzere, ikinci dereceden simetrik kontravaryant tensör alanları uzayının

bir endomorfizmi

ς (ξ)ik = S i
j
k
lξ
jl

şeklinde tanımlıdır. Böylece

hς (ξ) , ηi = S i
j
k
lξ
jlηik = Sijklξ

jlηik = Sjilkη
ikξjl

=
³
S j

i
l
kη

ik
´
ξjl = hξ, ς (η)i

elde edilir. Burada h , i g ile tanımlı bir iç çarpımı göstermektedir [6].

Tanım 2.3.4. x noktasında sıfırdan farklı, ikinci dereceden kontravaryant , simetrik

tensör alanı ξx ve ς (ξx) de ikinci dereceden simetrik kontravaryant tensör alanları uzayının

bir endomorfizmi olmak üzere

h (ξx) =
hς (ξx) , ξxi
hξx , ξxi
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şeklinde tanımlı h (ξx) değerine ξx yönündeki Hessian kesit eğriliği denir [6] .

Tanım 2.3.5. Eğer her x ∈M noktasındaki bütün kontravaryant simetrik ξx tensörleri

için h (ξx)Hessian kesit eğriliği bir c sabitine eşitse (M ,D , g ) Hessian manifolduna c

sabit Hessian kesit eğrilikli uzay denir [6] .

Teorem 2.3.1. (M ,D , g ) , boyutu ≥ 2 olan bir Hessian manifoldu olsun. (M ,D , g )

manifoldunun sabit Hessian kesit eğrilikli olması için gerek ve yeter şart

Sijkl =
c

2
(gijgkl + gilgkj)

olmasıdır.Eğer h (ξx) Hessian kesit eğriliği sadece x e bağlı ise (M ,D , g ) manifolduna

sabit Hessian kesit eğriliklidir denir. Burada c sabit Hessian kesit eğriliği, S Hessian

eğrilik tensörü ve g Hessian metriğidir [26] .

İspat . M nin sabit Hessian c kesit eğrilikli olduğunu kabul edelim. Tanım 2.3.3 den

ς simetrik olduğundan her ξx için

ς (ξx) = cξx (2.1.4)

dir. δij Kronecker deltası olmak üzere

T i
j
k
l = S i

j
k
l −

c

2

³
δijδ

k
l + δilδ

k
j

´
,

olarak tanımlayalım. S ve Kronecker deltası tanımlarından

T i
j
k
l = T k

j
i
l = T i

l
k
j (2.1.5)

yazılabilir ve her ξx için

T i
j
k
l ξx

jl = 0

dir. Böylecex noktasındaki her a i, b i, c i , d i için,

0 = Tijkl

³
a jbl + a lb j

´³
cid k + ckd i

´
= 4Tijkl a

jblc id k

yani T i
j
k
l = 0 dır. Buradan

S i
j
k
l =

c

2

³
δijδ

k
l + δilδ

k
j

´
,

S i
jkl =

c

2

¡
δijgkl + δilgjk

¢
.
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elde edilir.

Tersine eğer yukarıdaki şart sağlanırsa bu (M ,D , g ) nin c sabit Hessian kesit eğriliğine

sahip olduğunu gösterir [26] .

Sonuç 2.3.1. Eğer (M ,D , g ) Hessian manifoldu c sabit Hessian kesit eğrilikli bir

uzay ise (M , g ) Riemann manifoldu da sabit kesit eğriliği − c / 4 olan bir uzaydır [6] .

Sonuç 2.3.2. (M ,D , g ) c sabit Hessian kesit eğriliğine sahip basit irtibatlı bir

Hessian manifoldu olsun. Eğer g Riemann metriği tam ise c ≥ 0 dır [6] .

İspat . c < 0 olsun. Buna göre Sonuç 2.3.1 den (M , g ) − c / 4 sabit kesit

eğriliğine sahip basit irtibatlı ve tam bir Riemann manifoldu olur.Dolayısıyla (M , g )

yarıçapı 2 /
√
−c olan bir küreye izometriktir .Diğer taraftan tam g Riemann metriğine

sahip basit irtibatlı bir (M ,D , g ) Hessian manifoldu Rn de bir aralığa izomorf olur ki bu

bir çeli̧skidir.Yani c ≥ 0 dır.

c sabit Hessian kesit eğrilikli Hessian manifoldlar c nin aldığı değerlere göre 3 temel

geometrik yapıya izomorf olurlar.

(M , D , g) basit irtibatlı bir Hessian manifold olsun. Eğer g tam ise (M , D , g),³
Ω , eD , eD2ϕ

´
ye izomorf olur. Burada Ω, Rn de bir konveks bölge, eD, Rn in bir flat

konneksiyonu ve ϕ de Ω üzerinde C∞ sınıfından bir fonksiyondur [26] .

A. c = 0 hali³
Rn , eD , g =

¡
1
2

¢ eD2
nP¡

xi
¢2o´ Öklid uzayının sabit Hessian kesit eğriliği sıfır olan

basit irtibatlı bir Hessian manifoldu olduğu açıktır.

B. c > 0 hali

Bu hali aşağıdaki teorem yardımıyla gösterelim.

Teorem 2.3.2. c pozitif bir sabit olmak üzere Ω, Rn de

xn >
1

2

n−1X
i=1

¡
xi
¢2

ile verilen bir bölge olsun. Ω üzerinde C∞ sınıfından bir ϕ fonksiyonu

ϕ = −1
c
log

(
xn − 1

2

n−1X
i=1

¡
xi
¢2)
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şeklinde tanımlansın. Buna göre (Ω , D , g = Ddϕ) sabit pozitif c Hessian kesit eğrilikli,

basit irtibatlı bir Hessian manifold olur. (Ω , g) Riemann manifoldu da sabit kesit eğriliği

- c4 olan
¡
H
¡
− c
4

¢
, g
¢
hiperbolik uzayına izometriktir. Burada

H =
©¡
ξ1, ..., ξn−1, ξn

¢
∈ Rn | ξn > 0

ª
,

g =
1

(ξn)2

(
n−1X
i=1

¡
dξi
¢2
+
4

c
(dξn)2

)
.

dir [26] .

İspat . ηi =
∂ϕ

∂xi
olsun. Buna göre

ηi =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1
cx

i

½
xn − 1

2

n−1P
r=1

(xr)2
¾−1

1 ≤ i ≤ n− 1

−c−1
½
xn − 1

2

n−1P
r=1

(xr)2
¾−1

i = n

[gij ] =

⎡⎣ cηiηj − δijηn cηiηn

cηnηj cηnηn

⎤⎦
bulunur.

f = xn − 1
2

n−1X
i=1

(xi)
2

olmak üzere g yi

g = c

(
n−1X
i=1

ηidx
i + ηndx

n

)2
− ηn

n−1X
i=1

¡
dxi
¢2

=
1

2
(d log f)2 +

1

2

n−1X
i=1

¡
dxi
¢2

şeklinde ifade edebiliriz.

ξi =

⎧⎨⎩ c−
1
2xi, 1 ≤ i ≤ n− 1,

f
1
2 , i = n,

olarak tanımlayalım. Böylece

−∞ < ξi <∞ (1 ≤ i ≤ n− 1) , ξn > 0
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olmak üzere

ηi =

⎧⎨⎩ c−
1
2 yi (yn)−2 , 1 ≤ i ≤ n− 1,

−c−1 (yn)−2 , i = n

xi =

⎧⎪⎨⎪⎩
c
1
2 yi, 1 ≤ i ≤ n− 1

(yn)2 + c
2

n−1P
i=1

¡
yi
¢2
, i = n

elde edilir. Buradan g aşağıdaki şekilde hesaplanır.

g =
nX

i,j=1

∂ηi
∂xj

dxidxj =
n−1X
i=1

dηidx
i + dηndx

n

=
n−1X
i=1

d
n
c−

1
2 yi (yn)−2

o
d
³
c
1
2 yi
´
+ d

½
−1
c

1

(yn)2

¾
d

(
(yn)2 +

c

2

n−1X
i=1

¡
yi
¢2)

g =
1

(yn)2

(
n−1X
i=1

¡
dyi
¢2
+
4

c
(dyn)2

)
. (2.3.1)

Böylece g pozitif tanımlı olur ve (D, g = Ddϕ) ikilisi Ω üzerinde bir Hessian yapı

oluşturur.

(2.3.1) gözönüne alınırsa (Ω, g) sabit kesit eğriliği − c
4 olan

¡
H
¡
− c
4 , g
¢¢
hiperbolik uzay

formuna izometrik olur.

Şimdi de
¡
Ω,D, g = D2ϕ

¢
Hessian kesit eğriliğinin c sabitine eşit olduğunu gösterelim.

γi ve γ
i , (j, l) bileşenleri sırasıyla γijl ve γ

i
jl olan matrisler olsunlar.Buna göre Tanım

2.1.3 ten

γi =
1

2

∂

∂xi
[gjl]

=
1

2

⎡⎣ cgijηl + cgilηj − δjlgin cgijηn + cginηj

cginηl + cgilηn 2cginηn

⎤⎦
dir. Diğer taraftan

γi =
1

2

⎡⎣ cδjiηl + cδilηj − δjlδ
i
n cδijηn + cδinηj

cδinηl + cδilηn 2cδinηn

⎤⎦ .
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Si
k , (j, l) bileşenleri S

i
jkl olan bir matris olsun. S

i
k =

∂γi

∂xk
olduğu gözönüne alınırsa

Si
k =

£
Si
jkl

¤
=

"
∂γijl
∂xk

#
=

∂

∂xk
γi

=
c

2

⎡⎣ δijgkl + δilgkj δijgkn + δingkj

δingkl + δilgkn 2δingkn

⎤⎦
elde edilir. Yani

Si
jkl =

c

2

¡
δijgkl + δilgkj

¢
bu da (Ω,D, g = Ddϕ) Hessian kesit eğriliğinin c sabitine eşit olduğunu gösterir. Böylece

ispat tamamlanmı̧s olur [26] .

C. c < 0 hali

Bu hali aşağıdaki teoremle ispatlayalım.

Teorem 2.3.3. c negatif bir sabit olmak üzere Rn de C∞ sınıfından bir ϕ fonksiyonu

ϕ = −1
c
log

Ã
nX
i=1

e−x
i
+ 1

!

şeklinde tanımlansın.Bu durumda
³
Rn , eD , g = eD2ϕ

´
sabit negatif c Hessian kesit eğri-

likli, basit irtibatlı bir Hessian manifoldu ve (Rn , g) Riemann manifoldu da her i için

ξi > 0 olarak tanımlı
n+1P
i=1

ξ2i = − 4
c küresinde bir bölgeye izometrik olur [26] .

İspat . ηi =
∂ϕ
∂xi

ve ξi > 0 olmak üzere, sırasıyla,

ηi =
∂ϕ

∂xi
= −1

c
e−x

i

⎛⎝ nX
j=1

ex
j
+ 1

⎞⎠−1 ;

ve

ξi =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2 (ηi)

1
2 , 1 ≤ i ≤ n

2

(
−c
Ã

nP
ex

j

j=1
+ 1

!)− 1
2

, i = n+ 1

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
şeklinde tanımlayalım. Böylece

ξ21 + ...+ ξ2n + ξ2n+1 = −4
c
, ξi > 0 ,

dξn+1 = −
nX
i=1

ξi
ξn+1

dξi ,

xi = −2 log ξi
ξn+1

− log (−c) .
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elde edilir. Böylece

g =
nX

i,j=1

∂ηi
∂xj

dxidxj =
1

4

nX
i,j=1

∂ξ2i
∂xj

dxidxj

=
1

2

nX
i=1

ξi

⎛⎝ nX
j=1

∂ξi
∂xj

dxj

⎞⎠ dxi =
1

2

nX
i=1

(ξidξi) dx
i

=
nX
i=1

(ξidξi) d log
ξi

ξn+1
=

nX
i=1

(ξidξi)
ξn+1
ξi

ξn+1dξi − ξidξn+1
ξ2n+1

=
nX
i=1

(dξi)
2 −

Ã
nX
i=1

ξi
ξn+1

dξi

!
dξn+1

=
nX
i=1

(dξi)
2 +

¡
dξn+1

¢2 (2.3.2)

bulunur. g pozitif tanımlı olduğundan (D, g = Ddϕ) bir Hessian yapı olur. (2.3.2) den

(Rn, g)nin, ξi > 0 ile tanımlı
n+1P
i=1

ξ2i = −4c küresinde bir bölgeye izometrik olduğu sonucuna

varılır. Diğer taraftan

gij = c
¡
−δijηi + ηiηj

¢
şeklinde elde edilir.

Şimdi de (Rn,D, g = Ddϕ) nin c sabit Hessian kesit eğrilikli olduğunu gösterelim. Bu-

rada Teorem 2.3.2 nin ispat yöntemi kullanılarak

γi =
1

2

∂

∂xi
[gjl] =

1

2

£
δjlgij + c

¡
gijηl + gilηj

¢¤
,

γi =
1

2

£
δjlδ

i
j + c

¡
δijηl + δilηj

¢¤
bulunur. Böylece

Si
k =

£
Si
jkl

¤
=

"
∂γijl
∂xk

#
=

∂

∂xk
γi

£
Si
jkl

¤
= Si

k =
∂γi

∂xk
=

c

2

£
δijgkl + δilgkj

¤
Si
jkl =

c

2

¡
δijgkl + δilgkj

¢
dir.

Yani (Rn , D, g = Ddϕ), sabit negatif c Hessian kesit eğrilikli , basit irtibatlı bir

Hessian manifoldudur [26] .
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2.4SABİT HESSIAN KESİT EĞRİLİKLİ HESSIAN MANİFOLDLARIN

RICCI ve SKALAR EĞRİLİĞİ

Bu bölümde Hessian eğrilik tensörü yardımıyla sabit Hessian kesit eğrilikli Hessian

manifoldların Ricci ve skalar eğriliği hesaplandı.

Teorem 2.4.1. (M,D, g) , D flat afin konneksiyonuna ve g Hessian metriğine sahip

bir Hessian manifold olsun. (M,D, g) nin Ricci eğrilik tensörü

RH
jl =

X
i

Sjili − 2Rjl (2.4.1)

dir. Burada Sjili Hessian eğrilik tensörünün bileşenleri ve Rjl de M Riemann mani-

foldunun eğrilik tensörünün bileşenleridir [30] .

İspat . (M, g)Riemann manifoldunun Ricci eğrilik tensörü Tanım 1.1.11 den

Rjl =
X
i

Rijli (2.4.2)

yazılabilir. Diğer taraftan benzer şekilde (M,D, g) Hessian manifoldunun Ricci eğrilik

tensörünün bileşenleri

RH
jl =

X
i

Sijli

olarak yazılabilir. Son eşitlikte ( 2.1.2 ) ve ( 2.4.2 ) kullanılırsa ( 2.4.1 ) eşitliği bulunur

[30] .

Teorem 2.4.2. (M,D, g) , D flat afin konneksiyonuna ve g Hessian metriğine sahip

bir Hessian manifold olsun. (M,D, g) nin skalar eğriliği

rH =
X
jk

Sjkjk − 2r

dir. Burada r, (M,g) Riemann manifoldunun skalar eğriliğidir [30] .

İspat .(M,g) Riemann manifoldunun skalar eğriliği Tanım 1.1.13. den

r =
X
kj

Rkjjk

yazılabilir. Benzer şekilde (M,D, g) bir Hessian manifoldunun skalar eğriliği

rH =
X
jk

Skjjk
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olur. Buradan

rH =
X
jk

Skjjk =
X
jk

Sjkjk − 2
X
kj

Rkjjk

rH =
X
jk

Sjkjk − 2r

bulunur [30] .

Teorem 2.4.3. (M,D, g) , D flat afin konneksiyonuna ve g Hessian metriğine sahip

Hessian manifoldu c sabit Hessian kesit eğrilikli ise (M,g) Riemann manifoldunun Ricci

eğriliği

Rjl =
1

2

X
i

c

2
(gijgli − giigjl)

dir [30] .

İspat . (M,D, g) Hessian manifoldunun Ricci eğrilik tensörünün bileşenleri

RH
jl =

X
Sijli
i

olarak yazılabilir. Diğer taraftan (M,D, g) c sabit Hessian kesit eğriliğine sahip olduğu

gözönüne alınırsa Teorem 2.4.1 den

RH
jl =

X
i

Sjili − 2Rjl

olur. Buradan X
i

Sijli =
X

Sjili − 2Rjl

yazılabilir. Yani

2Rjl =
X
i

Sjili −
X
i

Sijli

elde edilir. Son eşitlikte Teorem 2.3.1. gözönüne alınarak

2Rjl =
X
i

c

2
(gjigli + gjigli)−

X
i

c

2
(gijgli + giigjl)

Rjl =
1

2

X
i

c

2
(gijgli − giigjl)

bulunur [30] .
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Teorem 2.4.4. (M,D, g) D flat afin konneksiyonuna ve g Hessian metriğine sahip

Hessian manifoldu c sabit Hessian kesit eğrilikli ise (M,g) Riemann manifoldunun skalar

eğriliği

r = −cn
4

dir [30] .

İspat . Teorem 2.4.2. ve Hessian manifoldun skalar eğriliği tanımından

2r =
X
jk

Sjkjk −
X
jk

Skjjk

yazılabilir. Diğer taraftan Teorem 2.3.1. den

2r =
X
ik

c

2
(gjkgjk + gjkgjk)−

X
i

c

2
(gkjgkj + gkkgjj)

2r =
X
jk

c

2

h
(gjk)

2 − gkkgjj

i
2r =

c

2
(−n)

r = −cn
4

elde edilir. Bu da teoremin ispatını tamamlar [30] .
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ÜÇÜNCÜ BÖLÜM

3.1. HESSIAN MANİFOLD VE HESSIAN HİPERYÜZEY

Tanım 3.1.1.
¡
Rn+1 (x, x1, ..., xn,D)

¢
, (x, x1, ..., xn) afin koordinat sistemine ve D

flat afin konneksiyonuna sahip (n+ 1) boyutlu afin uzay olsun. Rn+1 üzerinde tanımlı

bir K fonksiyonu, a sıfırdan farklı bir sabit, F (x1, ..., xn) , Rn (x1, ..., xn) üzerinde difer-

ensiyellenebilir bir fonksiyon ve Hess (F ) Hessian matrisi Rn de her yerde non-dejenere

olmak kaydıyla

K = (x+ 1)− aF (x1, ..., xn)

ile gösterilir [8] .

Tanım 3.1.2. Ω, Rn+1 (n+ 1)− boyutlu afin uzayında bir bölge olsun ve

Ω =
©
p ∈ Rn+1;K (p) > 0

ª
(3.1.1)

şeklinde tanımlansın. Burada K , Tanım 3.1.1 ile verilmi̧s bir fonksiyondur. Buna göre

ϕ = −1
a
log K

olmak üzere eg = D2ϕ, Ω üzerinde bir indefinite Riemann metriği tanımlar. Böylece

(D, eg) çifti Ω üzerinde bir Hessian yapıdır denir [8] .
Tanım 3.1.3. Rn+1 (n+ 1)− boyutlu afin uzayında Ω, (3.1.1) eşitliği ile tanımlı bir

bölge olsun. K , Tanım 3.1.1 ile verilmi̧s bir fonksiyon ve F, Rn üzerinde tanımlı diferen-

siyellenebilir bir fonksiyon ve Xi (i = 0, 1, ..., n) , Ω üzerinde vektör alanlarını göstermek

üzere

X0 = K
∂

∂x
,

Xi = aFi
∂

∂x
+

∂

∂xi
(1 ≤ i ≤ n)

şeklinde yazılır. Bu durumda herhangi bir p ∈ Ω için {Xi (p)}0≤i≤n ye Ω nın p noktasındaki

Tp (Ω) tanjant vektör uzayı için bir bazdır denir [8] .
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Tanım 3.1.4. N, (Ω, eg) Hessian yapısına sahip bir Hessian manifoldu olsun. N nin

Levi-Civita konneksiyonu e∇ ile gösterilmek üzere
e∇XiX0 = −

1

2
Xi (1 ≤ i ≤ n) (3.1.2)

dır [8] .

Tanım 3.1.5. N, (Ω, eg) Hessian yapısına sahip bir Hessian manifold, N nin Levi-

Civita konneksiyonu e∇ olmak üzere N nin Gauss denklemi

e∇XiXj = ∇XiXj + h (Xi,Xj)X0 (3.1.3)

dır. Burada X0, Xi, Xj , Ω üzerinde tanımlı vektör alanları ve ∇XiXj , e∇XiXj nin {X0}⊥

bileşenidir [8] .

Yardımcı Teorem 3.1.1. N, (Ω, eg) Hessian yapısına sahip bir Hessian manifoldu ve
1 ≤ i, j ≤ n olmak üzere

h (Xi,Xj) =
a

2
eg (Xi,Xj) (3.1.4)

e∇X0eg (Xi,Xj) = −eg (Xi,Xj) (3.1.5)

dir. Burada h, N nin şekil operatörü, e∇, N nin Levi-Civita konneksiyonu, eg, N üzerindeki

Hessian metriği, Xi, Ω üzerinde tanımlı vektör alanlarıdır [8] .

Tanım 3.1.6. (Rn (y1, ..., yn) ,D), (y1, ..., yn) afin koordinat sistemi ve D flat afin

konneksiyonuna sahip n−boyutlu bir afin uzay olsun. F , Rn (y1, ..., yn) üzerinde bir difer-

ensiyellenebillir fonksiyon olmak üzere
¡
D,D2F

¢
Rn (y1, ..., yn) üzerinde bir Hessian yapı

oluşturur öyleki

ϕ = −1
a
logK

Ω = {p ∈ Rn,K (p) > 0}

olmak üzere N =
¡
Ω, D, D2ϕ

¢
bir Hessian manifoldu olur.

Φ; M =
¡
Rn (y1, ..., yn) , D, D2F

¢
den N =

¡
Ω, D, D2ϕ

¢
içine

x = aF (y1, ..., yn)

xi = yi (1 ≤ i ≤ n)
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şeklinde tanımlı bir diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. Böylece Φ, M den N ye

Φ∗

µ
∂

∂yi

¶
= Xi = aFi

∂

∂x
+

∂

∂xi
(1 ≤ i ≤ n)

şartını sağlayan bir izometrik immersiyondur denir [8] .

Yardımcı Teorem 3.1.2. N =
¡
Ω, D, D2ϕ

¢
bir Hessian manifoldu ve

M =
¡
Rn, D, D2F

¢
N nin bir hiperyüzeyi olsun. Bu durumda;

i) Φ (M) N nin X0 a göre bir umbilik hiperyüzeyi olur ve şekil operatörü 1
2 id dir,

ii) N =
³
Ω, eg, e∇´ nin sabit −a

4 eğrilikli olması için gerek ve yeter şart M =¡
Rn, D, D2F

¢
nin flat olmasıdır [8] .

Tanım 3.1.7. N =
¡
Ω, D, D2ϕ

¢
bir Hessian manifoldu ve M =

¡
Rn, D, D2F

¢
N

nin bir hiperyüzeyi olsun. Bu takdirde (3.1.4) denklemi ile verilen h, M hiperyüzeyinin

ikinci temel formu olarak adlandırılır.

Tanım 3.1.8. N =
¡
Ω, D, D2ϕ

¢
bir Hessian manifoldu, M =

¡
Rn, D, D2F

¢
N nin

bir hiperyüzeyi ve M nin bir p ∈M noktasındaki tanjant uzayı TpM olsun. M nin ikinci

temel formu h non-dejenere olduğundan ∀p ∈ M için TpM tanjant uzayının

h (Ei, Ej) = δij

şartını sağlayacak bir {E1, ..., En} bazı bulunabilir. Bu baza M nin h−ortonormal bazı

adı verilir [31] .
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DÖRDÜNCÜ BÖLÜM

4.1. HESSIAN MANİFOLDLAR VE HİPERYÜZEYLERİN EĞRİLİK-

LERİ ARASINDAKİ BAĞINTILAR

Em m− boyutlu Öklid uzayındaki alt manifoldlar ve bunların hiperyüzeyleri üzerindeki

temel form, Gauss ve Weingarten denklemleri ve bu uzaylar arasındaki eğrilik bağıntıları

Özel, [32] tarafından incelenmi̧stir. Bu bölümde de N =
¡
Ω, D, D2ϕ

¢
Hessian mani-

foldunun birM =
¡
Rn, D, D2F

¢
hiperyüzeyi ile arasındaki eğrilik bağıntıları incelenecek-

tir. Kolaylık olması açısından M =
¡
Rn, D, D2F

¢
kısaca M, N =

¡
Ω, D, D2ϕ

¢
kısaca

N ile gösterilecektir.

Teorem 4.1.1. N bir Hessian manifoldu ve N nin bir hiperyüzeyi de M olsun. N

ve M nin eğrilik tensör alanları, sırasıyla, eR ve R, Levi-Civita konneksiyonları da ∇ ve

∇ olsun. X0 M nin normal vektör alanı, h M nin ikinci temel formu, {E1, E2, ..., En} de

herhangi bir p ∈M noktasındaki h− ortonormal baz olmak üzere,

eg ³Ei, eR (Ej , Ek)El

´
= eg (Ei, R (Ej , Ek)El) +

2

a
(hkihlj − hijhlk) (4.1.1)

veya eRiljk = Riljk +
2

a
(hkihlj − hijhlk) (4.1.2)

dır.

İspat. ∀ Xi, Xj , Xk, Xl ∈ χ (M) için Tanım 1. 1. 10 dan

eR (Xj , Xk)Xl = ∇Xj

¡
∇Xk

Xl

¢
−∇Xk

¡
∇XjXl

¢
−∇[Xj , Xk]Xl

yazılabilir. Bu denklemde (3.1.3) eşitliği gözönüne alınırsa,

eR (Xj , Xk)Xl = ∇Xj (∇Xk
Xl + h (Xk,Xl)X0)−∇Xk

¡
∇XjXl + h (Xj ,Xl)X0

¢
−∇[Xj ,Xk]Xl − h ([Xj ,Xk] ,Xl)X0

eR (Xj , Xk)Xl = ∇Xj (∇Xk
Xl + h (Xk, Xl)X0) + h (Xj ,∇Xk

Xl + h (Xk,Xl)X0)X0

−[
¡
∇Xk

¡
∇XjXl + h (Xj ,Xl)X0

¢¢
+h

¡
Xk,∇XjXl + h (Xj ,Xl)X0

¢
X0]

−∇[Xj ,Xk]Xl − h ([Xj ,Xk] ,Xl)X0
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eR (Xj , Xk)Xl = ∇Xj∇Xk
Xl +∇Xjh (Xk,Xl)X0

+h (Xk,Xl)∇XjX0 + h (Xj ,∇Xk
Xl)X0 + h (Xj , h (Xk,Xl)X0)X0

−∇Xk
∇XjXl −∇Xk

h (Xj ,Xl)X0

−h (Xj ,Xl)∇Xk
X0 − h

¡
Xk,∇XjXl

¢
X0 − h (Xk, h (Xj ,Xl)X0)X0

−∇[Xj ,Xk]Xl − h ([Xj ,Xk] ,Xl)X0

eR (Xj , Xk)Xl = ∇Xj∇Xk
Xl −∇Xk

∇XjXl −∇[Xj ,Xk]Xl +∇Xjh (Xk,Xl)X0

−∇Xk
h (Xj ,Xl)X0 + h (Xk,Xl)∇XjX0 − h (Xj ,Xl)∇Xk

X0

+h (Xj ,∇Xk
Xl)X0 + h (Xj , h(Xk,Xl)X0)X0 − h

¡
Xk,∇XjXl

¢
X0

−h (Xk, h (Xj ,Xl)X0)X0 − h ([Xj ,Xk] ,Xl)X0

bulunur. Bu denklemde de (3.1.3) eşitliğinin tekrar kullanılmasıyla

eR (Xj , Xk)Xl = R (Xj , Xk)Xl +∇Xj (h (Xk,Xl)X0)−∇Xk
(h (Xj ,Xl)X0)

+h (Xj ,∇Xk
Xl)X0 − h

¡
Xk,∇XjXl

¢
X0 − h ([Xj ,Xk] ,Xl)X0

+h (Xk,Xl)∇XjX0 − h (Xj ,Xl)∇Xk
X0 (4.1.3)

elde edilir. Eşitliğin her iki tarafı Xi ∈ χ (M) ile iç çarpıma tabi tutulursa;

eg ³Xi, eR (Xj , Xk)Xl

´
= eg (Xi, R (Xj , Xk)Xl) + eg ¡Xi,∇Xj (h (Xk,Xl)X0)

¢
−eg ¡Xi,∇Xk

(h (Xj ,Xl)X0)
¢
+ eg (Xi, h (Xj ,∇Xk

Xl)X0)

−eg ¡Xi, h
¡
Xk,∇XjXl

¢
X0

¢
− eg (Xi, h ([Xj ,Xk] ,Xl)X0)

+eg ¡Xi, h (Xk,Xl)∇XjX0

¢
− eg (Xi, h (Xj ,Xl)∇Xk

X0)

veya

eg ³Xi, eR (Xj , Xk)Xl

´
= eg (Xi, R (Xj , Xk)Xl) + eg ¡Xi,∇Xj (h (Xk,Xl)X0)

¢
−eg ¡Xi,∇Xk

(h (Xj ,Xl)X0)
¢
+ eg ¡Xi , h (Xk,Xl)∇XjX0

¢
−eg (Xi , h (Xj ,Xl)∇Xk

X0)
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olur.

Burada (3.1.4) ün göz önüne alınırsa,

eg ³Xi, eR (Xj , Xk)Xl

´
= eg (Xi, R (Xj , Xk)Xl) + eg ³Xi,∇Xj

³a
2
eg (Xk,Xl)∇XjX0

´´
−eg ³Xi,∇Xk

³a
2
eg (Xj ,Xl)X0

´´
+ eg ³Xi,

a

2
eg (Xk,Xl)∇XjX0

´
−eg(Xi,

a

2
eg (Xj ,Xl)∇Xk

X0))

veya

eg ³Xi, eR (Xj , Xk)Xl

´
= eg (Xi, R (Xj , Xk)Xl) +

a

2
eg ¡Xi,∇Xj (eg (Xk,Xl)X0)

¢
−a
2
eg ¡Xi,∇Xk

(eg (Xj ,Xl)X0)
¢
+

a

2
eg ¡Xi, eg (Xk,Xl)∇XjX0

¢
−a
2
eg(Xi, eg (Xj ,Xl)∇Xk

X0))

eg ³Xi, eR (Xj , Xk)Xl

´
= eg (Xi, R (Xj , Xk)Xl) +

a

2
[eg ¡Xi,∇Xj (eg (Xk,Xl)X0)

¢
−eg ¡Xi,∇Xk

(eg (Xj ,Xl)X0)
¢
+ eg(Xi,eg (Xk,Xl))∇XjX0

−eg(Xi, eg (Xj ,Xl)∇Xk
X0))] (4.1.4)

olur.

Burada ∇Xj (eg (Xk,Xl)X0) ve ∇Xk
(eg (Xj ,Xl)X0) ifadeleri hesaplanırsa;

∇Xj (eg (Xk,Xl)X0) = eg ¡∇XjXk,Xl

¢
X0 + eg ¡Xk,∇XjXl

¢
X0 + eg (Xk,Xl)∇XjX0

= eg ¡∇XjXk,Xl

¢
X0 + eg ¡Xk,∇XjXl

¢
X0 − (

1

2
Xj) (eg (Xk,Xl))

eg ¡Xi,∇Xjeg (Xk,Xl)X0

¢
= 0 + 0− egµ(1

2
Xj)eg (Xk,Xl)Xi

¶
= −1

2
eg (Xi,Xj)eg (Xk,Xl)) (4.1.5)

ve

∇Xk
(eg (Xj ,Xl)X0) = eg ¡∇Xk

Xj ,Xl

¢
X0 + eg ¡Xj ,∇Xk

Xl

¢
X0 + eg (Xj ,Xl)∇Xk

X0

= eg ¡∇Xk
Xj ,Xl

¢
X0 + eg ¡Xj ,∇Xk

Xl

¢
X0 − (

1

2
Xk)(eg (Xj ,Xl)

eg ¡Xi,∇Xk
eg (Xj ,Xl)X0

¢
= 0 + 0− egµ(1

2
Xk)eg (Xj ,Xl)Xi

¶
= −1

2
eg(Xk,Xi)eg (Xj ,Xl) (4.1.6)
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elde edilir. Diğer taraftan eg(Xi, eg (Xk,Xl))∇XjX0) ve eg(Xi, eg (Xj ,Xl)∇Xk
X0) ifadeleri

hesaplanırsa,

eg(Xi, eg (Xk,Xl))(∇XjX0) = eg(Xi, eg (Xk,Xl)

µ
−1
2
Xj

¶
)

= −1
2
eg(Xi,Xj)eg (Xk,Xl) (4.1.7)

eg(Xi, eg (Xj ,Xl)∇Xk
X0) = eg(Xi, eg (Xj ,Xl)

µ
−1
2
Xk

¶
= −1

2
eg(Xj ,Xl)eg (Xk,Xi) (4.1.8)

bulunur.

(4.1.5),(4.1.6),(4.1.7) ve (4.1.8) denklemleri (4.1.4) de yerine yazılırsa

eg ³Xi, eR (Xj , Xk)Xl

´
= eg (Xi, R (Xj , Xk)Xl) +

a

2
[−1
2
eg(Xi,Xj)eg (Xk,Xl)

+
1

2
eg(Xk,Xi)eg (Xj ,Xl)−

1

2
eg(Xi,Xj)eg (Xk,Xl)

+
1

2
eg(Xk,Xi)eg (Xl,Xj)

eg ³Xi, eR (Xj , Xk)Xl

´
= eg (Xi, R (Xj , Xk)Xl) +

a

2
[− eg(Xi,Xj)eg (Xk,Xl)

+eg(Xk,Xi)eg (Xj ,Xl)]

elde edilir. Son denklemde (3.1.4) gözönüne alınırsa,

eg ³Xi, eR (Xj , Xk)Xl

´
= eg (Xi, R (Xj , Xk)Xl) +

a

2
[

µ
−2
a
h (Xi,Xj)

¶µ
2

a
h (Xk,Xl)

¶
+

µ
2

a
h (Xk,Xi)

¶µ
2

a
h (Xl,Xj)

¶
]

veya

eg ³Xi, eR (Xj , Xk)Xl

´
= eg (Xi, R (Xj , Xk)Xl) +

a

2
[− 4

a2
h (Xi,Xj)h (Xk,Xl)

+
4

a2
h (Xk,Xi)h (Xl,Xj)]

veya

eg ³Xi, eR (Xj , Xk)Xl

´
= eg (Xi, R (Xj , Xk)Xl) +

2

a
[h (Xk,Xi)h (Xl,Xj)

−h (Xi,Xj)h (Xk,Xl)] (4.1.9)
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elde edilir.

{E1, E2, ..., En} h− ortonormal baz sistemi olmak üzere;

eg ³Ei, eR (Ej , Ek)El

´
= eg (Ei, R (Ej , Ek)El) +

2

a
(hkihlj − hijhkl)

bulunur. Bu da (4.1.1) in ispatını tamamlar. Buradan h− ortonormal baz yardımıyla

eRiljk = Riljk +
2

a
(hkihlj − hijhkl)

Riljk = eRiljk −
2

a
(hkihlj − hijhkl)

Rijkl = eRijkl +
2

a
(hikhlj − hlihjk)

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.

Teorem 4.1.2. N bir Hessian manifoldu ve N nin bir hiperyüzeyi M olsun. N ve M

nin sırasıyla, eğrilik tensör alanları eR ve R, kesit eğrilikleri sırasıyla, eK ve K, Levi-Civita

konneksiyonları da ∇ ve ∇ olsun. X0 M nin normal vektör alanı, h ikinci temel formu,

{E1, E2, ..., En} de herhangi bir p ∈ M noktasındaki h− ortonormal baz olmak üzere; N

ve M nin kesit eğrilikleri arasındaki bağıntı

eK (Ei, Ej) = K (Ei, Ej) +
2

a
[(hij)

2 − hiihjj ]

dir.

İspat. ∀ Xi, Xj , Xk, Xl ∈ {E1, E2, ..., En} için Teorem 4.1.1 den

eg ³Xi, eR (Xi, Xj)Xj

´
= eg (Xi, R (Xi, Xj)Xj) +

2

a
[h (Xi,Xj)h (Xi,Xj)

−h (Xi,Xi)h (Xj ,Xj)]

elde edilir.

Tanım 1.1.12 den eK (Xi, Xj) = eg ³Xi, eR (Xi, Xj)Xj

´
yazılabilir. Bu değer yukarıdaki eşitlikte gözönüne alınırsa N ve M nin kesit eğrilikleri

arasındaki bağıntı

eK (Xi, Xj) = K (Xi, Xj) +
2

a
[h (Xi,Xj)h (Xi,Xj)

−h (Xi,Xi)h (Xj ,Xj)]
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şeklinde olur. Burada

{E1, E2, ..., En} , h− ortonormal baz sistemi kullanılırsa N ve M nin kesit eğrilikleri

arasındaki bağıntı,

eK (Ei, Ej) = K (Ei, Ej) +
2

a
[hijhij − hiihjj ]

eK (Ei, Ej) = K (Ei, Ej) +
2

a
[(hij)

2 − hiihjj ]

bulunur.

Teorem 4.1.3. N bir Hessian manifoldu ve N nin bir hiperyüzeyi M olsun. N ve M

nin sırasıyla eğrilik tensör alanları eR ,R, Ricci eğrlikleri sırasıyla gRic, Ric ve Levi-Civita
konneksiyonları da ∇ ve ∇ olsun. X0 M nin normal vektör alanı, {E1, E2, ..., En} de h−

ortonormal baz olmak üzere,∀Xi,Xj ∈ χ (N) için N ve M nin Ricci eğrilikleri arasındaki

bağıntı

gRic (Xi,Xj) = Ric (Xi,Xj) + eg ³ eR (X0, Xi)Xj , X0

´
+

a

2

nX
i=1

[eg (Ei,Xj) eg (Xi, Ei)

−eg (Xi,Xj) eg (Ei, Ei)]

dir.

İspat. Sp {E0 = X0, E1, E2, ..., En} = χ (N) olmak üzere N nin Ricci eğriliği

∀Xi,Xj ∈ χ (N) için Tanım 1.1.11 den

gRic (Xi,Xj) =
nX
i=1

eg( eR (Ei,Xi)Xj , Ei) + eg ³ eR (X0,Xi)Xj ,X0

´
yazılır.

Tanım 1.1.10 dan

eR (Ei,Xi)Xj = ∇Ei

¡
∇XiXj

¢
−∇Xi

¡
∇EiXj

¢
−∇[Ei,Xi]Xj (4.1.10)

yazılabilir. Diğer taraftan, Tanım 3.1.5 den

∇XiXj = ∇XiXj + h (Xi,Xj)X0

yazılabilir. Bu ifade (4.1.10) eşitliğinde göz önüne alınırsa

eR (Ei,Xi)Xj = ∇Ei (∇XiXj + h (Xi,Xj)X0)−∇Xi (∇EiXj + h (Ei,Xj)X0)

−
³
∇[Ei,Xi ]Xj − h [Ei,Xi]X0,Xj

´
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elde edilir. Burada (4.1.3) denklemi kullanılarak

eR (Ei,Xi)Xj = R (Ei,Xi)Xj +∇Ei (h (Xi,Xj)X0)−∇Xi (h (Ei,Xj)X0)

+h (Ei,∇XiXj)X0 − h (Xi,∇EiXj)X0 − h ([Ei,Xi] ,Xj)X0

+h (Ei,Xi)∇EiX0 − h (Ei,Xj)∇XiX0

bulunur. Bu eşitlikte (3.1.4) denklemi gözönüne alınarak eşitliğin her iki tarafı Ei ile iç

çarpıma tabi tutulursa

eg ³Ei, eR (Ei, Xi)Xj

´
= eg (Ei, R (Ei, Xi)Xj) + eg ¡Ei,∇Ei (h (Xi,Xj)X0)

¢
−eg ¡Ei,∇Xi (h (Ei,Xj)X0)

¢
+ eg (Ei, h (Ei,∇XiXj)X0)

−eg (Ei, h (Xi,∇EiXj)X0)− eg (Ei, h ([Ei,Xi] ,Xj)X0)

+eg (Ei, h (Xi,Xj)∇EiX0)− eg (Ei, h (Ei,Xj)∇XiX0)

bulunur. Burada X0 ∈ χ
¡
M⊥¢ olduğundan

eg ³Ei, eR (Ei, Xi)Xj

´
= eg (Ei, R (Ei, Xi)Xj) + eg ¡Ei,∇Ei (h (Xi,Xj)X0)

¢
−eg ¡Ei,∇Xi (h (Ei,Xj)X0)

¢
+ eg (Ei, h (Xi,Xj)∇EiX0)

−eg (Ei, h (Ei,Xj)∇XiX0)

olur.

Burada (3.1.4) ün gözönüne alınırsa,

eg ³Ei, eR (Ei, Xi)Xj

´
= eg (Ei, R (Ei, Xi)Xj) + eg ³Ei,∇Ei

³a
2
eg (Xi,Xj)∇EiX0

´´
−eg ³Ei,∇Xi

³a
2
eg (Ei,Xj)X0

´´
+ eg ³Ei,

a

2
eg (Xi,Xj)∇EiX0

´
−eg(Ei,

a

2
eg (Ei,Xj)∇XiX0))

veya

eg ³Ei, eR (Ei, Xi)Xj

´
= eg (Ei, R (Ei, Xi)Xj) +

a

2
eg ¡Ei,∇Ei (eg (Xi,Xj)X0)

¢
−a
2
eg ¡Ei,∇Xi (eg (Ei,Xj)X0)

¢
+

a

2
eg (Ei, eg (Xi,Xj)∇EiX0)

−a
2
eg(Ei, eg (Ei,Xj)∇XiX0))

36



eg ³Ei, eR (Ei, Xi)Xj

´
= eg (Ei, R (Ei, Xi)Xj) +

a

2
[eg ¡Ei,∇Ei (eg (Xi,Xj)X0)

¢
−eg ¡Ei,∇Xi (eg (Ei,Xj)X0)

¢
+ eg (Ei, eg (Xi,Xj)∇EiX0)

−eg(Ei, eg (Ei,Xj)∇XiX0))] (4.1.11)

olur.

Burada ∇Ei (eg (Xi,Xj)X0) ve ∇Xi (eg (Ei,Xj)X0) ifadeleri hesaplanırsa;

∇Ei (eg (Xi,Xj)X0) = eg ¡∇EiXi,Xj

¢
X0 + eg ¡Xi,∇EiXj

¢
X0 + eg (Xi,Xj)∇EiX0

= eg ¡∇EiXi,Xj

¢
X0 + eg ¡Xi,∇EiXj

¢
X0 − (

1

2
Ei) (eg (Xi,Xj))

eg ¡Ei,∇Eieg (Xi,Xj)X0

¢
= 0 + 0− egµ(1

2
Ei)eg (Xi,Xj)Ei

¶
= −1

2
eg (Ei, Ei)eg (Xi,Xj)) (4.1.12)

ve

∇Xi (eg (Ei,Xj)X0) = eg ¡∇XiEi,Xj

¢
X0 + eg ¡Ei,∇XiXj

¢
X0 + eg (Ei,Xj)∇XiX0

= eg ¡∇XiEi,Xj

¢
X0 + eg ¡Ei,∇XiXj

¢
X0 − (

1

2
Xi)(eg (Ei,Xj)

eg ¡Ei,∇Xieg (Ei,Xj)X0

¢
= 0 + 0− egµ(1

2
Xi)eg (Ei,Xj)Ei

¶
= −1

2
eg(Xi, Ei)eg (Ei,Xj) (4.1.13)

elde edilir. Diğer taraftan eg(Ei, eg (Xi,Xj)∇EiX0) ve eg(Ei, eg (Ei,Xj)∇XiX0) ifadeleri

hesaplanırsa,

eg(Ei, eg (Xi,Xj))(∇EiX0) = eg(Ei, eg (Xi,Xj)

µ
−1
2
Ei

¶
)

= −1
2
eg(Ei, Ei)eg (Xi,Xj) (4.1.14)

eg(Ei, eg (Ei,Xj)∇XiX0) = eg(Ei, eg (Ei,Xj)

µ
−1
2
Xi

¶
= −1

2
eg(Ei,Xj)eg (Xi, Ei) (4.1.15)

bulunur.
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(4.1.12),(4.1.13),(4.1.14) ve (4.1.15) denklemleri (4.1.11) de yerine yazılırsa

eg ³Ei, eR (Ei, Xi)Xj

´
= eg (Ei, R (Ei, Xi)Xj) +

a

2
[−1
2
eg(Ei, Ei)eg (Xi,Xj)

+
1

2
eg(Xi, Ei)eg (Ei,Xj)−

1

2
eg(Ei, Ei)eg (Xi,Xj)

+
1

2
eg(Xi, Ei)eg (Xj , Ei)

eg ³Ei, eR (Ei, Xi)Xj

´
= eg (Ei, R (Ei, Xi)Xj) +

a

2
[− eg(Ei, Ei)eg (Xi,Xj)

+eg(Xi, Ei)eg (Ei,Xj)]

elde edilir. Son denklemde (3.1.4) göz önüne alınırsa,

eg ³Ei, eR (Ei, Xi)Xj

´
= eg (Ei, R (Ei, Xi)Xj) +

a

2
[

µ
−2
a
h (Ei, Ei)

¶µ
2

a
h (Xi,Xj)

¶
+

µ
2

a
h (Xi, Ei)

¶µ
2

a
h (Xj , Ei)

¶
]

veya

eg ³Ei, eR (Ei, Xi)Xj

´
= eg (Ei, R (Ei, Xi)Xj) +

a

2
[− 4

a2
h (Ei, Ei)h (Xi,Xj)

+
4

a2
h (Xi, Ei)h (Xj , Ei)]

veya

eg ³Ei, eR (Ei, Xi)Xj

´
= eg (Ei, R (Ei, Xi)Xj) +

2

a
[h (Xi, Ei)h (Xj , Ei)

−h (Ei, Ei)h (Xi,Xj)] (4.1.16)

eg ³Ei, eR (Ei,Xi)Xj

´
= eg(R (Ei,Xi)Xj , Ei) +

2

a
[−h (Xi,Xj)h (Ei, Ei) + h (Ei,Xj)h (Xi, Ei)]

olur. Burada Tanım 1.1.11 göz önüne alınırsa

gRic (Xi,Xj) =
nX
i=1

eg(R (Ei,Xi)Xj , Ei)−
2

a

nX
i=1

h (Xi,Xj)h (Ei, Ei)

+
2

a

nX
i=1

h (Ei,Xj)h (Xi, Ei) + eg ³ eR (X0,Xi)Xj ,X0

´
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veya

gRic (Xi,Xj) = Ric (Xi,Xj) + eg ³ eR (X0,Xi)Xj ,X0

´
+
2

a

nX
i=1

h (Ei,Xj)h (Xi, Ei)

−2
a

nX
i=1

h (Xi,Xj)h (Ei, Ei)

elde edilir.

gRic (Xi,Xj) = Ric (Xi,Xj) + eg ³ eR (X0,Xi)Xj ,X0

´
+
2

a

nX
i=1

[h (Ei,Xj)h (Xi, Ei)

−h (Xi,Xj)h (Ei, Ei)]

son denklemde

h (Xi,Xj) =
a

2
eg (Xi,Xj)

olduğu düşünülürse

gRic (Xi,Xj) = Ric (Xi,Xj) + eg ³ eR (X0,Xi)Xj ,X0

´
+
2

a

nX
i=1

[
a

2
eg (Ei,Xj)

a

2
eg (Xi, Ei)

−a
2
eg (Xi,Xj)

a

2
eg (Ei, Ei)]

gRic (Xi,Xj) = Ric (Xi,Xj) + eg ³ eR (X0,Xi)Xj ,X0

´
+
2

a

a2

4

nX
i=1

[eg (Ei,Xj) eg (Xi, Ei)

−eg (Xi,Xj) eg (Ei, Ei)]

gRic (Xi,Xj) = Ric (Xi,Xj) + eg ³ eR (X0,Xi)Xj ,X0

´
+

a

2

nX
i=1

[eg (Ei,Xj) eg (Xi, Ei)

−eg (Xi,Xj) eg (Ei, Ei)]

bulunur. Bu da teoremin ispatını tamamlar.

Teorem 4.1.4. N bir Hessian manifoldu ve N nin bir hiperyüzeyi M olsun. N ve M

nin eğrilik tensör alanları ve skalar eğrlikleri, sırasıyla, eR ,R ve eS, S ; Levi-Civita kon-
neksiyonları da ∇ ve ∇ olsun. X0 normal vektör alanı, {E1, E2, ..., En} de h− ortonormal
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baz olmak üzere,

eS = S +
nX
i=1

eg ³ eR (X0, Ei)Ei,X0

´
+

nX
i=1

eg ³ eR (Ei,X0)X0, Ei

´
+
2

a

nX
i,j=1

[(hij)
2 − hiihjj ]

dir.

İspat. Sp {E0 = X0, E1, E2, ..., En} = χ (N) olmak üzere N nin skalar eğriliği Tanım

1.1.13 den eS = nX
i=1

gRic (Ei, Ei) +gRic (X0,X0) (4.1.17)

şeklinde yazılır. Burada eştiliğin sağ tarafının 1. terimi Teorem 4.1.3 den

nX
i=1

gRic (Ei, Ei) =
nX
i=1

Ric (Ei, Ei) +
nX
i=1

eg (R (X0, Ei)Ei,X0) ,

+
2

a

nX
i,j=1

[h (Ei, Ej)h (Ei, Ej)− h (Ei, Ei)h (Ej , Ej)] (4.1.18)

şeklinde, sağ tarafın 2. terimi de Tanım 1.1.11 den

gRic (X0,X0) =
nX
i=0

eg ³ eR (Ei,X0)X0, Ei

´
(4.1.19)

olur.

(4.1.18) ve (4.1.19) değerleri (4.1.17) de yerine yazılırsa;

eS =
nX
i=1

Ric (Ei, Ei) +
nX
i=1

eg (R (X0, Ei)Ei,X0) +
nX
i=0

eg ³ eR (Ei,X0)X0, Ei

´
+
2

a

nX
i,j=1

[h (Ei, Ej)h (Ei, Ej)− h (Ei, Ei)h (Ej , Ej)]

bulunur. Tanım 1.1.13 burada gözönüne alınırsa

eS = S +
nX
i=1

eg (R (X0, Ei)Ei,X0) +
nX
i=1

eg ³ eR (Ei,X0)X0, Ei

´
+
2

a

nX
i,j=1

[h (Ei, Ej)h (Ei, Ej)− h (Ei, Ei)h (Ej , Ej)]

veya
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eS = S +
nX
i=1

eg (R (X0, Ei)Ei,X0) +
nX
i=1

eg ³ eR (Ei,X0)X0, Ei

´
+
2

a

nX
i,j=1

[(hij)
2 − hiihjj ]

elde edilir. Bu da istenendir.
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5. BÖLÜM

SABİT EĞRİLİKLİ HESSIAN MANİFOLDLARIN HİPERYÜZEYLERİ

VE PSEUDO-UMBİLİKLİK İLİŞKİLERİ

N =
¡
Ω, D, D2ϕ

¢
bir Hessian manifold ve M =

¡
Rn, D, D2F

¢
de

N nin bir hiperyüzeyi olsun. N de h− ortonormal lokal çatı alanı E1, ..., En+1 ve bu

çatı alanının M ye kısıtlanmı̧sı da E1, ..., En olsun. Ayrıca E1, ..., En M ye teğet olacak

şekilde tanımlansın. N nin h− ortonormal lokal çatı alanına kaŗsılık gelen dual çatı alanları

da w1, ..., wn+1 olsun. N =
¡
Ω, D, D2ϕ

¢
Hessian manifoldunun ve M =

¡
Rn, D, D2F

¢
hiperyüzeyinin h− ortonormal çatı alanı ve dual çatı alanlarına ait indislerin sıralanması

sırasıyla aşağıdaki

şekildedir.

1 ≤ A,B,C, ... ≤ n+ 1 , 1 ≤ i, j, k, ... ≤ n

N nin yapı denklemleri, Teorem 1.1.1 de verilen Cartan yapı denklemleri yardımıyla

şu şekilde yazılır

dwA =
n+1X
B=1

wAB ∧ wB wAB + wBA = 0,

dwAB =
n+1X
C=1

wAC ∧ wCB −
1

2

n+1X
C,D=1

RABCDwC ∧ wD

RABCD = −a
4
(δACδBD − δADδBC) .

Bu formüllerin M ye kısıtlanmasıyla

wn+1 = 0

elde edilir.

Teorem 1.1.2 de verilen Cartan Yardımcı Teoremi kullanılarak

wn+1i =
nX

j=1

hijwj , hij = hji

yazılabilir.

M nin yapı denklemleri de N nin yapı denklemlerine benzer olarak
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dwi =
nX

j=1

wij ∧wj

dwij =
nX

k=1

wik ∧ wkj −
1

2

X
Rijklwk ∧ wl

M nin Gauss denklemi de Teorem 4.1.1 den

Rijkl = −
a

4
(δikδjl − δilδjk) +

2

a
(hikhjl − hilhjk) (5.1.1)

bulunur.

Tanım 5.1.1. N =
¡
Ω, D, D2ϕ

¢
bir Hessian manifoldu veM =

¡
Rn, D, D2F

¢
de N

nin bir hiperyüzeyi olsun. M nin ortalama eğriliği H ve h ikinci temel formun normunun

karesinin uzunluğu, sırasıyla,

H = |ξ| = 1

n

X
i

hii

ve

S =
X
ij

(hij)
2

şeklindedir.

Tanım 5.1.2. hij nin birinci ve ikinci mertebeden türevleri, sırasıyla, hijk ve hijkl

aşağıdaki şekilde tanımlanır [18, 33, 34] .

X
hijkwk = dhij −

nX
k=1

hikwkj −
nX

k=1

hjkwki (5.1.2)

ve X
hijklwl = dhijl −

nX
l=1

hijlwlk −
nX
l=1

hilkwlj −
nX
l=1

hljkwli

yani

µX
hijkl −

1

2

X
himRmjkl −

1

2

X
hmjRmikl

¶
wk ∧ wl = 0
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hijkl − hijlk =
X

himRmjkl +
X

hmjRmikl, (5.1.3)

burada[18, 33, 34] den ya da Codazzi denkleminden

hijk = hikj (5.1.4)

dir. (5.1.1) den

Rij = −
a

4
(n− 1) δij −

2

a
(hijhkk − hkihkj) (5.1.5)

olur.

Şimdi ξ yi En+1 e paralel olarak alalım, bu durumda Tanım 5.1.1 den

izHn+1 = nH (5.1.6)

bulunur. hij nin laplasyanı ∆hij olmak üzere (5.1.3) ve (5.1.4) den

∆hij =
X

hijkk

=
X

hikjk

∆hij =
X

hkikj +
X

hlkRkilj +
X

hliRlkik (5.1.7)

olarak bulunur.

1

2
∆S =

X
(hijk)

2 +
X

hij∆hij

=
X

(hijk)
2 +

X
hijhkkij +

X
hijhlkRlijk +

X
hijhliRlkik (5.1.8)

elde edilir.

Tanım 5.1.3. h, M hiperyüzeyinin ikinci temel formu , ξ ortalama eğrilik vektörü veeg, N Hessian manifoldunun skalar çarpımını göstermek üzere, ∀ Xi,Xj ∈M için

eg (h (Xi,Xj) , ξ) = λeg (Xi,Xj) (5.1.9)

şartını sağlıyorsa M , N nin pseudo-umbilik hiperyüzeyi olarak adlandırılır. Burada λ, M

üzerinde tanımlı bir fonksiyondur.
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Teorem 5.1.1. N =
¡
Ω, D, D2ϕ

¢
kesit eğriliği −a

4 olan bir Hessian manifold ve

M =
¡
Rn, D, D2F

¢
de N nin pesudo umbilik flat bir hiperyüzeyi olsun. Bu durumda H,

M nin ortalama eğriliği olmak üzere M nin Ricci eğriliği,

Rij = (n− 1)
∙
−a
4
− 2

a
H2

¸
δij

şartını sağlar.

İspat. λ, M üzerinde tanımlı bir fonksiyon ve H, M nin ortalama eğriliği olmak üzere

Tanım 5.1.3 ve (5.1.6) dan

izHn+1hij = nλδij , H2 = λ

ve

hij = Hδij (5.1.10)

olur.

(5.1.5) ve (5.1.10) dan

Rij = −a
4
(n− 1) δij −

2

a

X
hijhkk +

2

a

X
hkihkj

= −a
4
(n− 1) δij −

2

a
nH2δij +

2

a

X
hkihkj

= −a
4
(n− 1) δij −

2

a
nH2δij +

2

a
H2δij

= −a
4
(n− 1) δij −

2

a
H2δij (n− 1)

Rij = (n− 1) δij
∙
−a
4
− 2

a
H2

¸
Rij = (n− 1)

∙
−a
4
− 2

a
H2

¸
δij

elde edilir. Bu da teoremin ispatını tamamlar.

Sonuç 5.1.1 Eğer M minimal ise Rij = −a
4 (n− 1) δij dir.

Teorem 5.1.2. M nin ortalama eğriliği H ve ikinci temel formu h olmak üzere

X
(hijk)

2 ≥ 3n2

n+ 2
|∇H|2

dir.

İspat H, M nin ortalama eğriliği olmak üzere
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fij = fn+1ij −Hδij (5.1.11)

şeklinde bir fij fonksiyonu tanımlansın. Buna göre Tanım 5.1.1 ve (5.1.10) dan

X
i

fii = 0 , fijk = hn+1ijk −Hkδij

ve X
ijk

f2ijk =
X
ijk

³
hn+1ijk −Hkδij

´2
=
X³

hn+1ijk

´2
− n |∇H|2 (5.1.12)

bulunur.(5.1.12) den

fiik = hiik −Hk , fiki = hiki −Hiδik ve hiik = hiki

yazılabilir. Buradan

fiki = fiik +Hk −Hiδki (5.1.13)

elde edilir. (5.1.13) denklemi (5.1.12) de göz önüne alınırsa

X
ijk

f2ijk ≥
X
i6=k

f2iik +
X
i6=k

f2iki +
X
i6=k

f2kii +
X
i

f2iii (5.1.14)

X
ijk

f2ijk =
X
i6=k

f2iik + 2
X
i6=k

f2iki +
X
i

f2iii

=
X
i6=k

f2iik + 2
X
i6=k

(fiik +Hk −Hiδik)
2 +

X
i

f2iii

= 3
X
i 6=k

f2iik + 2 (n− 1) |∇H|2 − 4
X
i

fiiiHi +
X
i

f2iii

≥
X
i6=k

f2iik + 2 (n− 1) |∇H|2 −
n+ 2

(n− 1)
X
i

f2iii

−4 (n− 1)
n+ 2

|∇H|2 +
X
i

f2iii (5.1.15)
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bulunur. Diğer taraftan k değerleri sabit tutulursa
P
i
fii = 0 olduğundan (5.1.15) denklemi

X
i

f2iik =
X
i6=k

f2iik + f2kkk =
X
i6=k

f2iik +

⎛⎝X
i6=k

fiik

⎞⎠2

≤
X
i6=k

f2iik + (n− 1)
X
i 6=k

f2iik = n
X
n6=k

f2iik. (5.1.17)

olur. Böylece (5.1.17) denkleminden

X
ik

f2iik ≤ n
X
i6=k

f2iik

ya da

X
i6=k

f2iik ≥
1

n− 1
X
i

f2iii (5.1.18)

dir. (5.1.18) denklemi (5.1.14) de yerine yazılırsa

X
ijk

f2ijk ≥ 3

n− 1
X
i

f2iii + 2 (n− 1) |∇H|2 −
n+ 2

n− 1
X
i

f2iii

−4 (n− 1)
n+ 2

|∇H|2 +
X
i

f2iii

=
2n (n− 1)
n+ 2

|∇H|2 (5.1.19)

elde edilir. Burada (5.1.12) ve (5.1.19) birlikte düşünülürse

X
ijk

³
hn+1ijk

´2
=

X
ijk

f2ijk + n |∇H|2 ≥ 2n (n− 1)
n+ 2

|∇H|2 + n |∇H|2

=
3n2

n+ 2
|∇H|2

bulunur. Bu da ispatı tamamlar.
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Yardımcı Teorem 5.1.3. M , Ricci eğriliği alttan sınırlı, tam bir Riemann manifoldu

olsun. f , M üzerinde alttan sınırlı ikinci mertebeden türevlenebilir bir fonksiyon olmak

üzere ∀ε > 0 için M nin

|∇f | < ε, ∆f > −ε, f (x) < inf f + ε (5.1.20)

şartını sağlayan bir x noktası mevcuttur [32] .

Teorem 5.1.4. N =
¡
Ω, D, D2ϕ

¢
kesit eğriliği −a

4 olan bir Hessian manifoldu ve

M =
¡
Rn, D, D2F

¢
N nin flat bir hiperyüzeyi olsun. Eğer a ≥ 0 veM minimal ise S = 0

veya S ≥ −a2

8 n dir.

İspat. Yardımcı Terorem 5.1.3 göz önüne alınırsaM nin Teorem 5.1.1 şartını sağladığı

görülebilir. f, M üzerinde C∞ sınıfından bir fonksiyon ve S ikinci temel form h nın

karesinin uzunluğu olmak üzere f = 1√
S+p

(p ∈ R+) gerekli düzenlemeler yapılır ve f =
1√
S+p

olduğu göz önüne alınırsa

∆f = −f
3

2
∆S +

3

4
f5 |∇S|2 (5.1.22)

bulunur. Ayrıca (5.1.21) gözönüne alınırsa

|∇f |2 = |∇S|2

4
f6

elde edilir.

ε pozitif bir sayı olmak üzere Yardımcı Teorem 5.1.3 den M üzerindeki bir x noktası

için,

|∇f |2 = |∇S|2

4
f6

f6

4
|∇S|2 < ε , ∆f > −ε , f (x) < inf f + ε (5.1.23)

şartı sağlanır. (5.1.11) ve (5.1.12) den

f4

2
∆S < ε (inf f + ε) + 3ε (5.1.24)

olur.

Diğer taraftan

1
2∆S ifadesi (5.1.8) den hesaplanırsa;
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1

2
∆S =

X
ijk

(hijk)
2 + n

X
ij

hijHij +
X
ijlk

hijhlkRlijk +
X
ijlk

hijhliRlkik

1

2
∆S =

X
ijk

(hijk)
2 + nH2δij +

X
ijlk

hijhlk

µ
−a
4
(δljδik − δlkδij) +

2

a
(hljhik − hlkhij)

¶
+
X

hijhli

µ
−a
4
(δliδkk − δlkδki) +

2

a
(hlihkk − hlkhki)

¶
(5.1.25)

1

2
∆S ≥

X
ijk

(hijk)
2 − 2

a
S2 − a

4
nS − a

4
H2n2

≥ −2
a
S2 − a

4
nS − a

4
H2n2 (5.1.26)

elde edilir. Burada H, M nin ortalama eğriliği, h, ikinci temel form, S, ikinci temel

formun normunun karesinin uzunluğu ve R, Riemann eğrilik tensörüdür. Ayrıca (5. 1.25)

ve (5.1.26) denklemlerinde M nin minimal olması gözönüne alınırsa,

1

2
∆S ≥ −2

a
S2 − a

4
nS (5.1.26)

bulunur. (5.1.26) ifadesi (5.1.24) de gözönünde tutulursa,

S

(S + p)2

µ
2

a
S +

a

4
n

¶
≥ −ε (inf +ε)− 3ε (5.1.27)

olur. Bu ise ε → 0 için f infimuma S de supremuma yaklaşır. Böylece (5.1.27) den M

üzerinde S nin sınırlı olduğu elde edilir. Eğer burada S 6= 0 ise

2

a
S +

a

4
n ≥ 0

a

4
n ≥ −2

a
S

−a
2

8
n ≤ S

bulunur. Bu da teoremin ispatını tamamlar.

Burada a ≥ 0 olduğunu kabul etmi̧stik. Böylece Teorem 5.1.4 ten S = 0 yani M =¡
Rn, D, D2F

¢
nin N =

¡
Ω, D, D2ϕ

¢
de total geodezik olduğunu söyleyebiliriz. Böylece

aşağıdaki sonuç verilebilir.

Sonuç 5.1.2. N =
¡
Ω, D, D2ϕ

¢
kesit eğriliği −a

4 olan bir Hessian manifoldu ve

M =
¡
Rn, D, D2F

¢
de N nin flat bir hiperyüzeyi ve a ≥ 0 olmak üzere Eğer M minimal

ise total geodeziktir ve kesit eğriliği −a
4 olan bir Hessian manifoldu olur.
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Teorem 5.1.5. N =
¡
Ω, D, D2ϕ

¢
kesit eğriliği −a

4 olan bir Hessian manifoldu ve

M =
¡
Rn, D, D2F

¢
de N nin flat pseudo-umbilik bir hiperyüzeyi olsun. Bu durumda

a2

32 ≥ H2 olmak üzere

nH2 ≤ S ≤ na

∙
a
4 −

q
a2

16 − 2H2

¸
4

dir. Burada H, M nin ortalama eğriliği ve S ikinci temel formun karesinin uzunluğudur.

İspat. Herhangi bir pozitif p sabiti ve M de tanımlı f fonksiyonu için f = 1√
S+p

alalım. Teorem 5.1.4 ten S , M üzerinde sınırlı olduğundan f de M üzerinde sınırlı olur

ve f infimuma yaklaştıkça S de supremuma yaklaşır.(5.1.21) den

|∇f |2 = |∇S|2

4
f6 (5.1.28)

elde edilir.(5.1.22) den

∆f = −1
2
f3∆S +

3

4
|∇S|2 f5

yani (5.1.24) den

f4∆S =
3

2
|∇S|2 f6 − 2f∆f (5.1.29)

(5.1.28) , (5.1.30) göz önüne alınırsa

f4∆S = 6 |∇f |2 − 2f∆f (5.1.30)

yazılabilir. Teorem 5.1.1 den M nin Ricci eğriliğinin sınırlı yani aynı zamanda alttan

sınırlı olduğunu biliyoruz. Böylece M için Yardımcı Teorem 5.1.1 kullanılarak herhangi

bir pozitif εm sabiti için
³
lim
m→∞

εm = 0
´
olacak şekilde

|∇f (Xm)| < εm , ∆f (Xm) > −ε , f (Xm) < inf f + εm

şartını sağlayacak şekilde pozitif bir εm sabiti mevcuttur. Bu sonuç (5.1.29) ile birlikte

düşünülürse

∆S (Xm) f
4 (Xm) < 6ε

2
m + 2εm (inf f + εm) (5.1.31)
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elde edilir. (5.1.26) ve (5.1.31) göz önüne alınırsa Xm için

3ε2m + εm (inf f + εm) >

∙
−2
a
S2 (Xm)−

a

4
nS (Xm)−

a

4
n2H2

¸
f4 (Xm) (5.1.32)

olur. Şimdi S0 = sup S = lim
m→∞

S (Xm) . Böylece m→∞ için (5.1.32) den

0 ≤ −2
a
S20 −

a

4
nS0 −

a

4
n2H2

bulunur. Burada Teorem 5.1.5 den a2

32 ≥ H2 olduğu göz önüne alınırsa

S0 ≤
na

∙
a
4 −

q
a2

16 − 2H2

¸
4

şartı sağlanır. nH2 ≤ S ≤ sup S = S0 olduğundan

nH2 ≤ S ≤
na

∙
a
4 −

q
a2

16 − 2H2

¸
4

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.
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[14] Yildirim, M., Bektaş, M., 2006, Integral inequalities for submanifolds of Hessian

manifolds with constant Hessian sectional curvature, Iranian Journal of Sci. and Tech.

Trans. A , Vol.30, No.A2, 235-239.
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görev yapmaktayım. Evliyim.

Münevver YILDIRIM YILMAZ


