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Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci béliimde, temel tamim ve teoremler verilmistir.

ikinci boliimde, sirah istatistiklerin baz: sistematik momentleri igin temel formiiller
incelenmigtir.

Ugtincii bolimde, sirali istatistiklerin bazi sistematik momentlerinin yaklagik

hesaplamalan incelenmis ve bazi 6zel dagilimlar igin sayisal sonuglar verilmistir.
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This thesis consists of three chapters.

In the first chapter, some fundamental definitions and theorems are given.

In the second chapter, fundamental formulas for some systematic moments of
order statistics are investigated.

In the third chapter, approximate calculations of some systematic moments of

order statistics are examined and numerical results for some special distributions are

given.
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1. BOLUM
1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 1.1. ( Siirekli tesadiifi degiskenler igin olasilik yogunluk fonksiyonu ')'

X, (—o0, 00) araliginda tanumlanan stirekli tesadtfi degigken olsun. Agagidaki kogullar:
saglayan f (z) fonksiyonuna X tesadiifi degigkeninin olasilik yogunluk fonksiyonu denir.

1. f(z)>20 ,-c0<z<0®
o0
2. [ flx)de=1
—00
Aynica f(z) , (1) ve (2) sartlarim saglarsa stirekli X tesadifi degigkeninin a ve b

arasmda bulunmast olasithgy;

b
P{angb}sz(w)dx a,b€R ve a<b (1.1)

egitligi ile ifade edilir. Stirekli X tesadifi degigkeninin belli bir = degerini almas: olasihg:
sifirdir. Yani, P (X = z) =0 dir [1].
Tanim 1.2. ( Stirekli tesadiifi degiskenler igin ktimiilatif dagihm fonksiyonu )

X, olasilik yogunluk fonksiyonu f(z) olan stirekli tesadiifi bir degigken olsun. Herhangi
bir z reel degeri igin X’in kiimitlatif dagihm fonksiyonu,

F(z)= P{X <z} = / FOdt (1.2)
esitligi ile ifade edilir [2].

Teorem 1.1.

Eger X , olasihk yogunluk fonksiyonu f(z) ve kiimiilatif dagilim fonksiyonu F(z)%e
sahip bir anakiitleden secilmis siirekli tesadiifi bir degisken ise F(z)’in tanimli oldugu
biitiin noktalarda :

f@) = F'(@) | (L3)
esitligi vardir [3].



Tamm 1.3. ( Kesikli tesadiifi degigkenler i¢in olasilik fonksiyonu )

X, sonlu sayidaki z1, zg, ..., T, degerlerini f (z;) = P (X = z;),% = 1,2,...,n olasihklar1
ile alabilen kesikli tesadiifi degigken olsun. Bu durumda,

1. f(z) 20, tim z ’ler igin

2. 3 flz) =1
kogullarim saglayan f(z) fonksiyonuna X ’in olasilik fonksiyonu denir [1].

Tamim 1.4. ( Kesikli tesadiifi degigkenler igin kitmiilatif dagilim fonksiyonu )

Bir X tesadifi degigkeninin dagilim fonksiyoriu F (z) ile gosterilir ve X ’in z e egit ya
da daha kiigiik olmas olasihigidir. O halde,

F@)=Px<2)=Y fz) (1.4)

T <z

dir [1].

Tanmim 1.5. ( Beklenen deger )

X tesadufi bir degigken olsun.O zaman X’in beklenen degeri

2.zif(xs), X kesikli ise
E(X) ,

Il

(1.5)
J zf(z)dz, X stirekli ise
Ex

gseklinde ifade edilir [3].

Tamm 1.6. ( k-mc1 moment )
X tesadiifi bir degisken ve & herhangi bir tamsay: olsun.

i) X tesadiifi degigkeninin sifira gre k-1nca momenti gy, ,

Sz f(zi), X kesikliise

e = E(XF) = (1.6)
[ z*f(z)dz, X strekli ise
Rx



ii) X tesadifi degfigkeninin p ortalamaya gore k-inc1 momenti u; ,

Z(wi—u)"f(:ci), X kesikli ise .

2

w=E [(X - u)’“] = (L7

[ (z — wEfz)de, X stireldi ise

Rx

seklinde ifade edilir [4].

Tanim 1.7. ( Varyans )

X tesadiifi degfigkeninin ortalamadan sapmasinin karesinin beklenen degerine varyans
denir ve :

Var(z) = E [(X — )] = E(X?) - [B(X)]? (1.8)

olarak ifade edilir {5].

Tanim 1.8. ( Kovaryans )

X ve Y tesadiifi degigkenlerinin beklenen degerleri sirasiyla E(X) ve E(Y) olsun.
Bu durumda X ve Y ’nin kovaryansi,

Cov(X,Y) = E[(X-EX)) Y —E(Y))]
E(XY) - E(X) E(Y) (1.9)

seklinde ifade edilir [4].

Tamm 1.9 ( Moment gikaran fonksiyon )

X tesadifi degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu m(t),

S etif(z;), X kesikliise
@

m(t) = E(eX) = (1.10)
[ e f(z)dz, X strekli ise

Ry

seklinde tammlamr [4].



Tanim 1.10. ( Dizgtin dagihm )

X tesadiifi degigkeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

b_ia',’ a<z<b - e .
fl@) = . (L.11)
0, diger yerlerde -

seklinde tanimlansin. Bu durumda X tesadiifi degigskenine diizglin dagilmig tesadifi bir
degisken denir.Diizgiin daglhmm kiimtilatif dagihm fonksiyonu

0, r<a ise )
Fz)=( £2, a<z<b ise , - (1.12)
1, z>b  ise

geklinde ifade edilir [4].

Tanim 1.11. ( Normal dagihm )

Stirekli bir X tesadiifi degiskeni igin olasilik yogunluk fonksiyonu

2
f(z) = 0\}_2_7_1:exp [_% (“’a“) ] — o<z <00, —0< p<o0,02>0  (L13)

ise X normal dagihma sahiptir denir [1].

Tanim 1.12. ( Ustel dagilim )

Negatif olmayan degerler alan stirekli bir X tesadiifi degigkeninin olasiik yogunluk
fonksiyonu agagidaki gibi olsun.

ae %, z>0
flz) = (1.14)
0, diger yerlerde.

Bu taktirde X, o > 0 parametresi ile iistel dagilima sahiptir denir {1].



Tanim 1.13. ( Lojistik dagilim )

—o0 <z < oo igin pdf’si f(z) = z-lf';—j;‘)'; ve cdf’si F(z) = T#?’ olan dagilima
lojistik dagilim denir [6). : :

Tamm 1.14. ( Siral istatistikler )

X1, X2, ..., Xn, n tane tesadiifi degigken olsun. Eger Xi, X3, ..., X, lerin meydéna gelme
sirast ile degil, bilytkliklerinin sirasi ile ilgilenilirse n birimli bir 6rnegin sirali istatistigi,
Xl:n S X2:n <. < Xn:n‘ (1-15)

olarak ifade edilir. '

Xiwm, t-inci sirali istatistik ve (X1.n, Xoin, .., Xnen) tesadtifi véktoriine de sirah istatis-

tikler denilir. Xj., ornek minimum ve X, 6rnek maksimumdur. Bundan dolay:
X1 = min( X7, Xo, ..., Xp) (1.16)

ve

.Xn;n = max(.Xl, X2, ceny Xn) (1.17)

- yazilabilir. Bazen {-inci siral istatistik,

Zi:n(xla T2y reey xn) =z (118)

seklinde de verilebilir. Burada z; < 29 < ... < 2, , 21,Z2,..., 2, lerin reel degerlerinin
artan sirada diizenlenmis degerleridir. Buradan

Xi:n = ‘i:n(XlaX27"';Xn) (119)

olur [7].

Tanim 1.15. ( Bilegik olasiik yogunluk fonksiyonu )

X ve Y stirekli tesadifi degiskenleri zy-diizleminin herhangi bir A bolgesinde tanmh
olsun. X ve Y tesadiifi degiskenlerinin A bélgesinde olma olasiigim veren

Pix Y ear= [ / F(z,y)dzdy (1.20)
| |

esitligindeki f(z,y) fonksiyonuna (X,Y) tesadtfi degigkeninin bilegik olasihk yogunluk
fonksiyonu denir [8].



Tanim 1.16. ( Bilesik dagilim fonksiyonu )

X ve Y stirekli tesadiifi degigkenlerinin bilesik dagilim fonkmyonu —00 < & < 00 Ve
—00 < gy < 00 igin

Fey=Pxssysy= [ [foome

-—00 ~—0C

esitligi ile ifade edilir [8].

Tanim 1.17. ( ii.d. swrah istatistiklerin bilegik yogunluk fonksiyonu )

—00 L Tlip < Lo < ooe < Tpep < 00 Igin X, € Xy € ... Xnn siral istatistik-
lerinin bilesik yogunluk fonksiyonu

n
f1,2,...,n:n($1:m T2:ny ooey mn:n) =n! H f(xzn) (1-22)

i=1

olarak ifade edilir [8].

Tamm 1.18. (i.id. swali istatistiklerinin marjinal yogunluk fonksiyonu )

Xin'nin marjinal yogunluk fonksiyonu, 1 <4< n ve —oo < 24y < 0 igin

fzn(wzn) = E‘:“]Ti%?:;)'f[F($zn)]z—l [1 - F(xzn)]n—zf(xzn) (123)

olarak ifade edilir [8].

Teorem 1.2. ( ii.d. siral istatistiklerin kiimilatif dagilim fonksiyonu )

F ortak dagilim fonksiyonlu n tane Xi, X»,..., X, i.i.d. tesadiifi degiskenlerin i-inci
sirall istatistigi X;., olsun. O zaman her z igin

PXin<at=3 (1 ) P~ Fey™ (124)

dir.
Ozel olarak Xi., minimumun ve X, maksimumun kimilatif dagilim fonksiyonlan
sirastyla

P{Xim <2} =1 [1—F(@)" (1.25)

ve



P{Xpn <z} =F"z) (1.26)

olarak yazilabilir [7].

Tamm 1.19. ( Iki siral istatistigin bilegik yogunluk fonksiyonu )
Xim ve Xj., nin bilegik yogunluk fonksiyonu 1 <i<j<n ve —00 < Titp < ZTjin < oo
icin

©onl
fijin(Tim,s Tjin) = (i — DG —i—Dl{n—7)!

[F(-’L'i:n)]i_l [F(:v]n) — F(mln)].?—’&—l

[1 - F(xj:n)]n—j f(xzn)f(mgn) (1.27)
olarak ifade edilir [8].

Teorem 1.3. ( Bagimh 6rneklerde sirali istatistikler )

Ay, Ag, ..., A, olasilik uzayinda alinan keyfi olaylar olsun. O zaman;

P{OAi}’:iP{Ai}‘“ Z P{AilﬁAiQ}—i- Z P{Ailﬂ

=1 i=1 1<) <ig<n 1<i; <iz<iz<n.

A NAgt— o+ (-D)"MP{A N4, N..0A} (1.28)

yazilir ve

S = > P{A; NA;,N..NA;} (1.29)

11 <2< <im <N

olarak alinirsa

P{OAi}zl—P{ﬁ'}ﬁ} (1.30)

i=1 i=1

olur. Burada A;, A;’nin tiimleyenidir. (1.28)’den

P{ﬁl}} = l—P{OAi} =i(-1)"s,~ (1.31)
i=1

i=1 i=0



yazilabilir. Burada Sy = 1 dir [9].

Tanim 1.20. ( Bagimlh Sirah Istatistikler )

X1, X9, ..., X, bagmh tesadiifi degiskenler olsunlar. X3, Xa,..., X, tesadﬁﬁ degigken- -
lerin bilesik dagihm fonksiyonunu P, (z1, %, ..., 5) ile gosterelim. Ozel olarak

P{Xn:n < $} = Pn((I}, z, 33'.) ’ ' (1‘32)

egitligi yazilabilir. (1.32) esitligi ¢-inci sirah istatistik icin

n / .
—if{ m-1 )
an(x) = P{in < m} = mE—i(—l)m t ( i— 1 ) Sm ‘ (133)
geklinde genellestirilebilir. Burada Sp, i1 < i2 < ... < i, olmak lizere ( ':7, ) tane

P{X; < z,X;, < z,...,X;,, < z} olasthklarinin toplamdir. Ozel olarak X; tesadufi
degigkenleri degistirilebilir tesaditfi degigkenler ( yani; P, olasthff zi,zs, ..., z,'lere gore
simetrik ) ise (1.33) ifadesi

Funle) = Pen < 2b = S0 (721 ) () Pmm <o} (139

m=t

seklinde ifade edilebilir [8].

Teorem 1.4.

fi(z1) ve fa(za) srasiyla Xi ve Xo’nin marjinal yogunluk fonksiyonlar ve f (z1,22)
de X; ve Xo'nin bilesik yogunluk fonksiyonu olmak tizere X3 ve X tesadiifi degigken-
lerinin stokastik bagumnsiz olmasi icin gerek ve yeter gart,

f(z1,22) = fi(z1) fa(z2) (1.35)
olmasidir {3].

Teorem 1.5. ( in.n.id. tesadufi degigkenler )

Xin £ Xoup £ oo £ Xiony X1, X2y o0y Xy Lnniid. tesadiifi degigkenlerinin siral istatis-
tikleri ve F;, X;’nin dagilim fonksiyonu olsun. O zaman her B Borel ciimlesi i¢in

| . N
——m
- P{(Xun, Xam oy Xum) € BY = 3 (<" 37 P{(XE XFi o
m=1 |S]=m
vy X5 ) € B} (1.36)



ifadesi yazilir. Burada toplam, {1,2,...,n}’nin m elemanh tiim S alt kiimeleri tizerinden
alinir. Bununla birlikte X§, < X5 <..< X5

nn

FS=|s'Y R . s

i1€S

ortak dagilim fonksiyonlu n tane i.i.d. tesadifi degiskenin sirali istatistiklerini gostermek-
tedir [7]. '



II. BOLUM

2. SIRALI ISTATISTIKLERIN BAZI SISTEMATIK MOMENTLERI ICIN
TEMEL FORMULLER

2.1. Siral istatistiklerin baz sistematik momentlerx icin temel formiillerin
ifade edilmesi

X1, X3, ..., X, olasilik yogunluk foksiyonu f(z) ve kitmillatif dagihm fonksiyonu F'(z)
olan siirekli bir anakiitleden segilen bir tesadiifi drnek olsun ve bu 8rnegin sirali istatistikleri
Xin € Xom < e £ X olacak gekilde elde edilmig olsun. Tekli moment olan E (X£,)

ifadesi a(k) ile gt)stenhrse Tanim 1.18 ve Tanim 1.6’dan i =1,2,...,nve k > 1 igin

[0 ] .
o) = B(xXh)= [ hinle)ds @.1.1)
—00

o0

oy | PP - F@pT s

elde edilir. Kolaylik igin a< ) basit olarak G, 1le gosterilirse X;., 'nin ilk iki tekli moment-
lerinden faydalanarak varyans, Tanim 1.7°den

ﬂzzn - VGT(X, n) - a(2J i:n 1 < i S n (212)

geklinde elde edilir.
Simdi F (X:.n X} ) carpim momentini ¢ ., olarak gésterelim. O zaman Tanim 1.19’dan
carpim momenti, 1 <7 < j < nigin

Qigin = E(Xi:n Xj:n) = // myfi,jm(zay)dydw
—oo<eLYy<oo

7l G
= oG- Dim=7) J| i@y
—oo<LeLlYy<oo

{Fy) - F@)¥ " {1 - Fy)}*™ f()f(y)dydz (2.1.3)

elde edilir. Uyum igin bazen a( ) ifadesi Q4 i:n, Olarak gﬁsterxlebﬂlr Xin’nin ik iki tekli
momentlerinden ve a; j., ¢arpim momentlermden Xi:n ve Xj.n'nin kovaryansi Tanim 1.8’den

geklinde elde edilir.

10



2.2. Sirah istatistikler icin sistematik momentler arasindaki bazi temel bagin-
tilar

Cahgmamuzin bu kisminda siral: istatistiklerin tekli veya éarplm momenti ve kovaryansi
tarafindan saglanan bazi temel bagmtilar verilmigtir. Ik olarak :

f:X;;, = ixf - - (221)

i=1 i=1
ve
n n n o n
Z Z .X,;ijm = Z Z X,,XJ . (2.2.2)
i=1 j=1 i=1 j=1 ’

ifadelerini yazalun. Burada (2.2.1) ve (2.2.2) ifadelerinin her iki tarafinin beklenen degeri
alnirsa, ‘

Yol =noll} =nE (X ’“) (2.2.3)
i=1
ve
n n 5
ZZ @ jin = nagzi +n(n-—1) ail (2.2.4)
i=1 j=1

esitlikleri elde edilir. Ozel olarak k = 1 ve k = 2 alinirsa (2.2.3) ifadesi sirasiyla,

k23
Zai;n = noayy = nk (X) (2.2.5)
=1
ve
Zag =na) = nE (X?) (2.2.6)
i=1

egitliklerine doniistir. (2.2.6) esitligi (2.2.4) egitliginde kullamlirsa

n n n
Z Z Qi jin = (2) alq (2.2.7)
i=1 j=it+1
esitligi elde edilir. Burada,
o190 = E(X12 X22) = E (X1 X3) = o (2.2.8)

ifadesinin kullanilmasiyla (2.2.7) ifadesi

11



n—1 n
n
Z Z Qi jin = (2) a1.2:2 - : (2.2.9)

i=1 j=i+l

olarak da gosterilebilir. (2.2.4) ve (2.2.5) ifadelerinden

i=1 j=1 i=1 j=1 t=1 j=1
2
= (o -a)
= 'nﬂl,m =nVar (X) v (2.2-10)

esitligi elde edilir. Sifir civarinda simetrik olan dagihmlar icin 0 < Usn < 1 olmak tizere,

F™ (Uin) & Xin ' (2.2.11)
ifadesinden 1 <i<n igin
Xi:ni (—X)nitin (2.2.12)
ve 1<i<j<n igin
(Xiins Xjin) 2 ((“X In—jyims (=X )n—i+1:n) (2.2.13)

oldugu aciktir. Bundan dolay: sifir civarinda simetrik olan dagilimlar icin 1 <i<n ve
k> 1 iken

% kE _(k
agzli+1:n = (""1) 0%(;,3 (2.2.14)
1<i<j<n igin
QAn—j+1n—itlin = Qijn (2.2.15)
ve 1<i<j<n ign
ﬁn—j+1,n—i+1m = Gn-jiln—itln — Qpejtlin One—itln

= Qijm — Qjin Qi
= Bijm (2.2.16)

ifadeleri yazilabilir.

12



I11. BOLUM

3. SIRALI ISTATISTIKLERIN BAZI SISTEMATIK MOMENTLERININ
YAKLASIK HESAPLAMALARI

3.1. Siral1 istatistiklerin bazi sistematik momentlerinin yaklé§1k hesaplamalarinin
incelenmesi '

X1, X3, .., Xy, pdfisi f ve cdf’si F olan aym1 dagihml bagimsiz stirekli tesadiifi degigken-
ler olsun. Verilen bu stirekli tesadiifi degiskenler kiiglikten biiytige dogru Xi., < Xo: <
w. < X seklinde siralanabilir. Burada Xj., 4-inci sirali istatistik olarak ifade edilir
ayrica standart dizgiin dagihmh siral: istatistikler de Uy < Uain < ... < Upnin geklinde
belirtilir. r

1 <4 < nigin X;, 'nin marjinal olasihk yogunluk fonksiyonu —00 < Ty < 00 olmak
izere

n!
(¢~ Dl (n—)!

geklinde, 1 < 4 < j £ n igin Xip ve Xj.,’nin bilegik olasilik yogunluk fonksiyonu da
~00 < Tim < Tjm < 00 oOlmak Uzere

i (Tim) = [F (zin)] " L = F (@)™ f (@im) (3.1.1)

n!

fi,j:n («Tz':mxj:n) = G—1) (J =3 _ D (n— ’L)' [F (Q?i:n)]i—~1 (3.1.2)
[F (zjn) — F (-T’i:n)]j_i—l, 1-F (xj:n)]n—j
[ (@im) f(Tjm) .
seklinde ifade edilir. Burada f ve F' arasinda
Fz)= / (&) dt (3.1.3)

bagmtis1 mevcuttur.
Stirekli X tesadifi degigkeninin orjine gtire k-inc1 momenti,

o0

E(x*) = / o f (z) do (3.1.4)

—00

geklinde yazilabilir. Burada (3.1.1) ve (3.1.4) egitlikleri kullanilarak

AR k—2)u(i+1) 0
B (vh) = IR+ Dot D m+ D) (3.1.5)

elde edilir [10]. Benzer diigtinceyle X ve Y stirekli tesaduifi degfiskenlerinin orjine gore
r-inci ve s-inci garpim momentleri
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—00 —0

E(X"Y") = / / y*f (z,y) dedy . (3.16)
seklinde yazilabilir. Burada (3.1.2) ve (3.1.6) kullanilarak
iG+1)..G+r-0)F+r)(+r+1)..G+r+s-1)

m+)(n+2).(n+r)y(n+r+1l)(n+r+2)..(n+r+s)
elde edilir. Burada,

. (3.1.7)

E (UL, Ujn) =

o
n+1
ifadesi (3.1.5) ve (3.1.7) egitliklerinden ayr1 ayn elde edilebilir. Ek olarak strekli X
tesadiifi degigkeninin varyansi

= E Uin) = (3.1.8)

Var (X) = E (X?) - [E(X)]? (3.1.9)

ve X,Y siirekli tesaditfi degigkenlerinin kovaryansi

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) (3.1.10)
seklinde ifade edilebilir. Burada (3.1.5) ve (3.1.9) kullamilarak

in—-i+1)

Var (Uin) = 3.1.11
(Uin) (n+2)(n+1) ( )
ifadesini (3.1.7) ve (3.1.10) kullanilarak
(n+2)(n+1)

ifadesini elde ederiz[11]. (3.1.8),(3.1.11) ve (3.1.12) denklemleri U;., ’nin sadece kendisine
degil U;.,'nin anakiitle bitytikliigiine ve sirasia baghdir. Bu sirali istatistiklerin kosulsuz
dagilima ve parametrik olmayan istatistiklere bagh oldugunu gosterir.

Dtizgiin standart dagihmb é-inci sirall istatistifin tam momentleri (3.1.5) denkle-
minden ¢-inci ve j-inci sirah istatistifin tam momentleri (3.1.7) denkleminden kolayca
hesaplanabilir. Fakat herhangi siirekli bir dagihmdan sirali istatistiklerin tam moment-
lerinin hesaplanmas: birgok sikic: sayisal integrasyonu igerir.

Olasilik-Integral dontistimii:

F(Xi;n) = Uim (3.1.13)

seklinde Uy, sirali istatistigi X;.,’ye doniigiir. Bu sebepten (3.1.13) ifadesi herhangi sttrekli
bir dagilimdan siral istatistiklerin momentlerini hesaplamay: kolaylagtirir.
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3.2. i-inci sirah istatistigin ortalamas) ve varyansimin yaklasik hesabi

Genellikle n ’nin kiictik degerleri i¢in momentlerin karekteristik yapilar: tamamen ince-
lenmigtir. n ’nin biiytik degerleri icin herhangi siirekli bir dagilimdan sirah istatistiklerin
" tam momentlerinin hesabi ¢ok zor ve oldukga sikici yontemler igerir. Bazi -durumlarda
imkansiz bile olabilir. Bundan dolay: sirali istatistiklerin momentlerini elde etmek icin
yaklagimlar kagimilmazdir. Bu sebepten (3.1.13) denkleminin tersini alarak

'Xi:n = F—l (Uim) ‘ . (321)

elde ederiz. Eger herhangi bir g(z ) (3.1.8) noktas: etrafinda Taylor serisine agilirsa

() =g+ 3 EA) “) oW ow (329

i=1

elde ederiz. u < 21 < z igin nango ﬁz—:—lﬁ‘i‘g(n) (21) =0 olursa (3.2.2) ifadesi vyakmsak olur.
(3.2.2) ifadesinin beklenen degerini ahrsak agagidaki denklem elde edilir.

(Z—wi|
Elg(2)] = g(u) + L2 (Z) 9@ (u )+Z—L—#—]-g(’) (1) (32.3)

=3

Ilave olarak (3.2.2) ifadesinin varyansi (3.1.5) ve (3.1.9) denklemlerinden

Varlg(2)=Var(2) [o® )] -3 [¢®? )] Ve @)+ ER@Z)] (324
seklinde ifade edilir. Burada E [k (Z)] ifadesi Z ’nin tigiincil ve daha yitksek momentlerini
igerir. (3.2.1) denklemi,

9 (i) = Lo = Pl (uizn) (3.2.5)

seklinde yazilabilir. Ayrica (3.2.3) ve (3.2.5) denklemlerini kullanarak agagidaki ifadeleri
elde edebiliriz.

E(Xin) = g(p) + Y—“—’:—g-[-]—ii"—)g@) (1) (3.2.6)
ve
Var (Xim) ~ Var (Uim) [g0 (u)] [ @ (u)] Var? (Uin) (3.2.7)

Burada (3.2.6) ve (3.2.7) denklemleri g’nin tiirevlerine baghdur.
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Elde edilen bu denklemlerde g 'nin birinci ve ikinci ttirevleri (3.2.5) kullanilarak agag-
daki gibi hesaplanabilir.

AT 1

(3.28)

(1 = =
g (#) dun U= f ('Tz':n) Tin=F “p) .
ve
d 1 ~f (1) (Tin)
@ 3 1 _ in
o () = [ ] - (3.2.9)
dusn f (wi:n) @ =F=1{u) [f (xi:n)]s Ty =F—1{p)

(3.2.8) ve (3 2.9) degerleri (3.2.6) ve (3.2.7) de yerine yazilirsa Xm nin ortalamas1 ve
varyanst i¢in yaklagim,

f )(mzn)
E (Xim) ~ m——V Uin 3.2.9
(Xim) = T ar ( )[f( iin)] e=F-1(0) ( )
ve
2
Var Uin) 1., o [[f @ (ib’im)] ]
Xin)m ———— — = @n) T .
Ve G T4 e | 8

gseklinde elde edilir[10]. Burada (3.2.9) ve (3.2.10) denklemleri f ’nin turevlerine baghdur.

3.3. Uygulamalar

Standart diizgiin, tistel ve lojistik dagilimlar ile Xj., ’nin ortalama ve varyans: agagidaki
ifadeler sirasiyla kullamlarak (3.2.9) ve (3.2.10)’dan elde edildi.

fl@=1 0<z<l we Fl{(p)=u, (3.3.1)

flz)=e® 0<z<o0 ve Flu=—-In(l-p)), (3.3.2)

ve

—Z‘

m ~0 <L <0 Ve F‘l(u)=ln(p)—-ln(1-y,), (3.3.3)

f(z) =

(3.3.1)-(3.3.3) denklemlerindeki F~! (u), 0 < p < 1 igin F ’nin ters fonksiyonudur.
Elde edilen yaklagik hesaplamalar kullanilarak ( 3.3.1 )-( 3.3.3 ) denklemlerinin i-inci siralt
istatistiklerinin beklenen deger ve varyanslarinin sonuglart QBASIC 4.5 programindan elde
edilen Tablo 1’de verilmistir.

16



Tablo 1

in Dtizgiin Ustel Lojistik
1 4 E (Xim) 2 .2439769 —1.698794
Var (Xin) | 2.666667FE —02 | 4.123264E —02 | .9440105
9 g E(Xin) 2 .2345072 ~1.556749
Var (Xin) | 1454545E —02 | 2.259814E—02 | .5391271
3 14 E(Xim) 2 .230956 _ —1.556749
Var (Xin) | .01 1.556396F — 02 | .5391271
4 19 E (X;n) 2 .2290959 ~1.47558
Var (Xi,) | 7.619048E—03 | 1.186933E —02 | .2806471
5 o4 E (Xim) 2 2279512 —1.45841
Var (Xin) | 6.153846E —03 | 9.59227E —03 | .235184
6 20 E(Xin) 2 2271758 —1.44778
Var (Xin) | 5.161201E—03 | 8.048257E —03 | .1979546
v a4 E (Xin) 2 2266158 —1.438378
Var(Xin) | 4.44444E —03 6.932388E —03 | .1708985
s 39 E(Xin) 2 2261923 —1.432026
Var (Xin) | 8.902439E—03 | 6.088266E —03 | .1503476
o 44 E(Xin) 2 2258609 —1.427055
Var (Xin) | 3.478261E—03 | 5.427398E —03 | .1342081
10 dg E(Xin) 2 2255945 —1.423059
Var (Xin) | 3.137255E—03 | 4.805953E —03 | .1211974
14 69 E (Xin) 2 .2249041 —1.412703
Var (Xin) | 2.253521E~03 | 3.518027E —03 | 8.733077E — 02
18 80 E(Xin) 2 2245172 —1.406899
Var (Xin) | 1.758242E —03 | 2.745366FE —03 | 6.825678E — 02
99 109 | E Xin) 2 2242697 —1.403186
Var (Xin) | 1441441E-03 | 2.250984E —03 | 5.602098E — 02
50 149 | E Xin) 2 .2239714 —1.398712
Var(Xin) | 1.059603E —03 | 1.654944F —03 | 4.123654F — 02
g5 174 | E Xim) 2 .2238538 —1.396948
Var (Xin) | 9.090909E —04 | 1.41995E — 03 3.539787E — 02
a0 199 | EXin) 2 .2237654 —1.395623
Var(Xin) | 7.960199E —04 | 1.2433904E —03 | 3.100751E — 02
50 399 | £ Xin) 2 .2234553 —1.39097
Var(Xin) | 3.990025E — 04 | 6.233442E — 04 | 1.556417F — 02
100 409 | E Xin) 2 12233931 ~1.390037
Var (Xim) | 3.193613E—04 | 4.989397E — 04 | 1.246104F — 02
140 699 | E Xin) 2 .2233219 —1.388969
Var(Xin) | 2.282454FE—04 | 3.566016FE —04 | 8.908681E — 03
180 sog | & Xin) 2 2232823 ~1.388375
Var (Xin) | 1.775805E —04 | 2.774502E —04 | 6.932407E — 03
200 999 | & Xin) 2 .2232684 —1.388168
Var(Xin) | 1.508402FE —04 | 2.497346FE —04 | 6.240248F — 03
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3.4. Sonug

Bu yaklagim metodu n 'nin ¢ok bilyitk degerleri igin, ekstrem degerlerde yavag igleye-
bilir.Bu sikmtiy1 agmak igin ekstrem deger dagilimlar: olarak bilinen Fréchet, Weibull
ve Gumbell dagilimlarim kullanabiliriz. Bu galigmada standart tistel dagihm ve diizgiin
dagihm, yaklasim metodunun yakinsakligimi kontrol etmek igin verildi. Bundan bagka
standart diizglin dagilhimin é-inci sirali istatistiginin ortalama ve varyansi tam olarak be-
lirlendi ve sirasiyla (3.1.8) ve (3.1.11) ile verildi.

Ayni zamanda, standart tistel dagilimh ¢-inci sirahi istatistigin ortalama ve varyans1 da
tam olarak sirasiyla

E (Xi:n) = i: !

& m . (341)
ve
Var (Xem) = 3> —— (3.4.2)
T (n—1+1) -
olarak bilinir.

Standart diizgiin ve istel dagihmlarin -inci sirah istatistiginin ortalama ve varyansmin
vaklagtk sonuclan sirasiyla (3.1.8), (3.1.11) ve (3.4.1), (3.4.2) ifadelerinden elde edilen
sonuglara ¢ok yakindir.

Standart normal dagihimli é-inci siral istatistifin tam momentleri de n ’nin kigik
degerleri icin elde edilebilir.
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