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OZET
Bu calisma ii¢ bolimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, tez igerisinde kullanilacak tanim ve teoremlere yer verilmis, Sturm-
Liouville operatoriiniin bazi temel 6zellikleri incelenmistir.

Ikinci bolimde fark denklemlerinden ve Sturm-Liouville fark operatdriinden kisaca
bahsedilmistir. Genel smir sartlariyla verilen Liouville normal formundaki 6z deger
probleminin siirekli ve kesikli durumlardaki asimptotik formiilleri incelenmistir.

Ugiincii boliimde sonlu farklar metodu kullanilarak, ikinci kisimda verilen problem igin
asimptotik formlar ve teklik teoremi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Liouville Normal Form, Karakteristik Denklem, Sturm- Liouville

Operatérii, Ozdeger



SUMMARY

Finite Difference Sturm-Liouville Problem
This thesis consists of three chapters.

In the first chapter, some concepts which are used in this thesis are given and some

fundamental properties of Sturm-Liouville operator are examined.

In the second chapter, difference equation and Sturm-Liouville difference operator is
studied briefly. We obtained asymptotic formulas for above discrete and contionuous
Liouville normal form eigenvalue problem with general boundary condition.

In the third chapter, by using finite difference method, asymptotics forms and uniqueness
theorem are given for the problem which is given in section 2

Key Words: Liouville Normal Form, Characteristic Equation, Sturm-Liouville Difference

Operator, Eigenvalue.



SEMBOLLER LiSTESI

[a, b] araliginda karesel integrallenebilen fonksiyonlar uzayi

[a, b] araliginda p’ya gore karesel integrallenebilen fonksiyonlar uzay1

n. 6zdeger

i. nodal nokta
Ardisik iki nodal nokta arasindaki uzaklik
Fark operatorii

Smirl degerler
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1. GIRIS

Bagimsiz degiskeni ayrik (discrete) ya da bunu bir ayrik degisken gibi goérmek
matematiksel olarak uygun oldugu zaman fark denklem modelleri ortaya ¢ikar. Bu bakimdan
fark denklemleri daha ziyade siirekli olmayan problemleri karakterize eder. Ornegin genetik
alanda genetik 6zellikler kugaktan kusaga degisim gosterirler. Dolayisiyla, bir kusagi gosteren
degisken ayrik degiskendir. Ekonomide fiyat degisimleri hesaplanirken de zaman degiskeni
ayrik degiskendir.

Bu calismada Sturm-Liouville denklemi ayrilabilir sinir sartlar1 ile géz Oniine alinip, bu
problem i¢in siirekli ve kesikli durumda 6z deger ve 6z fonksiyonlar incelenmistir [1, 2, 3, 4,
5,6,7,8,9, 10, 11, 12] . Ozellikle 6zdeger, zfonksiyon ve dzfonksiyonlarmn sifirlar1 (nodal
noktalar) igin asimptotik formiiller verilmistir. Bu sekildeki formiiller spektral teorinin

incelenmesinde 1s1k tutacaktir.



1.1. TEMEL TANIM ve TEOREMLER
TANIM 1.1. (Operator) Tanim ve deger kiimesi vektor uzayi olan doniisiimlere operator
denir [13].
TANIM 1.2. ( Lineer Operator ) Bir T lineer operatorii; D(T) tanim bolgesi ve R(T)
deger bolgesi birer vektor uzayiolan V x,y € D(T) ve her a skaleri igin ;
T(x,y) = Tx)+T(y),
T(ax) = a T(x),
ozelliklerine sahip bir operatordiir [13].
X ve Y normlu uzaylar ve D(T) < X olmak tizere T : D(T) = Y seklinde verilen bir lineer
operator olsun. Vx € D(T) igin;
IT Il < cllxll,
olacak sekilde bir ¢ sayis1t mevcutsa T operatoriine siirlidir denir. Bu esitsizligi saglayan en
kii¢iik ¢ sabitlerinin en kii¢iigline T operatoriiniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir [13].
TANIM 1.3. ( Hilbert Uzay ) Bir i¢ carpim uzay1 , lizerinde bir i¢ ¢carpim tanimlanmis bir
H vektor uzayidir. Burada i¢ carpim
H X H - K seklindeolanV x,y,z € H ve a € K i¢in;

1) (x,x)=0, (x,x)=0=x=0
2) (x,y +z)={x,y)+(x,2)

3) (x,y)= (%)

4) (ax,y) = a{x,y)

sartlarin1 saglayan (,) gosterime sahip dontisimdiir. Bir i¢ carpim uzay1 iizerindeki norm;

x|l = /€x, x)

seklinde tanimlanir. Eger ; H deki tim Cauchy dizileri yakinsak (i¢ ¢arpim tlzerindeki norma
gore tam ) ise H uzayina bir soyut Hilbert uzay1 denir [13].
ORNEK 1.1. H =1L;,[a,b] bir Hibert uzaydir. x(t) € Ly,[a,b] ise, p (t) >0

integrallenebilen bir fonksiyon olmak tizere

b

fp(t) |x(t)|? dt < oo,

a

seklinde olur. Bu uzayda i¢ carpim V x(t), y(t) € L, ,[a,b]  i¢in
b

(x,y) = f p(Ox(©Y@dt,

a



olarak tanimmlanir [13].

ORNEK 1.2. H = L, [a, b] bir Hilbert uzayidir. Bu uzaym elemanlar1 f(x), g(x), ... seklinde
[a,b] araliginda tanimli, reel (veya kompleks ) degerli, karesel integrallenebilen

fonksiyonlardir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ise her f(x), g(x) € Ly[a,b] igin

b
(f.9)= [ rgGaax

seklinde tanimlanir [13].

TANIM 1.4. ( Oz deger, Oz fonksiyon) L smirli lineer bir operatér olmak iizere Ly = Ay
olacak sekilde bir y # 0 fonksiyonu varsa A degerine 6zdeger ve bu 6zdegere karsilik gelen,

¢oziimlere de 6zfonksiyon denir [13].

TANIM 1.5. (Sturm-Liouville Problemleri (S.1)) p(x), q(x) ve r(x) fonksiyonlari [a, b]

araliginda siirekli fonksiyonlar olmak tizere bir S.L. denklemi

~LIp@) 2] + gty = ar(x)y, (1)
formuna sahip ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir. r(x) fonksiyonuna yogunluk

fonksiyonu denir. (1.1) denkleminde p(x) = r(x) = 1 olarak alinirsa

—y" +q(x)y =2y

denklemi elde edilir. Yukaridaki denklem operator formunda
_ d
=-——=1tq)

yazilir. Bu operator i¢in y(x) ¢ozimii diferensiyellenebilir ve [a, b] arahiginda u¢ noktada

verilmis sartlarla belirlenir. Loperatorii igin en 6nemli siir sartlar1

y(a)cosa +y (a)sina = 0,
y(b)cos B +y (b)sinf = 0,
seklindedir.
d%y
Ly =—-—5+q()y =2y, 1.2
denklemini ve

y(a)cosa +y (a)sina = 0,



y(b)cos B +y (b)sin =0, (1.3)
sinir sartlarint géz oniine alalim. (1.2) - (1.3) sinir deger problemi literatiirde Sturm-Liouville
problemi olarak bilinir. (1.3) smir sartin1 sin ¢ # 0 ve sin § # 0 olmak iizere;

y(a) cota +y'(a) = 0,

y(b)cotB +y (b) =0, (1.4)
bi¢iminde yazabiliriz. Burada cota = —h ve cot§ = H denilirse

y'(a) — hy(a) = 0,

y'(b) + Hy(b) = 0, (1.5)

sinir sartlar1 elde edilir. Eger q(x) reel degerli ve siirekli, h veH sayilari sonlu ise (1.2)-(1.5)
problemine regiiler, bu sartlardan biri saglamadiginda ise probleme singiilerdir denir [14].
TANIM 1.6. (Ters Sturm-Liouville Problemi )
—y" +q(x)y =2y, x € [a.b], q € Ly[a,b]

y(a)cosa + y (a)sina = 0,

y(b)cosB +y'(b)sinf =0, a,pB €[0,7)

seklindeki Sturm-Liouville probleminde, spektral parametreler yardimiyla q(x) potansiyel

fonksiyonun bulunmas: isteniyorsa bdyle bir probleme ters Sturm-Liouville problemi denir.
TEOREM 1.1. Regiiler Sturm-Liouville probleminin 6z degerleri reeldir.

ISPAT:

S [p(x) o + q(x)y = Ar(x)y, a<x<b,
dx dx

regiiler Sturm-Liouville probleminin bir 6z degeri 4, ¢(x) ise bu 6z degere karsilik gelen 6z

fonksiyon olsun. Bu taktirde fonksiyonu

Llgp()] = Ar(x)p(x), (1.6)

denklemi ve

a;p(a) + a,p (a) =0,

b1 (b) + by’ (b) = 0, (1.7)
siir kosularini saglar. (1.6) denkleminin ve (1.7) siir sartlarmin her iki tarafinin kompleks
eslenigi aliip, p, q ve r’ nin reel fonksiyonlar ve a;, a,, b; ve b,’ nin reel sabitler oldugu

g6z Oniine alinirsa



L[¢()] =1 r(0)(), (1.8)

a;¢p(a) +az¢'(a) =0,
bip(b) + by¢"(b) =0,

elde edilir. Yani ¢, 1 6z degerine karsilik gelen 6z fonksiyondur.

Simdi (1.6) denkleminin her iki tarafi ¢(x), (1.8) denkleminin her iki tarafi ¢(x) ile,

carpilip, taraf tarafa g¢ikarilir ve daha sonra bu ifadenin a’dan b’ ye integrali alinirsa

j BOLI®] - pL[FE)dx = (1 - 1) j r(Ol$ (0 I2dx,

bulunur. Bu son denklemde

b
j(u Lv] = v L[u]) dx = 0,

0zdesligi kullanilirsa

b
(A=1) f r(0)|p(0)|2dx,
dir.

Boylece A = A elde edilir. Bu A nin reel oldugunu gosterir.

TEOREM 1.2. (1.2) - (1.3) Sturm-Liouville probleminin farkli 6z degerlerine karsilik
gelen 6z fonksiyonlar ortogonaldir [14].
ISPAT: A, # A,, iki farkhh 6z deger ve bu 6z degerlere karsilik gelen &z fonksiyonlar
sirastyla u,, ve u,, olsun. {u,,u,,) = 0 oldugu gosterilmelidir.
~ty + g Uy = Ay Uy,
—Upy + q(X) Uy, = Ay Upy,
denklem sisteminde ilk denklem w,, ile ikinci denklem w, carpilip taraf tarafa ¢ikartilirsa
—Upy Uy + Uty = (A — AUy Uy,

olup, her iki tarafin a” dan b'ye integrali almir ve smir kosullar1 uygulanirsa

b
1, —1,) f U U, dx =0,
a



olur ve 4,, # A,, olmak iizere ortogonallik elde edilir [14].
TANIM 1.7. (Ozfonksiyonlarin sifirlar1 - Nodal noktalar)
Y +iy=0, y(0)=y(m=0
problemini goz Oniine alalim. Bu problemin 4, = 0, 1; = 12, iy = n2, .. Ozdegerlerine

karsilik gelen 6z fonksiyonlar1iy, =0, y; = cosx, ...y, = cosnx, ... seklindedir. Bu 06z

fonksiyonlarm sifirlaria nodal noktalar denir [14].

TEOREM 1.3 (Ambarzumyan Teoremi) q(x) € C[0, ] olmak iizere Ay, Ay, ..., A,, ..."ler
-y +q@y=2, y O =y@=0

probleminin 8zdegerleri olsun. Eger A, = n? (n = 0,1, ...) ise g(x) = 0 dir [15].



2.STURM-LIOUVILLE FARK DENKLEMLERI
xbagimsiz degiskeninin siirekli oldugu durumda, y(x) bagimli degiskeninin degisimi
y' (x), y" (), ...,y (x),...tirevleri ile belirlenmesine ragmen bu durum x’ in kesikli deger

almas1 halinde gecerli degildir.

Sonlu Farklar Metodu

Sonlu farklar yontemi, siirekli bir sistem olarak tanimlanan smir deger problemini, diigiim
noktasi olarak adlandirilan belirli sayida noktaya bolerek kesikli bir sistem haline dontistiirdir.
Boylece sinir deger problemi ¢oziilmesi gereken cebirsel esitlik haline gelir.

Sonlu farklar metodu basit bir algoritmayla sdyle 6zetlenebilir:

1. Bagimsiz degisken i¢in incelenen kesikli sistem esit araliklara boliiniir.

2. Diferansiyel denklemde bulunan tiirev ifadeleri yerine Taylor serilerini agilimidan gelen
formiil kullanilarak, her bir noktadaki tiirevlerin karsiligi hesaplanir.

3. Sonugta ortaya ¢ikan sonlu sayida bilinmeyenden olusan denklem sistemi ya dogrudan

ya da iteratif yontemler kullanilarak ¢oziiliir ve yaklasik sonuglar bulunmus olur [16].

Tanmm 2.1
G={a=xy<x1..<x, <Xp41 =D}

ayrik noktalar kiimesine [a, b]” de tanimlanan diizgiin olmayan bir parcalanmanmn kiimesi, x;

noktalarma ise diiglim noktalar1 denir. Eger diigiim noktalar1 esit aralikli iseler buna diizgiin

par¢alanmis kiimeler denir [14].

) ) b—a
ghz{xj|xj=1h, j=20,1,..,n,n+1, h:n+1}

h sabitine fark araligi denir. G kiimesinde tanimlanmis y(x) fonksiyonuna sebeke fonksiyonu

denir (y(x;) =y; x €G)[14].

y(x) fonksiyonunun x; noktasinda ileri, geri ve merkezi fark tiirevleri vardir. Eger y(x)
yeterince diizgiin , yani [a,b] de tiirevleri varsa, bu fark tiirevlerinin her biri h — 0

durumunda y'(x]-) degerine yaklagacaktir [14].

vy v +h)—y(x)
Yaj =7 T h

ileri fark tiurevi



_}’j—}’j—l_Y(xj)_Y(xj_h)
Ve =TT T h

geri fark tirevi

Y=Yy +h)—y(y —h)
x h B 2h

Yo merkezi fark tiurevi [14]

y(x) € C?[a, b] oldugunu varsayalim. Bu durumda taylor seri agilimimdan;
. h*
Vie1 =y +h) =y(x) + hy (%) oy &), §€ (x,x41)

-+ h)— ; , h .
Y(xj-l' ZL Y(XJ)=y(xj)+§y Q)

y(x) € C%[a, b] oldugundan y, ; ~y (x;) olur.

Benzer sekilde;

) h?
-1 =y —h) =y(5) —hy' () + 575" @, € (3,%:1)
y(x) € C%[a, b] oldugundan y;; ~y (x;) olur.

Fark tiirevlerinin kesinligi hem fonksiyonun diizgiinliigiine hem de diigiim noktalarinin

yerlesimine baglidir [14].

: o,
y(x + 1) = y(x) + hy' () + 577" @) + -

ve

: h?
y(x —h) =y(x%) — hy' (%) oy ()t
Bu denklemler taraf tarafa toplandiginda
y(5 +h) + (x5 — k) = 2y(%) + h%y" (@)

ifadesi elde edilir.

Yo +h) —2y() +y(h —h) _ ¥ =2 + Y4

y” (x) hz h2

[17]

olur.



Tanmim 2.2

Bir x: N - R fonksiyonu i¢in A fark operatorii
Axy = Xp41 — X,

seklinde tanimlanir ve Ax;, fonksiyonuna, x’ in birinci basamaktan farki denir. Buna gére

x' inikinci basamaktan farki (A%x;,)

Azxk = A (Axk)

= (Xp42 = Xpg1) = (Xpg1 — Xg)
= Xpy2 — X1 X

seklinde hesaplanir [17].

x'in  tamsayr degerler aldigi durumda ortaya cikan ve ic¢inde sonlu farklarin

(Axy, A%x;,) bulundugu denklemlere fark denklemleri denir. Bir fark denkleminin
mertebesi denklemde bulunan en biiyikk ve en kiigiik indislerin farkidir. Eger bagimli

degisken birinci dereceden ise bu tiir denkleme lineerdir denir [17].
Xi+1 — X, = 0 (birinci mertebeden lineer),
Xi43 — €0s(xy) = 0 (lglincii mertebeden lineer degil).
Sturm-Liouville Fark Denklemini Cikarilisi

a,_1,a, ve b, n' nin fonksiyonlar1 olmak tizere,

An-1Yn-1 — bp¥n + @y Yn+1 =0, (2.1)
ikinci mertebeden homojen fark denklemini ele alalim. Bu denklem:
APr-18Yy—1) + Sy Y0 =0, (2.2)
p, ve s, fonksiyonlarinin uygun se¢ilmesiyle (2.2) denklemi,
(2.3)

PnYn+1 — (pn + Pn-1 — Sn):Vn + Pn-1Yn-1 = 0



sekline doniisiir. (2.1) denklemi ile (2.3) denklemini karsilastirdigimizda,

Pn = Qn,
—b, = Pp+Pu-1—5n (2.4)
Pn-1 = Qu-1,

elde edilir. Birinci ve tigiincii ifadeleri oranlarsak;

Pn = —=Pn_1, (2.5)

an-1

bulunur. (2.4) denklemini s,, i¢in ¢oziip,

Pn _
o 1, (2.6)
esitligini kullanirsak;
b _ by,
Sp = Dn + Pn—1 + bn = Dn + Pn—1 + /an Pn (27)

elde edilir. a,_q,a, ve b, n' nin fonksiyonlar1 oldugu i¢in, (2.5) p,’ i bulmak i¢in

kullanilabilir. A bagimsiz bir parametre olmak iizere,

Sp = A= qn (28)

olsun. Bu durumda (2.2) denklemi,
_A(pn—lAYn—l) + (A —Qn )Yn =0 (29)
seklini alir. Bu denkleme Sturm-Liouville fark denklemi denir [18].

Ornek 2.1
A%y, 1+ Ay, =0, n € (0,4),

Yo =0, y» =0.
Sturm-Liouville probleminin 6z deger ve 6z fonksiyonlarmi bulalim.
A*Yp_1 4 Ao = Va2 = a1 + Yn + A0
= Ynaz + (A= 2)Yn41 + W

Bu denklemin karakteristik denklemi:
m> +(A1-2)m+1=0,

10



(=)t J(@-2)2-4
2 — .
2

ml’

Burada |(1 — 2)| < 2 igin (2 — 1) = 2 cos 6 olsun. Boylece
m;, = cosf + i sin6,

bulunur. Yukaridaki denklemin genel ¢oziimii;

Y. = Acosnb + Bsinnf.

Siir sartlarini yerine yazarsak

yO A=0,

Y4 = Bsin460 = 0.

km
B # 0 oldugundan sin46 =0 ve 6, = 7

yazilirsa problemin 6z deger ve 6z fonksiyonlari sirasi ile

, (k=1,2,3) bulunur. Yukarida yerine

km km .
Ay =2-2 cosT (k=1,2,3) y, =sin L (k =1,2,3) elde edilir.
Siirekli ve Kesikli Durumda Probleminin Ozellikleri

Bu béliimde asagida genel sinir sartlar1 ile verilen Liouville normal formundaki 6z deger

probleminin siirekli ve kesikli durumlarda 6z degerlerini bulup, bu 6z degerlere karsilik gelen

0z fonksiyonlar1 hesaplayacagiz.

—y +qy=2y, 0< x< m, (2.10)

a1y (0) — azy(0) =0, B2y'(m)+ By(m) = 0. (2.11)

problemini goz Oniine alalim.

(2.11)’ de verilen sinir sartlari sonlu farklar yaklasimi ile yazmak istersek,

y' = limhqowz limh_,OAhﬁ (h adim arahig1 )
o A_}’ Vi—=Vj-1
YU T TR

11



, Ay]_Ay]—l
_ 1 I_AL_ h _Yj+1 _ZYj+Yj—1

" Yi+1 —2 ¥ + Yj—1
~ .z

olmak iizere,

V1—9-1) F1+9-1) _
wamyy) o St yen)

0,
2h 2 2

ai

~n B ~n— ~n +~n—
'32(Y+1 y 1)+ﬁ1(Y+1 Yn—1) — 0,

2h 2
seklinde yazilabilir. Diger taraftan;
)lin), k=0,1,2,..,n problemin 6z degerleri ve
G* = {xj|xj =jh, j=-1,0,1,..,n,n+1, h="T/},
olmak tizere ,
(—=L+Q)§=2A"3, § = [Jo, J1, ., Tul’
kesikli (diskret) durumdaki 6z deger problemini ifade eder.

Yi+1 —2¥j T ¥j—1
h2

+q]y]=/1(n)yjl ]= 01,..,n,

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

olmak tizere (2.12) ve (2.13) sinir sartlar1 kullanilarak n bilinmeyenli n tane (yg, V1, .., ¥n)

bir denklem elde ederiz. Bu denklem sistemini katsayilar matrisler yardimiyla gosterebiliriz.

Soyleki;

y1—2yo+y-1

j= 0 i¢in 2

bulunur. Denklemde yerine yazarsak;

—2yo +Qay/ay + hay)y,
h2

_ Bi—Bah

siir sartindan

—2yn +2B1/B1+hB2 )yn—1
hZ

katsayilar matrisi olan L

12

+qo yo = A™ y, olur. (2.12) sinir sartindan y_; =

bulunur. Denklemde yerine yazarsak;

+ g, y. = A y, elde ederiz. Boylece sistemin

a’l—dzh
a1+a2h yl

+q,% = Ay, elde ederiz. Ayni sekilde j= n icin, (2.13)



—2 2a/(a; + hay)
1 -2 1

1 -2 1

2p1/(By + hBy)  —2l

olmak tizere;

(_L + Q) g’ = A(n)gl! y = [yOI yll ey yn]T,

denklemi elde edilir. Burada

Q = diag(qo, g1, -, qn), q = Q(Xj)» yi =y = Y(xj): j=01,..

Eger Q = 0 ise, yukaridaki problemden

2

n () n u 0< <
—u" =yu, u=ulx), u"=—,0<x <,
14 dx?

au (0) — au(0) =0, Bu (1) + Bu(r) =0,

ve yk(n) 0z deger oldugu diskret cebirsel problemide

—Lii = y™ q, i = [y, 1y, ..., 1,7,
olur.

Bu ¢aligmanin ilerleyen kisimlarinda

X

G () = f (@,

0

ve

’ 1 1
Z a; =Ea0+a1 +ay+-ap2+a,q +§an

notasyonlarini kullanacagiz.

(2.16)

,n dir.

(2.17)

(2.18)

(2.19)

Teorem 2.1. (2.17) ve (2.18) problemi i¢in 6zfonksiyon ve 6zdegerleri sirasiyla;

Y =u?, u(x) = cos(ux + ¢),

¢ =0(k™Y) ve u = 0(k), olmak iizere

13

(2.20)



Ozdegerleri

Sin_l(ﬁz/ﬁzz + ,312112) + sin"Hay/az? + a;2u?)

—k-1
U + -

(2.21)

dir [1,2].
Ispat  (2.17) ve (2.18) smir deger probleminin genel ¢oziimii;
u(x) = Acos(ux) + B sin(ux)

seklindedir. Simdi sinir sartlarin1 uygulayalim. Teoremde de belirttigi gibi Dirichlet sartlarini

dahil etmeyecegiz yani;

DU (0) =0, Biu (m)+ fou(m) =0,

iDu () =0, a;u (0) — a,u(0) =0,
durumlarini inceleyecegiz. 11k olarak birinci smir kosullarina bakalim.

u (x) = —A u sin(ux) + B pu cos(ux)
u(0)=Bu=0,B=0
olur. Boylece  u(x) = cos(ux) olur. Simdi diger smnir sartini uygulayalim.
u (x) = —p sin(ux).
By 1 sin(um) + B, cos(um) = 0,

: sin Y8, /B, 2 +B, 2u?
tan(;m) :ﬂﬁTzlu' Sln(,LlT[) — ﬁZ/ﬁzz +,812,Ll2, U= k—1+ ( 2/ F2 1 )’

T

bulunur.
Simdi ikinci durumu inceleyelim.

u' () = —Ap sin(um) + B pu cos(um) = 0 B = A tan(umn) olur.

ayu (0) — ayu(0) = 0 durumuna bakalim.

ar
Baju—a,A=0, Aaqutan(um) —Aa, =0, tan(um) = i
1

14



olur.

in~1 2 2,2
Sin(um) = ap/@y? + a2, p=ko—1 420G/ G )

Birinci ve ikinci durumdan,

Sin_l(ﬁz/ﬁzz + ,312112) + sin~!(ay/az? + a2 pu?)
T

u=k—-—1+

ve 0z fonksiyonlari ise
u(x) = cos(ux + @),
olur.

Teorem 2.2 (2.10) ve (2.11) Liouville normal form igin;

y(x) = cos(ux + ) +5-sin(ux + ) () + 15 {a(x) cos(ux +¢) -
4(0) cos(ux — ) = 347 (x) cos(ux + )} + 0(k 7). (2:22)
Ispat Klasik Sturm-Liouville operatorii
fG) =(2-y-q()y(x), olmak iizere ' =yy=f®

seklinde yeniden yazilabilir . y, homojen kismin ¢oziimi, y,, 6zel ¢6ziim olmak {izere
Yy =Y.+, genel¢oziimii bulalim.

Ye = cos(ux + ¢) oldugunu biliyoruz. Simdi y, 6zel ¢6ziimiinii bulalim.
¥y = Ki cos(ux + ¢) + K sin(ux + ¢),  p* =v.
y'p = Ki' cos(ux + ¢) + K;' sin(ux + ¢) — Ky sin(ux + ¢) + Ky cos(ux + ¢).
K;' cos(ux + ¢) + K" sin(ux + ¢) = 0 kabul edelim. (2.23)
O halde;

y'p = —Kjpusin(ux + ¢) + Ky p cos(ux + ¢) olur.
Y'p = —pKy' sin(ux + ¢) + pukKy' cos(ux + ¢) — u*K; cos(ux + ¢) — p* K sin(ux + )

—y" —yy = f(x) denkleminde yerine yazarsak

15



pK, ' sin(ux + ¢) — ukK,' cos(ux + @) + u?K; cos(ux + @) + pu?K, sin(ux + ¢) —
u? (Kq cos(ux + @) + K, sin(ux + ¢)) = f(x),
pKy ' sin(ux + ¢) — uKy' cos(ux + ¢) = f(x) (2.24)

olur. (2.23) ve (2.24) denklem sisteminde Cramer yontemini kullanirsak,
K = ifox sin(ut + ¢) f(r)dx, K, = —ifox cos(ut + ¢) f(r)dr.
bulunur. Boylece;
Yp = Ky cos(ux + ¢) + K, sin(ux + ¢)
= cos(ux + qb)%fox sin(ut + ¢) f(r)dt — sin(ux + ¢) ,%fox cos(ut + ¢) f(1)dr

y, = ifox cos(ux + @) sin(uz + @) f()dz —ifox sin(ux + ¢) cos(ut + ¢) f(r)dt
= 5[ Jy (cos(ux + ¢) sin(ut + ¢) — sin(ux + ¢) cos(ut + ) f (r)d7]
_ 5 [} sin(uCx - 0)f @dx.
Boylece
() = cos(ux + §) = [ sin(uCx = D) -4 —ady()de elde il (229

u=0k), A—pt=0Q), [, ..dt=0(1),
olmak tizere

y(x) = cos(ux + ¢) + O(u™1) olur.

Picard iterasyonunu (2.25)’ ya uygularsak

1
y(x) = cos(ux +¢) = — Jy sin(u(x = D)) (2 = 2 - q())(cos(ut + ) + O(u™1))dr

16



1 4
y(x) = cos(ux + ¢) — " Jy sin(u(x =) (21— p? — q(¥))(cos(ut + ¢)) dt -

i fox sin(u(x — 1))(1— 12 - q(@)0(w Hdr

1 (" in in —27)—
y(x) = cos(ux + ¢) — ;f [s (#x+¢)+sz(ﬂ(x 27) ¢)] (A - uz — q(0)dt
0

—20(™) [ sin(u(x - D) (2 - 42 - g(@)de
y(x) = cos(ux + ¢) — 3 [y sin(ux + ¢) (A — u? — q()dv
— 52y sin(u(x = 20) = ) (A = 4 = q(@)dr +: 0 HO(D)
y(x) = cos(ux + ¢) —3-sin(ux + ¢) J; (A~ p?)de —sin(ux + ¢) [y q(@)dr
+i0(1) +0(u2)

y(@) = cos(ux + §) + 5= (u? — Msin(ux + ) + i’q\l(x) sin(ux + ¢) + 0 (k%) (2.26)
olur.
Lemma 2.1.
A—u? =0(k™?) (2.27)
dir [2].

Teoremin (2.11) ispatin1 tamamlamak ve

y(x) = cos(ux + ¢) + ial(x) sin(ux +¢) +0 (k_z) : (2.28)

1 x
y(x) = cos(ux + ¢) + " Jo sin(u(x — 7)) (cos(ut + )q(r) dr + 0(u™2). (2.29)

(2.28) ve (2.29) elde etmek icin (2.25) ve (2.26) denklemlerinde 2 — u? ifadesi yerine

0(k™?) yazilmalidir. Picard iterasyonunun yeniden uygulanmasi ile istenilen sonuca ulasilir.
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Lemma 2.2.
W41 — 2cos(By; + w4 = dj,

diferensiyel denkleminin 6zel ¢oziimdi;

u] Z Sln(ﬁ(/ - T)) ] — il' iz, ey inl

sinf8 ’

seklindedir [2].
Teorem 2.3. (3.10)’ daki diskret (kesikli) durumdaki Liouville normal form igin;

y™ = 4sin?(gh/2)/h?, G =cos(fix; + ), j=01,..,n, (2.31)
dek—1+ {sin™? B2/ (B2* + B2 a2)Y?) ‘7|'T5in_1(“2/(@’22 +a;20%)1%)} ’ (2.32)
olup, burada

f = sin(fih)/h. (2.33)

Ispat (2.19)’ daki denklemi sonlu farklar yaklasimiyla yeniden yazarsak;

Vi+1 — 2V + V-1
W2

=y™3,

Per1 + I (RPy® =2) + 5, =0
olur.
m? + m(h?y™ —2) +1 =0,
karakteristik denkleminin ¢Oziimii

@ —y™r) V2 —y®Wh)? -
myo = )

olup
2—y™h?2=2cosh, y™h?2=2—2cosf =2(1—cosh) =2 [1 -(1- ZSinz(g))].
yWh? = 4sin?(3), y™ = 4sin?(6/2)/h* olur. 8 = fih alrsak;

y® =4sin®(@gh/2)/h?, [ =cos(fix; +¢), j=0,1,..,n,

18



L BT B/ (B + i) 4 sin (@ (@ + o)1)

i=k—1
T

)

A = sin(fih)/h.
elde ederiz [2].

Teorem 2.4. (2.15)’ daki kesikli durumdaki Liouville normal formu igin [2]

~ ~ g h 3 e \ A 1
y; = cos(uxj + ¢) +2$T(ﬁh)sm(“xj + ¢) ‘h(xj) +Z

(Sin ?ﬁh))z {cos(ﬁh) [q(x;) cos(fix; + ) — q(0) cos(fix; — )] — %‘?lz(xj) cos(fix; + cﬁ)} +
0(k=3) dir.
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3. Sturm-Liouville Fark Problemi I¢in Céziimlerin Asimptotigi

Bu bolimde sonlu farklar metodunu kullanarak verilen Sturm Liouville problemini ele

alacagiz.
—y +qy=21y, 0< x< m, (3.1)
y(0) =y(m) =0 (3.2)
problemi verilsin.
6*={xly =jn j=01,..nn+1, n="1 (3.3)

olmak tizere verilen (3.1) ve (3.2) denklemi sonlu farklar metodunu yardimiyla

_ Yi+1 T2y Y1
h2

+4q;y = /1yj, j=101..,nn+1 (3.4)
seklinde ifade edebiliriz. Siir sartlari ise

y(0) =y(xp) =y =0

y() = y(tn41) = Y41 = 0 (3.5)

olarak yazilir.

Sinir sartlar1 kullanilarak n bilinmeyenli n tane denklemden olusan bir sistem yazilabilir. Bu

denklem sistemini katsayilar matrisler yardimiyla gosterebiliriz. Soyleki;
1
—ﬁ()’o —2y1+y2) = Ay
1
—ﬁ()ﬁ =2y, +y3) =4y,

1
—ﬁ(J’Z —2y3+y) =2y

1
_ﬁ(:)’n—l -2y, + yn+1) = Ayn

olmak tizere



simetrik olan L matrisini elde ederiz.
(—L+Qy =2y, y=I[y, ¥2, ., Wl",

Q =diag(qo, 91, -» qn)s q; = q(xj), y = y(xj), j=101..,nn+1

problemi (3.4)-(3.5) probleminin cebirsel gosterimidir. Q = 0 durumunda diskret cebirsel

probleminin 6z deger ve 6z fonksiyonlarmi bulacagiz.

Yi+1 — 2 + ¥ v
%) +1y;, =0

y(0) =y(x0) =y, =0
y(m) = y(Xn41) = Yp41 =0

Bu denklemin karakteristik denklemi;

m?> +(Ah*-2)m+1=0

olmak tizere;

(2-Ah%) £ J(Ah2-2)2—4
my, = >

bulunur. Burada [(A h? — 2)| < 2i¢in (2 — A h%) = 2 cos 6 olsun. Bu durumda
my, =cosf t i sinb,
bulunur. Yukaridaki denklemin genel ¢6ziimii;
y; = Acosj6 + Bsinj6
olup, sinir sartlarmni yerine yazarsak

yo = A=0,ve y,,1 = Bsin(n+1)0 =0
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km
B # 0 oldugundan sin(n+1)0 =0 ve 6, = 1 kh (k=1,2,...,n) bulunur. Bu

degerler yukarida yerine yazilirsa sirayla problemin 6z deger ve 6z fonksiyonlari,

_2—2coshk _ 4 sin®(hk/2)

A = % %) , k=12,..,n
yj=y(xj)=sinkjh=sinkxj , k=12,..,n
olur.
Lemma 3.1
k<nve q(xj) =0(1),j=01,..,n+1ve A,((”) —u,((n) =01) k=12..,n

olmak tlizere y; nin genel ¢6zimi

Jj
hZ
- 2 ‘ . M _ @)
y; = sinkx; + p— 2. sin k(xj — xl){lkn -+ ql}yl

dir [19].
Ayrica,
4 1

Z sin k(xj - xl){/lin) - ,ul(cn) + ql}yl =0 (E) ve kh/sinkh = 0(1)

=0
olmak tizere

) 1
y; = sinkx; + O(E)

olur [19].

3.1. Ozdeger ve Ozfonksiyon icin Asimptotik Formiiller

J
y; = sinkx; + si:th; sin k(xj — xl){/l,(f) — .u;((n) + Ch})’l
ifadesinde
y, = sinkx; + 0(%)
yerine yazilip
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RS 1
y; = sinkx; + m; sin k(% — x;)q; sinkx; + 0 (E)

sin k(xj — x;) sin kx; = sin kx;(sin kx; cos kx; — sin kx; cos kxj)

sin k(xj — xl) sin kx; = sin kx; cos kx; sin kx; — sin? kx; cos kx;

) ] 1 ] 1 — cos 2kx;
sin k(xj —x;)sinkx; = 5 sin 2kx; sin kx; — (f) cos kx;
trigonometrik 6zdeslikleri kullanilirsa
=sink i ka i JZ('Zk in k 2k kx;) 0(1)
y; = sinkx; _ZSinhkCOS le_oql-i_ZSinhk £ sin 2kx; sin kx; + cos 2kx; cos kx; ) q; + X

sin 2kx; sin kx; + cos 2kx; cos kx; = cos k(xj — 2xl)

h? 4 1
Fan D, sk ~ 22) 4 = 0 (3
=0

h? ! 1
yj = Slnka —mcoskxj;ql +0<E>

seklinde 6zfonksiyonlar i¢in istenilen ifade elde edilir.

Simdi 6zdegerler i¢in asimptotik ifadeyi elde etmeye caligalim.
q = 0 icin

2 —2coshk 4sin?(hk/2)
he =T = e k= 1,2,m

olmak tizere kosiniis fonksiyonunun seri agilimmdan

2-2 (1 _(* | (Rt )

2! 4
Ak: h2
414
kzhz_k1g 4p2
— — 2 _ — 1,2 4p2
A = 2 k - k? + 0(k*h?)

olur. Diger taraftan (3.4)-(3.5) probleminin 6zdegerleri y,.; = 0 esitligini saglayan A4

degerleri oldugundan
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J
h? 1
y; = sinkx; _ZsinhkCOSkszql +O(E) j=0n+1
1=0

ifadesi y, .1 = 0 esitliginde yerine yazilirsa

h? ) 1
sinkx,1 — > sin ke °8 kx, 41 ZZ(; q+0 (E) =0

h? 4 1
tank Xp41 = 2 sin hkz q+0 (E)
=0

h? 4 1
_ -1 —
e Xn4y = tan ZSinhklZ(;ql+0(k)

A¢ = k? oldugundan (h - 0 iken)

h? : 1
‘//Tk X1 = K+ ZSinhklZO:m i O(E)

J
ST G+ Dh = e+ —1 Z +0(1)
i —  2sinae 41T K

g S — YT
K7 (m+ Dh 2(n+1)sinhkl_0m k

=k + i i +0(1)
k= 2(n+ 1) sin hkl_0 @ k

he= k4 EJ +0(1)
k= (n+ 1)sinhk @ k2
1=0

L _Asin?Gk/2)  hk 2 +0<1)
KT TR (n+ Dsinhke £ 1772

seklinde olur. Simdi de normlastirilmis 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formiiller elde edelim.

] 1
Vi =smkxj +0(E>
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2

. 2 sin kx; 1
yi =smtx; +——/—— ( )

k k?
2 _ «in2 + 0 l
yj = sin x] X

n+1 n+1

1
=yl =0y = Y o = - h(sns + 0(3))
j=0

j=0
n+1h n+1h 1
ak:ZE_ZECOSkxj-l-O(E)
j=0 j=0
a, = \\n - — = Cos Xj (—)
2 2j:0 k

h 1
ay = (n+2)§++O(E)

— (n+2)h+0(1)
Yk 2 k
olur.

Nodal noktalar ve Nodal uzunluklar

j
h? 1
y; = sin kx; —Zsinhkcoskijql +0(E> j=0n+1
1=0

olmak tzere

tank ——hz j 0 1
an xj_ZsinhklZ(;ql-l_ (E)

k x; = tan™? h i +0(1>
BT 2sinhie TP

Arctan fonksiyonunun seri agilimmdan

h? 4 1
e x; :mn+251nhk;ql +0(E> m=1z..n-1

q(x;) = g; oldugundan
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kx = h S 0 1
xj_mﬂ+25inhk2ql+ (E)
xj

_mn_l_ h? Z +0(1)
5Tk T 2ksinhk Za 1 K2

l=X0

x(k,m)
2 ]
S ol
% kT Zksinhk 0 u+0\z

ve nodal uzunluklar

(km) _ |;Gm)| _ (km+1) _  (km)
e =[] = %

2
km) _ T h (km+1) (i)
b k 2ksmae 0 T O\

olarak elde edilir.

Teklik Teoremi

A’y +(1—q;)y; =0
Ay, =0 (yo # 0)
Ay, =0 (y, #0)
problemini ele alalim.

(3.4)- (3.5) probleminin 6zdegereleri
1= 4sin?(hk/2)

K %) ise q; = 0 dir.

Ispat

A%y
A =0, y; # 0 6zfonksiyonuna karsilik gelen 6zdeger olsun. Bu durumda q; = % olur.
J

2
A (AY1—1> _ yi-1A(dy;_1) — Ay;_1Ay;_y _ A%y 4 B (Ayj_1)
Yj-1 Yj-1 Yj Y Yi-1 Yj

olmak iizere;

_ A<AY1—1> N (ay;0)°

q.
! Vi-1) V-1 ¥

26



bulunur.

S - a(32) 5 o)

0zdegerlerin asimptotik formundan

j=1
oldugundan;
n
0 yo+z( yi1) Z( Y1) — 0= A%, = 0= Ay;_; = k(ksbt)
Yo Yo 4 YVi-1 Y Yi-1 Yj

olup, denklemde yerine yazilirsa q; = 0 elde edilir.
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4. SONUC

Siirekli durumda klasik Sturm-Liouville problemi ele alinmasina ragmen kesikli durumda
problem ile ilgili sonuglar yeterli degildir. Ozellikle spektral parametrelerin verilmesi ile
potansiyel fonksiyon olan g(x) ’in bulunmasi oldukg¢a ilgingtir. Son zamanlarda
ozfonksiyonlarin sifirlar1 olan nodal noktalar yardimiyla potansiyel fonksiyonun bulunmasi
popiiler bir meseledir. Kesikli durumda bu sonuglar1 elde etmek bu alanda 6nem teskil
ettiginden bu calismada dncelikle problem ile ilgili 6zfonksiyon ve 6zdegerlerin asimptotik
formunu elde ettik.
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