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ÖZET 

     Bu çalıĢma üç bölümden oluĢmaktadır. 

     Birinci bölümde, tez içerisinde kullanılacak tanım ve teoremlere yer verilmiĢ, Sturm-

Liouville operatörünün bazı temel özellikleri incelenmiĢtir. 

     Ġkinci bölümde fark denklemlerinden ve Sturm-Liouville fark operatöründen kısaca 

bahsedilmiĢtir. Genel sınır Ģartlarıyla verilen Liouville normal formundaki öz değer 

probleminin sürekli ve kesikli durumlardaki asimptotik formülleri incelenmiĢtir.   

     Üçüncü bölümde sonlu farklar metodu kullanılarak, ikinci kısımda verilen problem için 

asimptotik formlar ve teklik teoremi verilmiĢtir. 

     Anahtar Kelimeler:  Liouville Normal Form, Karakteristik Denklem, Sturm- Liouville   

                                         Operatörü, Özdeğer           
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SUMMARY 
   

   Finite Difference Sturm-Liouville Problem 

     This thesis consists of three chapters. 

     In the first chapter, some concepts which are used in this thesis are given and some 

fundamental properties of Sturm-Liouville operator are examined. 

     In the second chapter, difference equation and Sturm-Liouville difference operator is 

studied briefly. We obtained asymptotic formulas for above discrete and contionuous 

Liouville normal form eigenvalue problem with general boundary condition. 

     In the third chapter, by using finite difference method, asymptotics forms and uniqueness  

theorem are given for the problem which is given in section 2 

     Key Words:  Liouville Normal Form, Characteristic Equation, Sturm-Liouville Difference           

                           Operator, Eigenvalue.         
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          𝐿2 𝑎. 𝑏                    :
    

 𝑎, 𝑏  aralığında karesel integrallenebilen fonksiyonlar uzayı 

         𝐿2,𝜌  𝑎. 𝑏                 :
    

 𝑎, 𝑏  aralığında 𝜌’ya göre karesel integrallenebilen fonksiyonlar  uzayı                                                                            

         𝜆𝑛                               :    𝑛.  özdeğer 

         𝑥𝑖
𝑛                           :     𝑖.   nodal nokta 

          𝑙𝑖
𝑛                              :   ArdıĢık iki nodal nokta arasındaki uzaklık 

         ∆                               :    Fark operatörü 

         𝑂                              :    Sınırlı değerler 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

1. GĠRĠġ 

    Bağımsız değiĢkeni ayrık (discrete) ya da bunu bir ayrık değiĢken gibi görmek 

matematiksel olarak uygun olduğu zaman fark denklem modelleri ortaya çıkar. Bu bakımdan 

fark denklemleri daha ziyade sürekli olmayan problemleri karakterize eder. Örneğin genetik 

alanda genetik özellikler kuĢaktan kuĢağa değiĢim gösterirler. Dolayısıyla, bir kuĢağı gösteren 

değiĢken ayrık değiĢkendir. Ekonomide fiyat değiĢimleri hesaplanırken de zaman değiĢkeni 

ayrık değiĢkendir. 

Bu çalıĢmada Sturm-Liouville denklemi ayrılabilir sınır Ģartları ile göz önüne alınıp, bu 

problem için sürekli ve kesikli durumda öz değer ve öz fonksiyonlar incelenmiĢtir [1, 2, 3, 4, 

5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12] . Özellikle özdeğer, özfonksiyon ve özfonksiyonların sıfırları (nodal 

noktalar) için asimptotik formüller verilmiĢtir. Bu Ģekildeki formüller  spektral teorinin 

incelenmesinde ıĢık tutacaktır. 
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     1. 1. TEMEL TANIM ve TEOREMLER 

     TANIM 1.1.  (Operatör) Tanım ve değer kümesi vektör uzayı olan dönüĢümlere  operatör 

denir [13]. 

     TANIM 1.2. ( Lineer Operatör )    Bir 𝑇  lineer  operatörü;  𝐷(𝑇) tanım bölgesi ve 𝑅(𝑇) 

değer bölgesi birer vektör uzayı olan   ∀ 𝑥, 𝑦  ∈ 𝐷(𝑇) ve her 𝛼 skaleri için ; 

𝑇 𝑥, 𝑦  =  𝑇 𝑥 + 𝑇 𝑦 , 

                                                                 𝑇 𝛼𝑥 = 𝛼 𝑇 𝑥 , 

özelliklerine sahip bir operatördür [13]. 

X ve Y normlu uzaylar ve 𝐷(𝑇)  ⊂  𝑋 olmak üzere  𝑇 ∶  𝐷(𝑇) →  𝑌 Ģeklinde verilen bir lineer 

operatör olsun. ∀ 𝑥  ∈  𝐷(𝑇) için; 

 𝑇(𝑥) ≤ 𝑐 𝑥 ,

olacak Ģekilde bir 𝑐 sayısı mevcutsa 𝑇 operatörüne sınırlıdır denir. Bu eĢitsizliği sağlayan en 

küçük 𝑐 sabitlerinin en küçüğüne 𝑇 operatörünün normu denir ve  𝑇  ile gösterilir [13]. 

     TANIM 1.3. ( Hilbert Uzayı ) Bir iç çarpım uzayı , üzerinde bir iç çarpım tanımlanmıĢ bir 

𝐻 vektör uzayıdır. Burada iç çarpım 

                      𝐻 ×  𝐻 →  𝐾 Ģeklinde olan ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧  ∈  𝐻 ve 𝛼 ∈ 𝐾 için; 

1)  𝑥, 𝑥 ≥ 0,  𝑥, 𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 0
2)  𝑥, 𝑦 + 𝑧 =  𝑥, 𝑦 +  𝑥, 𝑧  
3)  𝑥, 𝑦 =  𝑦, 𝑥       
4)  𝛼𝑥, 𝑦 = 𝛼  𝑥, 𝑦   

Ģartlarını sağlayan  ,  gösterime sahip dönüşümdür. Bir iç çarpım uzayı üzerindeki norm;  

                                                                    𝑥 =   𝑥, 𝑥  

şeklinde tanımlanır. Eğer ; 𝐻 deki tüm Cauchy dizileri yakınsak  iç çarpım üzerindeki norma 

göre tam   ise 𝐻 uzayına bir soyut Hilbert uzayı denir  13]. 

      ÖRNEK 1.1. 𝐻 = 𝐿2,𝜌  𝑎, 𝑏  bir Hibert uzayıdır. 𝑥(𝑡) ∈  𝐿2,𝜌  𝑎, 𝑏  ise, ρ ( )  > 0 

integrallenebilen bir fonksiyon olmak üzere 

 𝜌 𝑡   𝑥(𝑡) 2

𝑏

𝑎

𝑑𝑡 < ∞, 

Ģeklinde olur. Bu uzayda iç çarpım ∀ 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 ∈ 𝐿2,𝜌 𝑎, 𝑏    için  

 𝑥, 𝑦 =  𝜌 𝑡 𝑥 𝑡 𝑦 𝑡       𝑑𝑡,

𝑏

𝑎
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 olarak tanımlanır [13].   

     ÖRNEK 1.2. 𝐻 = 𝐿2  𝑎, 𝑏  bir Hilbert uzayıdır. Bu uzayın elemanları 𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 , … Ģeklinde 

[𝑎, 𝑏]  aralığında tanımlı, reel (veya kompleks ) değerli, karesel integrallenebilen 

fonksiyonlardır. Bu uzayda iç çarpım ise  her 𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 ∈ 𝐿2 𝑎, 𝑏   için 

 𝑓, 𝑔 =  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥       𝑑𝑥,

𝑏

𝑎

 

 Ģeklinde tanımlanır [13]. 

     TANIM  1.4. ( Öz değer, Öz fonksiyon) 𝐿 sınırlı lineer bir operatör olmak üzere 𝐿𝑦 = 𝜆𝑦 

olacak Ģekilde bir 𝑦 ≠ 0 fonksiyonu varsa 𝜆 değerine özdeğer ve bu özdeğere karĢılık gelen, 

çözümlere de özfonksiyon denir [13]. 

     TANIM 1.5. (Sturm-Liouville Problemleri (S.l )) 𝑝 𝑥 , 𝑞 𝑥  𝑣𝑒 𝑟 𝑥  fonksiyonları  𝑎, 𝑏  

aralığında sürekli fonksiyonlar olmak üzere bir S.L. denklemi 

                                         −
𝑑

𝑑𝑥
 𝑝(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 + 𝑞 𝑥 𝑦 = 𝜆𝑟 𝑥 𝑦,                                         (1.1)                                  

formuna sahip  ikinci    mertebeden bir diferansiyel denklemdir. 𝑟(𝑥) fonksiyonuna  yoğunluk 

fonksiyonu denir.  (1.1) denkleminde 𝑝 𝑥  = 𝑟 𝑥  = 1 olarak alınırsa  

−𝑦 ′′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 𝜆𝑦 

denklemi elde edilir. Yukarıdaki denklem operatör formunda 

                                              𝐿 ≡ −
𝑑

𝑑𝑥2 + 𝑞 𝑥  

yazılır. Bu operatör için 𝑦(𝑥) çözümü diferensiyellenebilir ve  𝑎, 𝑏  aralığında uç noktada 

verilmiĢ Ģartlarla belirlenir. 𝐿operatörü için en önemli sınır Ģartları  

 𝑦(𝑎) cos 𝛼 + 𝑦 ′(𝑎) sin 𝛼 = 0, 

                                                    𝑦(𝑏) cos 𝛽 + 𝑦 ′ (𝑏) sin 𝛽 =  0,                                                   

Ģeklindedir. 

                             𝐿𝑦 ≡ −
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑞 𝑥 𝑦 = 𝜆𝑦, (1.2) 

denklemini ve 

𝑦(𝑎) cos 𝛼 + 𝑦 ′(𝑎) sin 𝛼 = 0, 



4 
 

𝑦(𝑏) cos 𝛽 + 𝑦 ′(𝑏) sin 𝛽 = 0,                                                      (1.3) 

sınır Ģartlarını göz önüne alalım. (1.2) - (1.3) sınır değer problemi literatürde Sturm-Liouville               

problemi olarak bilinir. (1.3) sınır Ģartını  sin 𝛼 ≠ 0 ve sin 𝛽 ≠ 0 olmak üzere; 

               𝑦(𝑎) cot 𝑎 + 𝑦 ′(𝑎) = 0, 

𝑦(𝑏) cot 𝛽 + 𝑦 ′(𝑏) = 0 ,                                                              (1.4) 

biçiminde yazabiliriz. Burada cot 𝑎 = −𝑕 ve cot 𝛽 =  𝐻 denilirse 

𝑦 ′ 𝑎 − 𝑕𝑦 𝑎 = 0,

 𝑦 ′ 𝑏 + 𝐻𝑦 𝑏 = 0,                                                                    (1.5) 

sınır Ģartları elde edilir. Eğer 𝑞(𝑥) reel değerli ve sürekli, 𝑕 𝑣𝑒𝐻 sayıları sonlu ise (1.2)-(1.5) 

problemine regüler, bu Ģartlardan biri sağlamadığında ise probleme singülerdir denir [14].  

     TANIM 1.6. (Ters Sturm-Liouville Problemi ) 

                                        −𝑦 ′′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 𝜆𝑦 , 𝑥 ∈  𝑎. 𝑏 ,  𝑞 ∈ 𝐿2 𝑎, 𝑏  

                 𝑦(𝑎) cos 𝛼 + 𝑦 ′(𝑎) sin 𝛼 = 0, 

𝑦(𝑏) cos 𝛽 + 𝑦 ′ 𝑏 sin 𝛽 = 0, 𝛼, 𝛽 ∈ [0,
𝜋

2
) 

seklindeki  Sturm-Liouville  probleminde, spektral parametreler yardımıyla 𝑞(𝑥) potansiyel 

fonksiyonun   bulunması  isteniyorsa  böyle bir probleme ters Sturm-Liouville problemi denir. 

       TEOREM 1.1. Regüler Sturm-Liouville probleminin öz değerleri reeldir. 

        ĠSPAT: 

                            −
𝑑

𝑑𝑥
 𝑝(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 + 𝑞 𝑥 𝑦 = 𝜆𝑟 𝑥 𝑦,   𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 

regüler Sturm-Liouville probleminin bir öz değeri 𝜆, 𝜙(𝑥) ise bu öz değere karĢılık gelen öz 

fonksiyon olsun. Bu taktirde  fonksiyonu 

𝐿 𝜙(𝑥) ≡ 𝜆 𝑟(𝑥)𝜙(𝑥),                                                            (1.6)                                                                                                           

denklemi ve   

𝑎1𝜙 𝑎 + 𝑎2𝜙′ (𝑎) = 0,

𝑏1𝜙 𝑏 + 𝑏2𝜙′ (𝑏) = 0, (1.7)  

sınır koĢularını sağlar. (1.6) denkleminin ve (1.7) sınır Ģartlarının her iki tarafının kompleks 

eĢleniği alınıp, 𝑝, 𝑞 𝑣𝑒 𝑟’ nin reel fonksiyonlar ve 𝑎1 , 𝑎2, 𝑏1  𝑣𝑒 𝑏2’ nin reel sabitler olduğu 

göz önüne alınırsa 
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𝐿 𝜙(𝑥)        ≡ 𝜆   𝑟(𝑥)𝜙(𝑥)       ,                                                        (1.8)                                                  

𝑎1𝜙(𝑎)       + 𝑎2𝜙′ (𝑎)        = 0,

𝑏1𝜙 𝑏       + 𝑏2𝜙′ (𝑏)        = 0,  

elde edilir. Yani ϕ , 𝜆   öz değerine karĢılık gelen öz fonksiyondur. 

ġimdi  (1.6) denkleminin her iki tarafı 𝜙(𝑥)       , (1.8) denkleminin her iki tarafı 𝜙(𝑥)  ile,                                                 

çarpılıp, taraf tarafa çıkarılır ve daha sonra bu ifadenin 𝑎’ 𝑑𝑎𝑛 𝑏’ 𝑦𝑒  integrali alınırsa                  

  𝜙(𝑥)       𝐿 𝜙 𝑥  − 𝜙 𝑥 𝐿 𝜙(𝑥)         𝑑𝑥 =  𝜆 − 𝜆   𝑟(𝑥) 𝜙(𝑥) 2𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

, 

bulunur. Bu son denklemde 

  𝑢 𝐿 𝑣 − 𝑣 𝐿 𝑢  

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 0, 

özdeĢliği kullanılırsa 

 𝜆 − 𝜆   𝑟 𝑥  𝜙 𝑥  2𝑑𝑥,

𝑏

𝑎

  

dır. 

Böylece  𝜆 =  λ elde edilir. Bu λ nin reel olduğunu gösterir. 

     TEOREM 1.2. (1.2) - (1.3) Sturm-Liouville probleminin farklı  öz değerlerine karĢılık 

gelen öz fonksiyonlar ortogonaldir [14]. 

     ĠSPAT: 𝜆𝑛 ≠ 𝜆𝑚 iki farklı öz değer ve bu öz değerlere karĢılık gelen öz fonksiyonlar 

sırasıyla 𝑢𝑛  𝑣𝑒 𝑢𝑚  olsun.  𝑢𝑛 , 𝑢𝑚  = 0  olduğu gösterilmelidir. 

                                                     −𝑢𝑛
′′ + 𝑞 𝑥  𝑢𝑛 =  𝜆𝑛  𝑢𝑛 , 

−𝑢𝑚
′′ + 𝑞 𝑥  𝑢𝑚 =  𝜆𝑚  𝑢𝑚 , 

denklem sisteminde ilk denklem 𝑢𝑚 ile ikinci denklem 𝑢𝑛 çarpılıp taraf tarafa çıkartılırsa                                      

−𝑢𝑛
′′  𝑢𝑚 + 𝑢𝑚

′′ 𝑢𝑛 =  𝜆𝑛 − 𝜆𝑚  𝑢𝑛𝑢𝑚 , 

olup, her iki tarafın  𝑎′  𝑑𝑎𝑛 𝑏′𝑦𝑒  integrali alınır ve sınır koĢulları uygulanırsa 

                  

 𝜆𝑛 − 𝜆𝑚   𝑢𝑛𝑢𝑚𝑑𝑥 = 0

𝑏

𝑎

, 
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olur ve 𝜆𝑛 ≠ 𝜆𝑚 olmak üzere ortogonallik elde edilir [14]. 

     TANIM 1.7. (Özfonksiyonların sıfırları - Nodal noktalar) 

𝑦 ′′ + 𝜆𝑦 = 0,   𝑦 ′ 0 = 𝑦 ′ 𝜋 = 0 

problemini göz önüne alalım. Bu problemin 𝜆0 = 0, 𝜆1 = 12, … 𝜆𝑛 = 𝑛2, … özdeğerlerine 

karĢılık gelen öz fonksiyonları 𝑦0 = 0, 𝑦1 = cos 𝑥 , … 𝑦𝑛 = cos 𝑛𝑥 , …  Ģeklindedir. Bu öz 

fonksiyonların sıfırlarına nodal noktalar denir [14]. 

     TEOREM 1.3 (Ambarzumyan Teoremi) 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶 0, 𝜋  olmak üzere  𝜆0,  𝜆1, … , 𝜆𝑛 , …’ler   

−𝑦 ′′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 𝜆𝑦,       𝑦 ′ 0 = 𝑦 ′ 𝜋 = 0 

probleminin özdeğerleri olsun. Eğer 𝜆𝑛 = 𝑛2  𝑛 = 0,1, …   ise 𝑞 𝑥 ≡ 0 dır [15]. 



      

     2.STURM-LĠOUVĠLLE FARK DENKLEMLERĠ 

     𝑥 bağımsız değiĢkeninin sürekli olduğu durumda, 𝑦(𝑥)  bağımlı değiĢkeninin değiĢimi 

𝑦 ′ 𝑥 , 𝑦 ′′  𝑥 , … , 𝑦 𝑛  𝑥 ,…türevleri ile belirlenmesine rağmen bu durum 𝑥’ in kesikli değer 

alması halinde geçerli değildir. 

     Sonlu Farklar Metodu 

     Sonlu farklar yöntemi, sürekli bir sistem olarak tanımlanan sınır değer problemini, düğüm 

noktası olarak adlandırılan belirli sayıda noktaya bölerek kesikli bir sistem haline dönüĢtürür. 

Böylece sınır değer problemi çözülmesi gereken cebirsel eĢitlik haline gelir. 

Sonlu farklar metodu basit bir algoritmayla Ģöyle özetlenebilir: 

1. Bağımsız değiĢken için incelenen kesikli sistem eĢit aralıklara bölünür. 

2. Diferansiyel denklemde bulunan türev ifadeleri yerine Taylor serilerini açılımıdan gelen 

formül kullanılarak, her bir noktadaki türevlerin karĢılığı hesaplanır. 

3. Sonuçta ortaya çıkan sonlu sayıda bilinmeyenden oluĢan denklem sistemi ya doğrudan 

ya da iteratif yöntemler kullanılarak çözülür ve yaklaĢık sonuçlar bulunmuĢ olur [16]. 

     Tanım 2.1   

𝒢 =  𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 … < 𝑥𝑛 < 𝑥𝑛+1 = 𝑏  

ayrık noktalar kümesine  𝑎, 𝑏 ’ de tanımlanan düzgün olmayan bir parçalanmanın kümesi, 𝑥𝑗  

noktalarına ise düğüm noktaları denir. Eğer düğüm noktaları eĢit aralıklı iseler buna düzgün 

parçalanmıĢ kümeler denir [14]. 

𝒢𝑕 =  𝑥𝑗  𝑥𝑗 = 𝑗𝑕, 𝑗 =  0, 1, … , 𝑛, 𝑛 + 1,   𝑕 =
𝑏 − 𝑎

𝑛 + 1
  

h sabitine fark aralığı denir. 𝒢 kümesinde tanımlanmıĢ 𝑦 𝑥  fonksiyonuna Ģebeke fonksiyonu 

denir   𝑦 𝑥𝑗 = 𝑦𝑗    𝑥 ∈ 𝒢  [14]. 

𝑦 𝑥  fonksiyonunun 𝑥𝑗  noktasında ileri, geri ve merkezi fark türevleri vardır. Eğer 𝑦 𝑥  

yeterince düzgün , yani  𝑎, 𝑏 ’de türevleri varsa, bu fark türevlerinin her biri 𝑕 → 0 

durumunda 𝑦′ 𝑥𝑗  değerine yaklaĢacaktır [14]. 

𝑦𝑥,𝑗 =
𝑦𝑗 +1 − 𝑦𝑗

𝑕
=

𝑦 𝑥𝑗 + 𝑕 − 𝑦 𝑥𝑗 

𝑕
  𝑖𝑙𝑒𝑟𝑖 𝑓𝑎𝑟𝑘 𝑡ü𝑟𝑒𝑣𝑖 



8 
 

𝑦𝑥 ,𝑗 =
𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1

𝑕
=

𝑦 𝑥𝑗 − 𝑦 𝑥𝑗 − 𝑕 

𝑕
 𝑔𝑒𝑟𝑖 𝑓𝑎𝑟𝑘 𝑡ü𝑟𝑒𝑣𝑖 

𝑦0𝑥 ,𝑗
=

𝑦𝑗 +1 − 𝑦𝑗−1

𝑕
=

𝑦 𝑥𝑗 + 𝑕 − 𝑦 𝑥𝑗 − 𝑕 

2𝑕
 𝑚𝑒𝑟𝑘𝑒𝑧𝑖 𝑓𝑎𝑟𝑘 𝑡ü𝑟𝑒𝑣𝑖 [14] 

𝑦 𝑥 ∈ 𝐶2 𝑎, 𝑏  olduğunu varsayalım. Bu durumda taylor seri açılımından; 

𝑦𝑗+1 = 𝑦 𝑥𝑗 + 𝑕 = 𝑦 𝑥𝑗 + 𝑕𝑦 ′ 𝑥𝑗 +
𝑕2

2!
𝑦 ′′  𝜉 , 𝜉 ∈  𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1  

𝑦 𝑥𝑗 + 𝑕 − 𝑦 𝑥𝑗 

𝑕
= 𝑦 ′ 𝑥𝑗 +

𝑕

2
𝑦 ′′  𝜉  

𝑦 𝑥 ∈ 𝐶2 𝑎, 𝑏  olduğundan  𝑦𝑥,𝑗 ≈ 𝑦 ′ 𝑥𝑗  olur. 

Benzer Ģekilde; 

𝑦𝑗−1 = 𝑦 𝑥𝑗 − 𝑕 = 𝑦 𝑥𝑗 − 𝑕𝑦 ′ 𝑥𝑗 +
𝑕2

2!
𝑦 ′′  𝜉 , 𝜉 ∈  𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1  

𝑦 𝑥 ∈ 𝐶2 𝑎, 𝑏  olduğundan  𝑦𝑥 ,𝑗 ≈ 𝑦 ′ 𝑥𝑗  olur. 

Fark türevlerinin kesinliği hem fonksiyonun düzgünlüğüne hem de düğüm noktalarının 

yerleĢimine bağlıdır [14]. 

𝑦 𝑥𝑗 + 𝑕 = 𝑦 𝑥𝑗 + 𝑕𝑦 ′ 𝑥𝑗 +
𝑕2

2!
𝑦 ′′  𝑥 + ⋯ 

ve 

𝑦 𝑥𝑗 − 𝑕 = 𝑦 𝑥𝑗 − 𝑕𝑦 ′ 𝑥𝑗 +
𝑕2

2!
𝑦 ′′  𝑥 + ⋯ 

Bu denklemler taraf  tarafa toplandığında 

𝑦 𝑥𝑗 + 𝑕 + 𝑦 𝑥𝑗 − 𝑕 ≈ 2 𝑦 𝑥𝑗 + 𝑕2𝑦 ′′  𝑥  

ifadesi elde edilir. 

𝑦 ′′  𝑥 ≈
𝑦 𝑥𝑗 + 𝑕 − 2𝑦 𝑥𝑗 + 𝑦 𝑥𝑗 − 𝑕 

𝑕2
=

𝑦𝑗 +1 − 2𝑦𝑗 + 𝑦𝑗−1

𝑕2
 [17] 

olur. 
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     Tanım 2.2  

     Bir 𝑥: ℕ →  ℝ  fonksiyonu için  Δ fark operatörü 

∆𝑥𝑘 = 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 , 

Ģeklinde tanımlanır ve ∆𝑥𝑘 fonksiyonuna, 𝑥′ in birinci basamaktan farkı denir. Buna göre 

𝑥′ in ikinci basamaktan farkı   ∆2𝑥𝑘  

                                                  ∆2𝑥𝑘 = Δ(∆𝑥𝑘) 

                         = Δ(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘) 

                         = ∆𝑥𝑘+1 − ∆𝑥𝑘

                         = (𝑥𝑘+2 − 𝑥𝑘+1) – (𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)  

                                     = 𝑥𝑘+2  −  2𝑥𝑘+1 + 𝑥𝑘

Ģeklinde hesaplanır [17]. 

     𝑥 ′ 𝑖𝑛   tamsayı değerler aldığı durumda ortaya çıkan ve içinde sonlu farkların                 

 ∆𝑥𝑘 , ∆2𝑥𝑘  bulunduğu denklemlere fark denklemleri denir. Bir fark denkleminin 

mertebesi denklemde bulunan en büyük ve en küçük indislerin farkıdır. Eğer bağımlı 

değiĢken birinci dereceden ise bu tür denkleme lineerdir denir [17]. 

𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 = 0 (birinci mertebeden lineer), 

 𝑥𝑘+3 − cos(𝑥𝑘) = 0 (üçüncü mertebeden lineer değil). 

      Sturm-Liouville Fark Denklemini ÇıkarılıĢı 

    𝑎𝑛−1 , 𝑎𝑛  𝑣𝑒 𝑏𝑛  𝑛′ nin fonksiyonları olmak üzere, 

𝑎𝑛−1𝑦𝑛−1 − 𝑏𝑛𝑦𝑛 + 𝑎𝑛𝑦𝑛+1 = 0,                          (2.1) 

ikinci mertebeden homojen fark denklemini ele alalım. Bu denklem: 

             ∆ 𝑝𝑛−1∆𝑦𝑛−1 + 𝑠𝑛𝑦𝑛 = 0, (2.2) 

𝑝𝑛  𝑣𝑒 𝑠𝑛   fonksiyonlarının uygun seçilmesiyle (2.2) denklemi, 

                                  𝑝𝑛𝑦𝑛+1 −  𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1 − 𝑠𝑛 𝑦𝑛 + 𝑝𝑛−1𝑦𝑛−1 = 0                                (2.3) 
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Ģekline dönüĢür. (2.1) denklemi ile (2.3) denklemini karĢılaĢtırdığımızda,             

                              
𝑝𝑛   =  𝑎𝑛 ,

                  −𝑏𝑛     =  𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1 − 𝑠𝑛

𝑝𝑛−1   =  𝑎𝑛−1,
                                                        (2.4)                                     

elde edilir. Birinci ve üçüncü ifadeleri oranlarsak; 

  𝑝𝑛 =
𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
𝑝𝑛−1 , (2.5)  

bulunur. (2.4) denklemini 𝑠𝑛 için çözüp, 

                                              
𝑝𝑛

𝑎𝑛
 = 1,                                                                                    (2.6) 

eĢitliğini kullanırsak; 

𝑠𝑛 =  𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1 + 𝑏𝑛 = 𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1 +  
𝑏𝑛

𝑎𝑛
  𝑝𝑛 (2.7)  

elde edilir.  𝑎𝑛−1 , 𝑎𝑛  𝑣𝑒 𝑏𝑛  𝑛′  nin fonksiyonları olduğu için, (2.5) 𝑝𝑛 ′ i bulmak için 

kullanılabilir. 𝜆 bağımsız bir parametre olmak üzere, 

𝑠𝑛 = 𝜆 − 𝑞𝑛 (2.8)

olsun. Bu durumda (2.2) denklemi,

               -∆ 𝑝𝑛−1∆𝑦𝑛−1 +  𝜆 − 𝑞𝑛    𝑦𝑛 = 0 (2.9)  

Ģeklini alır. Bu denkleme Sturm-Liouville fark denklemi denir [18]. 

Örnek 2.1   

                                                        ∆2𝑦𝑛−1 + 𝜆𝑦𝑛 = 0,             𝑛 ∈  0,4 , 

                                                          𝑦0 = 0, 𝑦4 = 0. 

Sturm-Liouville probleminin öz değer ve öz fonksiyonlarını bulalım. 

                                        ∆2𝑦𝑛−1 + 𝜆𝑦𝑛 = 𝑦𝑛 +2 − 2𝑦𝑛+1 + 𝑦𝑛 + 𝜆𝑦𝑛   

                                                                =  𝑦𝑛+2 +  𝜆 − 2 𝑦𝑛+1 + 𝑦𝑛 .  

Bu denklemin karakteristik denklemi;   

                                       𝑚2  +  𝜆 − 2 𝑚 + 1 = 0, 
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𝑚1,2  =  
(2−𝜆)±  𝜆−2 2−4

2
. 

 Burada   𝜆 − 2   ≤ 2 için  2 − 𝜆 = 2 cos 𝜃 olsun. Böylece 

                                    𝑚1,2 = cos 𝜃 ± 𝑖 sin 𝜃, 

bulunur. Yukarıdaki denklemin genel çözümü; 

𝑦𝑛 = 𝐴 cos 𝑛𝜃 + 𝐵 sin 𝑛𝜃. 

 Sınır Ģartlarını yerine yazarsak 

𝑦0 = 𝐴 = 0, 

                                      𝑦4 = 𝐵 sin 4𝜃 = 0. 

𝐵 ≠ 0 olduğundan sin 4𝜃 = 0 ve 𝜃𝑘 =
𝑘𝜋

4
,   𝑘 = 1, 2, 3  bulunur. Yukarıda yerine 

yazılırsa  problemin öz değer ve öz fonksiyonları sırası ile 

𝜆𝑘   = 2 − 2 cos
𝑘𝜋

4
  𝑘 = 1, 2, 3   𝑦𝑘 = sin 

𝑘𝜋

4
,   𝑘 = 1, 2, 3  elde edilir. 

     Sürekli ve Kesikli Durumda  Probleminin Özellikleri 

     Bu bölümde aĢağıda genel sınır Ģartları ile verilen Liouville normal formundaki öz değer 

probleminin sürekli ve kesikli durumlarda öz değerlerini bulup, bu öz değerlere karĢılık gelen 

öz fonksiyonları hesaplayacağız.  

                                             −𝑦 ′′ + 𝑞𝑦 = 𝜆𝑦 ,   0 ≤  𝑥 ≤  𝜋,                                             (2.10)         

                              𝛼1 𝑦 ′ 0  −  𝛼2𝑦 0 = 0, 𝛽2 𝑦′ 𝜋  +  𝛽1𝑦 𝜋 =  0.                          (2.11) 

problemini göz önüne alalım. 

     (2.11)’ de verilen sınır Ģartları sonlu farklar yaklaĢımı ile yazmak istersek,   

𝑦′ =  lim𝑕→0
𝑓 𝑥+𝑕 −𝑓(𝑥)

𝑕
=  lim𝑕→0

∆𝑓𝑥

𝑕
( h adım aralığı )

                      𝑦 ′~ 
∆𝑦

𝑕
  = 

𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1

𝑕
.           
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𝑦 ′′  =  ( 𝑦′)′ = 
∆𝑦 ′

𝑕
 =  

∆𝑦𝑗  − ∆𝑦 𝑗−1

𝑕

𝑕
 = 

y j+1  −2 y j  + y j−1

𝑕2
 

𝑦 ′′   ~   
yj+1 −2 yj + yj−1

𝑕2   olmak üzere, 

                                            𝛼1 

(𝑦 1− ỹ−1)

2𝑕
 −  𝛼2  

(ỹ1  + ỹ−1)

2
  = 0, (2.12)   

                                            𝛽2  

(ỹn +1  −  ỹn −1)

2𝑕
  +  𝛽1 

(ỹn +1  + ỹn−1)

2
 = 0,                          (2.13) 

Ģeklinde yazılabilir. Diğer taraftan; 

  𝜆𝑘
 𝑛 

, 𝑘 = 0, 1, 2, … , 𝑛 problemin öz değerleri ve  

                                   𝒢* =  𝑥𝑗  𝑥𝑗 = 𝑗𝑕, 𝑗 = −1, 0, 1, … , 𝑛, 𝑛 + 1,   𝑕 = 𝜋
𝑛  ,                    (2.14) 

olmak üzere ,                                          

                                           −𝐿 + 𝑄  ỹ = 𝜆(𝑛)ỹ,  ỹ =  ỹ0, ỹ1 , … , ỹ𝑛  𝑇 ,                           (2.15) 

 kesikli (diskret)  durumdaki öz değer problemini ifade eder. 

                   
y j+1  −2 y j  + y j−1

𝑕2
   + 𝑞𝑗  𝑦𝑗  =  𝜆(𝑛) 𝑦𝑗 ,            𝑗 =  0, 1, … , 𝑛  ,      

olmak üzere (2.12) ve (2.13) sınır Ģartları kullanılarak n bilinmeyenli n tane  (𝑦0 , 𝑦1 , … , 𝑦𝑛 )  

bir denklem elde ederiz. Bu denklem sistemini katsayılar matrisler yardımıyla gösterebiliriz.  

ġöyleki; 

 j= 0 için  
y1  −2 y0  + y−1

𝑕2
   + 𝑞0 𝑦0 =  𝜆(𝑛) 𝑦0 olur. (2.12) sınır Ģartından  𝑦−1 = 

𝛼1−𝛼2𝑕

𝛼1+𝛼2𝑕
  𝑦1   

bulunur. Denklemde yerine yazarsak; 

    
−2𝑦0 + 2𝛼1 𝛼1  + 𝑕𝛼2  𝑦1

𝑕2
 + 𝑞

0
 𝑦0 =  𝜆(𝑛) 𝑦0 elde ederiz. Aynı Ģekilde  j= 𝑛 için,  (2.13) 

sınır Ģartından       𝑦𝑛+1 = 
𝛽1−𝛽2𝑕

𝛽1+𝛽2𝑕
  𝑦𝑛−1   bulunur. Denklemde yerine  yazarsak;                                       

            
−2𝑦𝑛  + 2𝛽1 𝛽1 + 𝑕𝛽2      𝑦𝑛−1

𝑕2
 + 𝑞

𝑛
 𝑦𝑛  =  𝜆(𝑛) 𝑦𝑛  elde ederiz. Böylece sistemin 

katsayılar matrisi olan 𝐿  
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𝐿 = 𝑕−2

 
 
 
 
 
 
−2 2𝛼1  𝛼1  +  𝑕𝛼2  

1 −2 1
. .

1 −2 1
2𝛽1  𝛽1  +  𝑕𝛽2      −2 

 
 
 
 
 

                   (2.16)              

olmak üzere; 

                                           −𝐿 + 𝑄  ỹ = 𝜆(𝑛)ỹ,    ỹ =  ỹ0, ỹ1 , … , ỹ𝑛  𝑇,                             

denklemi elde edilir. Burada 

𝑄 = diag(𝑞0, 𝑞1 , … , 𝑞𝑛 ),         𝑞𝑗 = 𝑞 𝑥𝑗 ,     ỹ𝑗  ≈  𝑦𝑗 = 𝑦 𝑥𝑗 ,         𝑗 =  0, 1, … , 𝑛   dir. 

Eğer 𝑄 = 0 ise, yukarıdaki problemden  

                        −𝑢" =  𝛾𝑢,   𝑢 = 𝑢(𝑥),  −𝑢" = 
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋,                                    (2.17) 

                          𝛼1𝑢′ (0) − 𝛼2𝑢(0) = 0 ,     𝛽1𝑢′ (𝜋) + 𝛽2𝑢(𝜋) = 0 ,                               (2.18) 

   ve    𝛾𝑘
 𝑛 

 öz değer olduğu diskret cebirsel problemide 

                       −𝐿 𝑢  =  𝛾(𝑛) 𝑢 ,                    u =  𝑢 0, 𝑢 1, … , 𝑢 𝑛  𝑇 ,                                    (2.19) 

olur.  

     Bu çalıĢmanın ilerleyen kısımlarında 

𝑞 1 𝑥 =  𝑞 𝜏 𝑑𝜏

𝑥

0

, 

ve 

 𝑎𝑗 =
1

2

′

𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ 𝑎𝑛−2 + 𝑎𝑛−1 +
1

2
𝑎𝑛  

notasyonlarını kullanacağız. 

     Teorem 2.1.  (2.17) ve (2.18) problemi için özfonksiyon ve özdeğerleri sırasıyla; 

                                            𝛾 = 𝜇2,   𝑢(𝑥) = cos 𝜇𝑥 + 𝜙 ,                                              (2.20)                                    

                                          𝜙 = 𝑂(𝑘−1) ve 𝜇 = 𝑂(𝑘), olmak üzere 
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özdeğerleri 

          𝜇 = 𝑘 − 1 +   
sin−1 𝛽2 𝛽2

2 + 𝛽1
2𝜇2  + sin−1 𝛼2 𝛼2

2 + 𝛼1
2𝜇2  

𝜋
                           (2.21) 

 dir [1,2].   

     Ġspat     (2.17) ve (2.18) sınır değer probleminin genel çözümü;                                                                                                                                                                            

𝑢(𝑥) = 𝐴 cos 𝜇𝑥 + 𝐵 sin 𝜇𝑥  

Ģeklindedir. ġimdi sınır Ģartlarını uygulayalım. Teoremde de belirttiği gibi Dirichlet Ģartlarını 

dahil etmeyeceğiz yani; 

                                      𝑖)𝑢′ 0 = 0,    𝛽1𝑢′(𝜋) + 𝛽2𝑢(𝜋) = 0,                             

                                     𝑖𝑖)𝑢′ 𝜋 = 0, 𝛼1𝑢′ 0 − 𝛼2𝑢 0  = 0,      

durumlarını inceleyeceğiz. Ġlk olarak birinci sınır koĢullarına bakalım. 

𝑢′ 𝑥 = −𝐴 𝜇 sin 𝜇𝑥 + 𝐵 𝜇 cos(𝜇𝑥) 

                                                      𝑢′ 0 = 𝐵 𝜇 = 0 , 𝐵 = 0                                                

olur. Böylece      𝑢(𝑥) =  cos(𝜇𝑥) olur. ġimdi diğer sınır Ģartını uygulayalım. 

𝑢′ 𝑥 = −𝜇 sin 𝜇𝑥 . 

−𝛽1  𝜇 sin(𝜇𝜋) + 𝛽2 cos(𝜇𝜋) = 0, 

         tan(𝜇𝜋) = 
𝛽2

𝛽1𝜇
,      sin(𝜇𝜋) = 𝛽2 𝛽2

2 + 𝛽1
2𝜇2 ,      𝜇 = 𝑘 − 1 +

sin−1
 𝛽2 𝛽2

2
+𝛽1

2
𝜇2  

𝜋
,  

bulunur. 

 ġimdi  ikinci durumu inceleyelim. 

                                𝑢′ 𝜋 =  −𝐴 𝜇 sin 𝜇𝜋 + 𝐵 𝜇 cos(𝜇𝜋) = 0   𝐵 = 𝐴 tan(𝜇𝜋) olur.             

𝛼1𝑢′ 0 − 𝛼2𝑢 0  = 0  durumuna bakalım. 

                  𝐵𝛼1𝜇 − 𝛼2𝐴 = 0,      𝐴 𝛼1𝜇 tan 𝜇𝜋 − 𝐴 𝛼2 = 0,   tan 𝜇𝜋  = 
𝛼2

𝛼1𝜇
, 
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                           sin(𝜇𝜋) = 𝛼2 𝛼2
2 + 𝛼1

2𝜇2 ,           𝜇 = 𝑘 − 1 +
sin−1

 𝛼2 𝛼2
2+𝛼1

2𝜇2  

𝜋
 olur. 

 Birinci ve ikinci durumdan, 

            𝜇 = 𝑘 − 1 +   
sin−1 𝛽2 𝛽2

2 + 𝛽1
2𝜇2  + sin−1 𝛼2 𝛼2

2 + 𝛼1
2𝜇2  

𝜋
                            

     ve öz fonksiyonları ise 

                                                    𝑢(𝑥) = cos 𝜇𝑥 + 𝜙 ,                                                      

olur. 

     Teorem 2.2 (2.10) ve (2.11) Liouville normal form için; 

               𝑦 𝑥  = cos(𝜇𝑥 + 𝜙) +
1

2𝜇
sin 𝜇𝑥 + 𝜙  𝑞 1(𝑥)   +

1

4𝜇 2
 𝑞(𝑥) cos 𝜇𝑥 + 𝜙 −

                                𝑞(0) cos 𝜇𝑥 − 𝜙 −
1

2
𝑞 1

2(𝑥) cos(𝜇𝑥 + 𝜙) + 𝑂(𝑘−3) .                           (2.22)                                                                                                         

     Ġspat   Klasik Sturm-Liouville operatörü  

                         𝑓 𝑥 =  𝜆 − 𝛾 − 𝑞 𝑥  𝑦 𝑥 ,    olmak üzere            −𝑦" − 𝛾𝑦 = 𝑓(𝑥)  

Ģeklinde yeniden yazılabilir . 𝑦𝑐  homojen kısmın çözümü, 𝑦𝑝  özel çözüm olmak üzere 

𝑦 = 𝑦𝑐 + 𝑦𝑝    genel çözümü bulalım.                                                                                     

𝑦𝑐 = cos(𝜇𝑥 + 𝜙) olduğunu biliyoruz. ġimdi 𝑦𝑝  özel çözümünü bulalım.  

                   𝑦𝑝 = 𝐾1 cos(𝜇𝑥 + 𝜙) + 𝐾2 sin(𝜇𝑥 + 𝜙),     𝜇2 = 𝛾. 

            𝑦′𝑝 = 𝐾1′ cos 𝜇𝑥 + 𝜙 + 𝐾2′ sin(𝜇𝑥 + 𝜙) − 𝐾1𝜇 sin(𝜇𝑥 + 𝜙) + 𝐾2𝜇 cos(𝜇𝑥 + 𝜙). 

                   𝐾1′ cos 𝜇𝑥 + 𝜙 + 𝐾2′ sin 𝜇𝑥 + 𝜙 = 0 kabul edelim.                                  (2.23)  

O halde; 

                                𝑦′𝑝 = −𝐾1𝜇 sin(𝜇𝑥 + 𝜙) + 𝐾2𝜇 cos(𝜇𝑥 + 𝜙) olur. 

𝑦"𝑝 = −𝜇𝐾1′ sin(𝜇𝑥 + 𝜙) + 𝜇𝐾2′ cos(𝜇𝑥 + 𝜙) − 𝜇2𝐾1 cos(𝜇𝑥 + 𝜙) − 𝜇2𝐾2 sin(𝜇𝑥 + 𝜙) 

  −𝑦" − 𝛾𝑦 = 𝑓(𝑥) denkleminde yerine yazarsak 
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 𝜇𝐾1′ sin(𝜇𝑥 + 𝜙) − 𝜇𝐾2′ cos(𝜇𝑥 + 𝜙) + 𝜇2𝐾1 cos(𝜇𝑥 + 𝜙) + 𝜇2𝐾2 sin(𝜇𝑥 + 𝜙) − 

    𝜇2   𝐾1 cos 𝜇𝑥 + 𝜙 + 𝐾2 sin 𝜇𝑥 + 𝜙  = 𝑓 𝑥 ,                                                            

                          𝜇𝐾1′ sin(𝜇𝑥 + 𝜙) − 𝜇𝐾2′ cos 𝜇𝑥 + 𝜙  = 𝑓(𝑥)                                      (2.24)                                        

olur. (2.23) ve (2.24) denklem sisteminde Cramer yöntemini kullanırsak, 

           𝐾1 = 
1

𝜇
 sin(𝜇𝜏 + 𝜙) 𝑓 𝜏 𝑑𝜏

𝑥

0
,               𝐾2 = −

1

𝜇
 cos(𝜇𝜏 + 𝜙) 𝑓 𝜏 𝑑𝜏

𝑥

0
.    

bulunur. Böylece;     

 𝑦𝑝 = 𝐾1 cos(𝜇𝑥 + 𝜙) + 𝐾2 sin(𝜇𝑥 + 𝜙) 

      = cos(𝜇𝑥 + 𝜙)
1

𝜇
 sin(𝜇𝜏 + 𝜙) 𝑓 𝜏 𝑑𝜏

𝑥

0
 − sin(𝜇𝑥 + 𝜙) 

1

𝜇
 cos(𝜇𝜏 + 𝜙) 𝑓 𝜏 𝑑𝜏

𝑥

0
   

𝑦𝑝  = 
1

𝜇
 cos 𝜇𝑥 + 𝜙 sin(𝜇𝜏 + 𝜙) 𝑓 𝜏 𝑑𝜏

𝑥

0
 −

1

𝜇
 sin(𝜇𝑥 + 𝜙) cos(𝜇𝜏 + 𝜙) 𝑓 𝜏 𝑑𝜏

𝑥

0
 

     =
1

𝜇
   cos 𝜇𝑥 + 𝜙 sin 𝜇𝜏 + 𝜙 − sin 𝜇𝑥 + 𝜙 cos 𝜇𝜏 + 𝜙  𝑓 𝜏 𝑑𝜏

𝑥

0
  

     = 
1

𝜇
  sin 𝜇 𝑥 − 𝜏  𝑓 𝜏 𝑑𝜏

𝑥

0
.      

  Böylece  

 𝑦 𝑥 = cos(𝜇𝑥 + 𝜙) −   
1

𝜇
  sin 𝜇 𝑥 − 𝜏   𝜆 − 𝜇2 − 𝑞(𝜏) 𝑦(𝜏))𝑑𝜏

𝑥

0
    elde edilir.         (2.25)    

                       𝜇 = 𝑂 𝑘  ,     𝜆 − 𝜇2 = 𝑂(1),    … 𝑑𝜏 = 𝑂(1)
𝑥

0
, 

 olmak üzere 

 𝑦 𝑥 = cos(𝜇𝑥 + 𝜙) + 𝑂(𝜇−1) olur. 

 Picard iterasyonunu  (2.25)’ ya uygularsak 

 𝑦 𝑥 = cos(𝜇𝑥 + 𝜙) −   
1

𝜇
  sin 𝜇 𝑥 − 𝜏   𝜆 − 𝜇2 − 𝑞 𝜏  (cos(𝜇𝜏 + 𝜙) + 𝑂(𝜇−1))𝑑𝜏

𝑥

0
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𝑦 𝑥 = cos(𝜇𝑥 + 𝜙) −   
1

𝜇
  sin 𝜇 𝑥 − 𝜏   𝜆 − 𝜇2 − 𝑞 𝜏  (cos(𝜇𝜏 + 𝜙)) 𝑑𝜏

𝑥

0
 –  

            
1

𝜇
   sin 𝜇 𝑥 − 𝜏   𝜆 − 𝜇2 − 𝑞 𝜏  𝑂(𝜇−1)𝑑𝜏

𝑥

0
 

𝑦 𝑥 = cos(𝜇𝑥 + 𝜙) −   
1

𝜇
   

sin  𝜇𝑥 +𝜙 +sin 𝜇 𝑥−2𝜏 −𝜙 

2
 (𝜆 − 𝜇2 − 𝑞 𝜏 )𝑑𝜏

𝑥

0

 

         −
1

𝜇
𝑂(𝜇−1)  sin 𝜇 𝑥 − 𝜏   𝜆 − 𝜇2 − 𝑞 𝜏  𝑑𝜏

𝑥

0
 

𝑦 𝑥 = cos(𝜇𝑥 + 𝜙) −
1

2𝜇
 sin 𝜇𝑥 + 𝜙 ((𝜆 − 𝜇2 − 𝑞 𝜏 )𝑑𝜏

𝑥

0
 

         −  
1

2𝜇
 sin 𝜇 𝑥 − 2𝜏 − 𝜙 ((𝜆 − 𝜇2 − 𝑞 𝜏 )𝑑𝜏

𝑥

0
 +

1

𝜇
𝑂 𝜇−1 𝑂(1) 

  𝑦 𝑥 = cos(𝜇𝑥 + 𝜙) −
1

2𝜇
sin 𝜇𝑥 + 𝜙  ( 𝜆 − 𝜇2 𝑑𝜏 −

𝑥

0

1

2
sin 𝜇𝑥 + 𝜙  𝑞 𝜏 𝑑𝜏

𝑥

0
 

              +
1

2𝜇
𝑂 1 + 𝑂(𝜇−2) 

 𝑦 𝑥 = cos(𝜇𝑥 + 𝜙) +
𝑥

2𝜇
(𝜇2 − λ)sin 𝜇𝑥 + 𝜙 +

1

2𝜇
𝑞 

1
 𝑥 sin 𝜇𝑥 + 𝜙 + 𝑂  𝑘−2

            (2.26)    

 olur. 

     Lemma 2.1. 

                                                𝜆 − 𝜇2 = 𝑂(𝑘−2)                                                                (2.27) 

dir [2].   

Teoremin (2.11) ispatını tamamlamak ve 

                 𝑦 𝑥 = cos(𝜇𝑥 + 𝜙) +
1

2𝜇
𝑞 

1
 𝑥 sin 𝜇𝑥 + 𝜙 + 𝑂  𝑘−2

  ,                                        (2.28) 

    𝑦 𝑥 = cos(𝜇𝑥 + 𝜙) +   
1

𝜇
  sin 𝜇 𝑥 − 𝜏  (cos 𝜇𝜏 + 𝜙 𝑞(𝜏) 𝑑𝜏

𝑥

0
+ 𝑂 𝜇−2 .             (2.29)                               

 (2.28) ve  (2.29) elde etmek için (2.25) ve (2.26) denklemlerinde  𝜆 − 𝜇2  ifadesi yerine 

 𝑂(𝑘−2)  yazılmalıdır. Picard iterasyonunun yeniden uygulanması ile istenilen sonuca ulaĢılır. 
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      Lemma 2.2. 

𝑢𝑗+1 − 2 cos 𝛽 𝑢𝑗 + 𝑢𝑗−1 = 𝑑𝑗 , 

diferensiyel denkleminin özel çözümü;  

𝑢𝑗 =  𝑑𝑟

sin 𝛽 𝑗 − 𝑟  

sin 𝛽
,    𝑗 = ±1, ±2, … , ±𝑛,

′′

 

 Ģeklindedir [2]. 

     Teorem 2.3. (3.10)’ daki diskret (kesikli) durumdaki Liouville normal form için; 

                   𝛾(𝑛) = 4 𝑠𝑖𝑛2(𝜇 𝑕 2 ) 𝑕2,      𝜇 𝑗 = cos 𝜇 𝑥𝑗 + 𝜙  ,      𝑗 = 0, 1, … , 𝑛 ,                  (2.31)                      

𝜇 = 𝑘 − 1 +   
 sin−1 (𝛽2 (𝛽2

2 + 𝛽1
2𝜇 2)1 2  ) + sin−1( 𝛼2 (𝛼2

2 + 𝛼1
2𝜇 2)1 2 )} 

𝜋
 ,            2.32  

olup, burada 

                                              𝜇 = sin(𝜇 𝑕) 𝑕 .                                                                     (2.33)  

 

     Ġspat  (2.19)’ daki denklemi sonlu farklar yaklaĢımıyla yeniden yazarsak; 

𝑦 𝑘+1 − 2𝑦 𝑘 + 𝑦 𝑘−1

𝑕2
= 𝛾(𝑛)𝑦 𝑘 , 

                                       𝑦 𝑘+1 + 𝑦 𝑘 𝑕2𝛾 𝑛 − 2 + 𝑦 𝑘−1 = 0   

olur.  

                                           𝑚2 + 𝑚 𝑕2𝛾 𝑛 − 2 + 1 = 0,    

karakteristik denkleminin çözümü        

𝑚1,2 =
(2 − 𝛾 𝑛 𝑕2) ±  (2 − 𝛾 𝑛 𝑕2)2 − 4

2
 

olup 

  2 − 𝛾 𝑛 𝑕2 = 2 cos 𝜃,    𝛾 𝑛 𝑕2 = 2 − 2cos 𝜃 = 2 1 − cos 𝜃 = 2  1 − (1 − 2𝑠𝑖𝑛2(
𝜃

2
)) .  

  𝛾 𝑛 𝑕2 = 4𝑠𝑖𝑛2(
𝜃

2
),    𝛾 𝑛 = 4𝑠𝑖𝑛2(𝜃 2 ) 𝑕2  olur. 𝜃 = 𝜇 𝑕 alırsak; 

𝛾(𝑛) = 4 𝑠𝑖𝑛2(𝜇 𝑕 2 ) 𝑕2,           𝜇 𝑗 = cos 𝜇 𝑥𝑗 + 𝜙  ,      𝑗 = 0, 1, … , 𝑛, 
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𝜇 = 𝑘 − 1 +   
 sin−1 (𝛽2 (𝛽2

2 + 𝛽1
2𝜇 2)1 2  ) + sin−1( 𝛼2 (𝛼2

2 + 𝛼1
2𝜇 2)1 2 )} 

𝜋
 ,        

                                                         𝜇 = sin(𝜇 𝑕) 𝑕 .                                                          

elde ederiz [2]. 

     Teorem 2.4.  (2.15)’ daki kesikli durumdaki Liouville normal formu için [2] 

𝑦 𝑗 = cos 𝜇 𝑥𝑗 + 𝜙  +
𝑕

2 sin 𝜇 𝑕 
sin 𝜇 𝑥𝑗 + 𝜙  𝑞 1 𝑥𝑗 +

1

4
 

 
𝑕

sin  𝜇 𝑕 
 

2

 cos 𝜇 𝑕 [𝑞(𝑥𝑗 ) cos 𝜇 𝑥𝑗 + 𝜙  − 𝑞 0 cos(𝜇 𝑥𝑗 − 𝜙 )] −
1

2
𝑞 1

2 𝑥𝑗 cos 𝜇 𝑥𝑗 + 𝜙   +

𝑂 𝑘−3  dir.  



      

     3. Sturm-Liouville Fark Problemi Ġçin Çözümlerin Asimptotiği 

Bu bölümde sonlu farklar metodunu kullanarak verilen Sturm Liouville problemini ele 

alacağız. 

                                        −𝑦 ′′ + 𝑞𝑦 = 𝜆𝑦 ,  0 ≤  𝑥 ≤  𝜋,                                                     (3.1)                                                                                     

                                                      𝑦 0 = 𝑦 𝜋 =  0                                                            (3.2) 

problemi verilsin.  

                                  𝒢* =  𝑥𝑗  𝑥𝑗 = 𝑗𝑕, 𝑗 =  0, 1, … , 𝑛, 𝑛 + 1,   𝑕 =
𝜋

𝑛+1
                                (3.3) 

olmak üzere verilen (3.1) ve (3.2) denklemi sonlu farklar metodunu yardımıyla 

            −
y j+1  −2 y j  + y j−1

𝑕2
   + 𝑞𝑗  𝑦𝑗  =   𝜆 𝑦𝑗 ,            𝑗 =  0, 1, … , 𝑛, 𝑛 + 1                        (3.4) 

Ģeklinde ifade edebiliriz. Sınır Ģartları ise 

                                              
𝑦 0 = 𝑦 𝑥0 = 𝑦0 = 0

𝑦 𝜋 = 𝑦 𝑥𝑛+1 = 𝑦𝑛+1 = 0
                                                  (3.5) 

olarak yazılır. 

Sınır Ģartları kullanılarak 𝑛 bilinmeyenli 𝑛  tane  denklemden oluĢan bir sistem yazılabilir. Bu 

denklem sistemini katsayılar matrisler yardımıyla gösterebiliriz.  ġöyleki; 

−
1

𝑕2
 𝑦0 − 2𝑦1 + 𝑦2 = 𝜆 𝑦1 

−
1

𝑕2
 𝑦1 − 2𝑦2 + 𝑦3 = 𝜆 𝑦2 

−
1

𝑕2
 𝑦2 − 2𝑦3 + 𝑦4 = 𝜆 𝑦3 

                                                                         ⋮                          

−
1

𝑕2
 𝑦𝑛−1 − 2𝑦𝑛 + 𝑦𝑛+1 = 𝜆 𝑦𝑛  

olmak üzere  
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𝐿 = 𝑕−2

 
 
 
 
 
 
−2 1
1 −2 1

. .

1 −2 1
1 −2 

 
 
 
 
 

 

simetrik olan  L matrisini elde ederiz. 

                                           −𝐿 + 𝑄  𝑦 = 𝜆(𝑛)𝑦,    𝑦 =  𝑦1, 𝑦2 , … , 𝑦𝑛  𝑇,                             

 𝑄 = diag(𝑞0 , 𝑞1 , … , 𝑞𝑛),         𝑞𝑗 = 𝑞 𝑥𝑗 ,      𝑦𝑗 = 𝑦 𝑥𝑗 ,         𝑗 =  0, 1, … , 𝑛, 𝑛 + 1      

problemi (3.4)-(3.5) probleminin cebirsel gösterimidir. 𝑄 = 0  durumunda diskret cebirsel 

probleminin öz değer ve öz fonksiyonlarını bulacağız.  

𝑦𝑗+1 − 2𝑦𝑗 + 𝑦𝑗−1

𝑕2
+ 𝜆 𝑦𝑗 = 0 

𝑦 0 = 𝑦 𝑥0 = 𝑦0 = 0

𝑦 𝜋 = 𝑦 𝑥𝑛+1 = 𝑦𝑛+1 = 0
 

 Bu denklemin karakteristik denklemi;   

                                       𝑚2  +  𝜆 𝑕2 − 2 𝑚 + 1 = 0  

olmak üzere; 

𝑚1,2 =
(2 − 𝜆 𝑕2) ±   𝜆 𝑕2 − 2 2 − 4

2
 

bulunur. Burada   𝜆 𝑕2 − 2   ≤ 2 için     2 − 𝜆 𝑕2 = 2 cos 𝜃 olsun. Bu durumda                                      

𝑚1,2 = cos 𝜃 ± 𝑖 sin 𝜃, 

bulunur. Yukarıdaki denklemin genel çözümü; 

𝑦𝑗 = 𝐴 cos 𝑗𝜃 + 𝐵 sin 𝑗𝜃 

olup,  sınır Ģartlarını yerine yazarsak 

                                      𝑦0 = 𝐴 = 0, ve   𝑦𝑛+1 = 𝐵 sin 𝑛 + 1 𝜃 = 0 
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𝐵 ≠ 0 olduğundan sin 𝑛 + 1 𝜃 = 0 ve 𝜃𝑘 =
𝑘𝜋

𝑛+1
= 𝑘𝑕   𝑘 = 1, 2, … , 𝑛  bulunur. Bu 

değerler yukarıda yerine yazılırsa sırayla problemin öz değer ve öz fonksiyonları, 

𝜆𝑘 =
2 − 2 cos 𝑕𝑘

𝑕2
=

4 sin2 𝑕𝑘 2  

𝑕2
, 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛 

𝑦𝑗 = 𝑦 𝑥𝑗 = sin 𝑘 𝑗𝑕 = sin 𝑘 𝑥𝑗   , 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛 

olur.                                             

     Lemma 3.1                    

      𝑘 ≤ 𝑛 ve 𝑞 𝑥𝑗 = 𝑂 1 , 𝑗 = 0,1, … , 𝑛 + 1 𝑣𝑒   𝜆𝑘
 𝑛 

− 𝜇𝑘
 𝑛  =  𝑂 1   𝑘 = 1,2 … , 𝑛 

olmak üzere 𝑦𝑗  nin genel çözümü 

𝑦𝑗 = sin 𝑘𝑥𝑗 +
𝑕2

sin 𝑕𝑘
 sin 𝑘 𝑥𝑗 − 𝑥𝑙  𝜆𝑘

 𝑛 
− 𝜇𝑘

 𝑛 
+ 𝑞𝑙 𝑦𝑙

𝑗

𝑙=0

 

dir [19]. 

Ayrıca, 

 sin 𝑘 𝑥𝑗 − 𝑥𝑙  𝜆𝑘
 𝑛 

− 𝜇𝑘
 𝑛 

+ 𝑞𝑙 𝑦𝑙

𝑗

𝑙=0

= 𝑂  
1

𝑕
    𝑣𝑒    𝑘𝑕 sin 𝑘𝑕 = 𝑂(1) 

olmak üzere 

𝑦𝑗 = sin 𝑘𝑥𝑗 + 𝑂(
1

𝑘
) 

olur [19]. 

     3.1. Özdeğer ve Özfonksiyon Ġçin Asimptotik Formüller 

𝑦𝑗 = sin 𝑘𝑥𝑗 +
𝑕2

sin 𝑕𝑘
 sin 𝑘 𝑥𝑗 − 𝑥𝑙  𝜆𝑘

 𝑛 
− 𝜇𝑘

 𝑛 
+ 𝑞𝑙 𝑦𝑙

𝑗

𝑙=0

 

ifadesinde 

𝑦𝑙 = sin 𝑘𝑥𝑙 + 𝑂(
1

𝑘
) 

yerine yazılıp                         
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𝑦𝑗 = sin 𝑘𝑥𝑗 +
𝑕2

sin 𝑕𝑘
 sin 𝑘 𝑥𝑗 − 𝑥𝑙 𝑞𝑙 sin 𝑘𝑥𝑙 + 𝑂  

1

𝑘
 

𝑗

𝑙=0

 

sin 𝑘 𝑥𝑗 − 𝑥𝑙 sin 𝑘𝑥𝑙 = sin 𝑘𝑥𝑙 sin 𝑘𝑥𝑗 cos 𝑘𝑥𝑙 − sin 𝑘𝑥𝑙 cos 𝑘𝑥𝑗  

sin 𝑘 𝑥𝑗 − 𝑥𝑙 sin 𝑘𝑥𝑙 = sin 𝑘𝑥𝑙 cos 𝑘𝑥𝑙 sin 𝑘𝑥𝑗 − sin2 𝑘𝑥𝑙 cos 𝑘𝑥𝑗  

    sin 𝑘 𝑥𝑗 − 𝑥𝑙 sin 𝑘𝑥𝑙 =
1

2
sin 2𝑘𝑥𝑙 sin 𝑘𝑥𝑗 −  

1 − cos 2𝑘𝑥𝑙

2
 cos 𝑘𝑥𝑗  

trigonometrik özdeĢlikleri kullanılırsa 

𝑦𝑗 = sin 𝑘𝑥𝑗 −
𝑕2

2 sin 𝑕𝑘
cos 𝑘𝑥𝑗  𝑞𝑙 +

𝑕2

2 sin𝑕𝑘

𝑗

𝑙=0

  sin 2𝑘𝑥𝑙 sin 𝑘𝑥𝑗 + cos 2𝑘𝑥𝑙 cos 𝑘𝑥𝑗  

𝑗

𝑙=0

𝑞𝑙 + 𝑂  
1

𝑘
  

sin 2𝑘𝑥𝑙 sin 𝑘𝑥𝑗 + cos 2𝑘𝑥𝑙 cos 𝑘𝑥𝑗 = cos 𝑘 𝑥𝑗 − 2𝑥𝑙  

𝑕2

2 sin 𝑕𝑘
 cos 𝑘 𝑥𝑗 − 2𝑥𝑙 

𝑗

𝑙=0

𝑞𝑙 = 𝑂  
1

𝑘
  

𝑦𝑗 = sin 𝑘𝑥𝑗 −
𝑕2

2 sin 𝑕𝑘
cos 𝑘𝑥𝑗  𝑞𝑙 +

𝑗

𝑙=0

𝑂  
1

𝑘
  

Ģeklinde özfonksiyonlar için istenilen ifade elde edilir. 

ġimdi özdeğerler için asimptotik ifadeyi elde etmeye çalıĢalım. 

𝑞 = 0 𝑖ç𝑖𝑛 

𝜆𝑘 =
2 − 2 cos 𝑕𝑘

𝑕2
=

4 sin2 𝑕𝑘 2  

𝑕2
  𝑘 = 1, 2, … , 𝑛 

olmak üzere kosinüs fonksiyonunun seri açılımından 

𝜆𝑘 =
2 − 2  1 −

 𝑕𝑘 2

2! +
 𝑕𝑘 4

4 − ⋯  

𝑕2
 

𝜆𝑘 =
𝑘2𝑕2 −

𝑘4𝑕4

12
𝑕2

= 𝑘2 −
𝑘4𝑕2

12
= 𝑘2 + 𝑂 𝑘4𝑕2         

olur. Diğer taraftan (3.4)-(3.5) probleminin özdeğerleri 𝑦𝑛+1 = 0  eĢitliğini sağlayan 𝜆 

değerleri olduğundan 
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𝑦𝑗 = sin 𝑘𝑥𝑗 −
𝑕2

2 sin 𝑕𝑘
cos 𝑘𝑥𝑗  𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘
 

𝑗

𝑙=0

   𝑗 = 0, 𝑛 + 1           

ifadesi 𝑦𝑛+1 = 0 eĢitliğinde yerine yazılırsa 

sin 𝑘𝑥𝑛+1 −
𝑕2

2 sin 𝑕𝑘
cos 𝑘𝑥𝑛+1  𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘
 

𝑗

𝑙=0

= 0 

tan 𝑘 𝑥𝑛+1 =
𝑕2

2 sin 𝑕𝑘
 𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘
 

𝑗

𝑙=0

 

𝑘 𝑥𝑛+1 = tan−1  
𝑕2

2 sin 𝑕𝑘
 𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘
 

𝑗

𝑙=0

  

𝜆𝑘 ≈ 𝑘2 olduğundan  𝑕 → 0 𝑖𝑘𝑒𝑛  

 𝜆𝑘   𝑥𝑛+1 = 𝑘𝜋 +
𝑕2

2 sin 𝑕𝑘
 𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘
 

𝑗

𝑙=0

 

 𝜆𝑘   𝑛 + 1 𝑕 = 𝑘𝜋 +
𝑕2

2 sin 𝑕𝑘
 𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘
 

𝑗

𝑙=0

 

 𝜆𝑘 =
𝑘𝜋

 𝑛 + 1 𝑕
+

𝑕

2 𝑛 + 1 sin 𝑕𝑘
 𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘
 

𝑗

𝑙=0

 

 𝜆𝑘 = 𝑘 +
𝑕

2 𝑛 + 1 sin 𝑕𝑘
 𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘
 

𝑗

𝑙=0

 

𝜆𝑘 = 𝑘2 +
𝑕𝑘

 𝑛 + 1 sin 𝑕𝑘
 𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘2
 

𝑗

𝑙=0

 

𝜆𝑘 =
4 sin2 𝑕𝑘 2  

𝑕2
+

𝑕𝑘

 𝑛 + 1 sin 𝑕𝑘
 𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘2
 

𝑗

𝑙=0

 

Ģeklinde olur. ġimdi de normlaĢtırılmıĢ özfonksiyonlar için asimptotik formüller elde edelim. 

𝑦𝑗 = sin 𝑘𝑥𝑗 + 𝛰  
1

𝑘
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𝑦𝑗
2 = sin2 𝑥𝑗 +

2 sin 𝑘𝑥𝑗

𝑘
+ 𝑂  

1

𝑘2
  

𝑦𝑗
2 = sin2 𝑥𝑗 +  𝛰  

1

𝑘
  

𝛼𝑘 =  𝑦𝑗  
2

=  𝑦𝑗 , 𝑦𝑗  =  𝑕 𝑦𝑗
2 =  𝑕  sin2 𝑥𝑗 +  𝛰  

1

𝑘
  

𝑛+1

𝑗=0

𝑛+1

𝑗=0

 

𝛼𝑘 =  
𝑕

2
−  

𝑕

2
cos 𝑘𝑥𝑗 +

𝑛+1

𝑗 =0

𝑛+1

𝑗 =0

𝛰  
1

𝑘
  

𝛼𝑘 =  𝑛 + 2 
𝑕

2
−

𝑕

2
 cos 𝑘𝑥𝑗 + 𝛰  

1

𝑘
 

𝑛+1

𝑗 =0

 

𝛼𝑘 =  𝑛 + 2 
𝑕

2
+ +𝛰  

1

𝑘
  

𝛼𝑘 =  𝑛 + 2 
𝑕

2
+ 𝛰  

1

𝑘
  

olur. 

     Nodal noktalar ve Nodal uzunluklar 

𝑦𝑗 = sin 𝑘𝑥𝑗 −
𝑕2

2 sin 𝑕𝑘
cos 𝑘𝑥𝑗  𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘
 

𝑗

𝑙=0

   𝑗 = 0, 𝑛 + 1           

olmak üzere 

tan 𝑘𝑥𝑗 =
𝑕2

2 sin 𝑕𝑘
 𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘
 

𝑗

𝑙=0

 

𝑘 𝑥𝑗 = tan−1  
𝑕2

2 sin 𝑕𝑘
 𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘
 

𝑗

𝑙=0

  

Arctan fonksiyonunun seri açılımından 

𝑘 𝑥𝑗 = 𝑚𝜋 +
𝑕2

2 sin 𝑕𝑘
 𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘
 

𝑗

𝑙=0

   𝑚 = 1,2, … , 𝑛 − 1 

𝑞 𝑥𝑗 = 𝑞𝑗  oldugundan 
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𝑘 𝑥𝑗 = 𝑚𝜋 +
𝑕2

2 sin 𝑕𝑘
 𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘
 

𝑥𝑗

0

 

𝑥𝑗 =
𝑚𝜋

𝑘
+

𝑕2

2𝑘 sin 𝑕𝑘
 𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘2
 

𝑥𝑗

𝑙=𝑥0

 

𝑥𝑗
 𝑘,𝑚 

=
𝑚𝜋

𝑘
+

𝑕2

2𝑘 sin 𝑕𝑘
 𝑞𝑙 + 𝑂  

1

𝑘2
 

𝑥𝑗
 𝑘 ,𝑚  

0

 

ve nodal uzunluklar 

𝑙𝑗
 𝑘,𝑚 

=  𝐼𝑗
 𝑘,𝑚  =  𝑥𝑗

 𝑘,𝑚+1 
− 𝑥𝑗

 𝑘,𝑚 
 

𝑙𝑗
 𝑘,𝑚 

=
𝜋

𝑘
+

𝑕2

2𝑘 sin 𝑕𝑘
 𝑞𝑥𝑗

 𝑘,𝑚+1 
+ 𝑂  

1

𝑘2
  

olarak elde edilir. 

     Teklik Teoremi 

∆2yj−1 +  𝜆 − 𝑞𝑗  𝑦𝑗 = 0 

∆𝑦0 = 0   𝑦0 ≠ 0  

∆𝑦𝑛 = 0   𝑦𝑛 ≠ 0  

problemini ele alalım. 

(3.4)- (3.5) probleminin özdeğereleri 

𝜆𝑘 =
4 sin2 𝑕𝑘 2  

𝑕2
  𝑖𝑠𝑒 𝑞𝑗 = 0 𝑑𝑖𝑟.  

     Ġspat 

 𝜆 = 0,  𝑦𝑗 ≠ 0 özfonksiyonuna karĢılık gelen özdeğer olsun. Bu durumda   𝑞𝑗  =
∆2y j−1

  𝑦𝑗
 olur. 

∆  
∆yj−1

 𝑦𝑗−1
 =

yj−1∆ ∆yj−1 − ∆yj−1∆yj−1

yj−1  𝑦𝑗
=

∆2yj−1

  𝑦𝑗
−

 ∆yj−1 
2

yj−1   𝑦𝑗
 

olmak üzere; 

𝑞𝑗 = ∆  
∆yj−1

 𝑦𝑗−1
 +

 ∆yj−1 
2

yj−1   𝑦𝑗
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bulunur. 

 𝑞𝑗 =

𝑛

𝑗 =1

 ∆  
∆yj−1

 𝑦𝑗−1
 +

𝑛

𝑗 =1

 
 ∆yj−1 

2

yj−1   𝑦𝑗
 

𝑛

𝑗 =1

 

özdeğerlerin asimptotik formundan 

 𝑞𝑗 =

𝑛

𝑗 =1

0  

olduğundan; 

0 =
∆𝑦𝑛

𝑦𝑛
−

∆𝑦0

𝑦0
+  

 ∆yj−1 
2

yj−1  𝑦𝑗
⇒  

 ∆yj−1 
2

yj−1   𝑦𝑗
 

𝑛

𝑗 =1

= 0 ⇒  ∆2yj−1 = 0

𝑛

𝑗 =1

⇒ ∆yj−1 = k(k sbt) 

olup, denklemde yerine yazılırsa 𝑞𝑗 = 0 elde edilir.     

 

 

      

 

 

    

 

 

 

 

 



 

     4.  SONUÇ 

     Sürekli durumda klasik Sturm-Liouville problemi ele alınmasına rağmen kesikli durumda 

problem ile ilgili sonuçlar yeterli değildir. Özellikle spektral parametrelerin verilmesi ile 

potansiyel fonksiyon olan 𝑞(𝑥) ’in bulunması oldukça ilginçtir. Son zamanlarda 

özfonksiyonların sıfırları olan nodal noktalar yardımıyla potansiyel fonksiyonun bulunması 

popüler bir meseledir. Kesikli durumda bu sonuçları elde etmek bu alanda önem teĢkil 

ettiğinden bu çalıĢmada öncelikle problem ile ilgili özfonksiyon ve özdeğerlerin asimptotik 

formunu elde ettik.   
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