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ÖZET

E3 UZAYINDA WE·INGARTEN VE L·INEER WE·INGARTEN T·IP·I

YÜZEYLER ÜZER·INE

Bu çal¬̧sma dört bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm; çal¬̧sman¬n giri̧s k¬sm¬olup, üç boyutlu Öklid uzay¬nda We-

ingarten ve Lineer Weingarten tipli yüzeyler üzerinde yap¬lan çal¬̧smalar hakk¬nda

literatürdeki bilgiler incelendi.

·Ikinci bölümde; Weingarten ve Lineer Weingarten tipli yüzeyler için kullan¬lan

temel tan¬mlar ve teoremler verildi.

Üçüncü bölümde; üç boyutlu Öklid uzay¬nda Weingarten ve lineer Weingarten

tipli yüzeyler incelendi. Bu yüzeylerin ortalama ve Gauss e¼grilikleri elde edildi.

Daha sonra bu yüzeye örnek verilerek Mathematica program¬yard¬m¬yla şekilleri

verildi.

Dördüncü bölüm ise çal¬̧sman¬n sonuç k¬sm¬d¬r.

Anahtar Kelimeler: Tubular yüzey, Jakobiyen fonksiyonu, Weingarten yüzey,

Lineer Weingarten yüzey, Gauss e¼grili¼gi, Ortalama e¼grilik, Asli E¼grilik.
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ABSTRACT

ON THE WEINGARTEN AND LINEAR WEINGARTEN SURFACES

IN E3

This thesis consist of four chapters.

The �rst chapter has been devoted to the introduction. In this section it is

given that informations about Weingarten and linear Weingarten surfaces in three

dimensional Euclidean spaces in the literature.

In the second chapter; fundamental de�nitions and theorems of Weingarten and

linear Weingarten surfaces are given.

In the third chapter Weingarten and linear Weingarten surfaces in three dimen-

sional Euclidean spaces are given. Then, mean curvature and Gauss curvature of

the surface is obtained. Also, example using the progam Mathematica is given.

The fourth chapter has been devoted to the conclusion.

Keywords: Tubular surface, Jacobien function, Weingarten surface, linear

Weingarten surface, translation surfaces, Gauss curvature, mean curvature, prin-

cipal curvature.

V
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1. BÖLÜM

G·IR·IŞ

3- boyutlu Öklid uzay¬nda yüzeyler teorisi önemli bir yere sahiptir ve bir çok

matematikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Weingarten yüzey ve Lineer Weingarten yüzey

yüzey teorisinin ilginç konular¬ndan biri olmuştur. Öklid uzay¬nda Weingarten ve

Lineer Weingarten tipli yüzeyler bir çok geometrici taraf¬ndan farkl¬aç¬lardan ince-

lenmi̧stir.

Weingarten yüzeyler ilk olarak 1861 y¬l¬nda Weingarten taraf¬ndan bulunmuş-

tur. 3- boyutlu Öklid uzay¬nda bir M yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi ve Gauss e¼grili¼gi,

s¬ras¬yla, H ve K olmak üzere, e¼ger Gauss e¼grili¼gi ve ortalama e¼grili¼gi aras¬ndaki

Jakobi özdeşli¼gi  (H;K) = 0 sa¼glan¬yorsa, M yüzeyi bir Weingarten yüzeydir.

Weingarten yüzey örnekleri dönel yüzeyleri ve sabit ortalama e¼grilikli veya sabit

Gauss e¼grilikli yüzeyleri kapsar.

Tunçer; 3- boyutlu Öklid uzay¬nda Gauss e¼grili¼gi, ortalama e¼grilik, ikinci Gauss

ve ikinci ortalama e¼griliklerinden yararlanarak tubular Weingarten yüzeyleri in-

celemi̧stir, [15].

Lopez; 3- boyutlu Öklid uzay¬nda k1 ve k2 yüzeyin asli e¼grilikleri, a ve b reel

say¬lar olmak üzere

k1 = ak2 + b

lineerlik şart¬n¬sa¼glayan Weingarten yüzeyleri incelemi̧stir, [12].

Karacan; 3- boyutlu Öklid uzay¬nda ve 3- boyutlu Minkowski uzay¬nda c reel bir

say¬olmak üzere

ak1 + bk2 = c

Weingarten şart¬n¬sa¼glayan yüzeyleri incelemi̧stir, [8].



Galvez; Lineer Weingarten yüzeylerin harmonik görüntüleri (representation) elde

etmi̧stir. Ayr¬ca eliptik lineer Weingarten yüzeylerin baz¬karakterizasyonlar¬n¬elde

etmi̧stir, [3].

Yayl¬; paralel lineer Weingarten yüzeyleri çal¬̧sm¬̧st¬r. Yüzeyin lineer Weingarten

olmas¬için verilen yüzeyin paralel yüzeyinin de lineer Weingarten olmas¬gerekti¼gini

elde etmi̧stir. [16].

Ro; 3- boyutlu Öklid uzay¬nda Gauss e¼grili¼gi ve ortalama e¼grili¼gin baz¬denklem-

lerinden yararlanarak Weingarten yüzeyleri incelemi̧stir, [13].

Bu çal¬̧smada ise 3� boyutlu Öklid uzay¬nda, Weingarten ve lineer Weingarten

yüzeyler incelenerek, bu yüzeylerin baz¬karakterizasyonlar¬elde edildi. Ayr¬ca, bu

yüzey için örnek oluşturularak, bu yüzeyin Mathematica program¬yard¬m¬yla şekli

verildi.
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2. BÖLÜM

2.1. Temel Tan¬m ve Teoremler

Tan¬m 2.1.1.

X boş olmayan bir cümle ve � ailesi de P (X) kuvvet cümlesinin herhangi bir

alt cümlesi olsun. E¼ger � � P (X) aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarsa, � ya X üzerinde bir

topoloji, (X; �) ikilisine bir topolojik uzay denir.

(i) X;? 2 �

(ii) � da al¬nan her say¬da elemanlar¬n birleşimi � ya aittir; yani, I herhangi bir

indis cümlesi olmak üzere 8fAigi2I 2 � için, U
i2I
Ai 2 � d¬r.

(iii) � da al¬nan her sonlu say¬da elemanlar¬n¬n kesi̧simi � ya aittir; yani, J sonlu

indis cümlesi olmak üzere 8fAigi2J 2 � için \
i2J
Ai 2 � d¬r, [6].

Tan¬m 2.1.2.

X bir topolojik uzay olsun ve farkl¬ iki p; q 2 X noktalar¬n¬n X deki aç¬k

komşuluklar¬, s¬ras¬yla, U ve V olsun. E¼ger U ve V yi U \ V = ? olacak şekilde

seçilebiliyorsa X topolojik uzay¬na bir Hausdor¤ uzay¬denir, [6].

Tan¬m 2.1.3.

X ve Y birer topolojik uzay olsun. Bir f : X �! Y fonksiyonu için,

(i) f sürekli,

(ii) f�1 mevcut,

(iii) f�1 sürekli ise f fonksiyonuna X �den Y �ye bir homeomor�zm denir, [6].

Tan¬m 2.1.4.

M bir Hausdor¤uzay olsun. M için aşa¼g¬daki önermeler do¼gru iseM ye n-boyutlu

topolojik manifold (veya k¬saca topolojik n-manifold) denir.



(i) M bir Hausdor¤ uzay¬d¬r.

(ii) M nin herbir aç¬k alt cümlesi En Öklid uzay¬n¬n bir aç¬k cümlesine veya En

e homeomorftur.

(iii) M say¬labilir çoklukta aç¬k cümlelerle örtülebilir, [6].

Tan¬m 2.1.5.

M bir topolojik n�manifold olsun. Bir p 2 M noktas¬n¬n M de ki bir U aç¬k

komşulu¼gu, 	 homeomor�zmi sayesinde En nin bir V aç¬k altcümlesine homeomor�k

ise (U;	) ikilisineM nin p noktas¬ndaki bir koordinat komşulu¼gu (harita) denir, [6].

Tan¬m 2.1.6.

M , n-boyutlu topolojik bir manifold ve V� �M aç¬k alt cümlelerinin fV�g ailesi

de M nin bir örtüsü olsun. Bu durumda herbir V� aç¬¼g¬n¬n En deki bir U� aç¬k

altcümlesine homeomorf oldu¼gunu kabul edelim. A bir indeks cümlesini göstermek

üzere, elde edilen (U�;	�) koordinat komşuluklar¬n¬n

S = f(U�;	�) : � 2 Ag

ailesine M nin bir atlas¬denir, [6].

Tan¬m 2.1.7.

n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun bir atlas¬

S = f(U�;	�) : � 2 Ag

olsun. E¼ger

	�(U�) \	�(U�) 6= ?

olacak şekildeki 8(�; �) 2 A � A için 	�1� � 	� ve 	�1� � 	� fonksiyonlar¬, r > 0

olmak üzere, Cr s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir ise S ye Cr s¬n¬f¬ndan atlas denir,

[6].
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Tan¬m 2.1.8.

n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun Cr�s¬n¬f¬ndan bir atlas¬var ise M ye

Cr�s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir manifold denir. Ayr¬ca 8r 2 N için S diferen-

siyellenebilir ise, o zaman M ye C1 s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir manifold denir,

[6].

Tan¬m 2.1.9.

En nin iki altcümlesi U ve V olsun. Bir 	 : U �! V fonksiyonu için;

(i) 	 2 Ck (U; V ),

(ii) 	�1 : V �! U , 	�1 2 Ck (V; U), önermeleri sa¼glan¬yorsa 	 ye Ck s¬n¬f¬ndan

di¤eomor�zm denir, [6].

Tan¬m 2.1.10.

M topolojik manifold olmak üzere

vp : C1(M;R)

f

!

!

R

vp[f ]

dönüşümü 8p 2M; 8f 2 C1(M;R) için

(i) vp[�f + �g] = �vp[f ] + �vp[g] , 8f; g 2 C1(M;R); �; � 2 R

(ii) vp[fg] = g(p)vp[f ] + f(p)vp[g]:

aksiyomlar¬n¬sa¼gl¬yorsa, bu dönüşümeM nin p noktas¬nda ki bir tanjant vektörü

denir, [6].
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Tan¬m 2.1.11.

M manifoldunun bir p 2M noktas¬ndaki tanjant vektörlerinin cümlesi

TM(p) = fvpjvp : C1(M;R)! Rg

ile gösterilir. Bu cümle üzerinde, iç ve d¬̧s i̧slem, s¬ras¬yla, aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬rsa

TM(p) bir reel vektör uzay¬olur. TM(p) vektör uzay¬na,M nin p noktas¬ndaki tanjant

uzay¬denir.

� : TM(p)

(vp

�

;

TM(p)

up)

�!

�!

TM(p)

vp � up

(vp � up)[f ] = vp[f ] + up[f ] , 8f 2 C1(M;R)

� : R

(�

�

;

TM(p)

up)

�!

�!

TM(p)

�� up

(�� vp)[f ] = �vp[f ];8f 2 C1(M;R) , [6].

Tan¬m 2.1.12.

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Bir

X :M
1:1!
�orten

[
p2M

TM(p)

olarak tan¬mlanan, X fonksiyonuna M üzerinde vektör alan¬denir.

M üstünde tan¬mlanan vektör alanlar¬n¬n cümlesi �(M) ile gösterilir.

� : �(M)

(X

�

;

�(M)

Y )

�!

�!

�(M)

X � Y

6



� : R

(�

�

;

�(M)

X)

�!

�!

�(M)

�� �(M)

Bu cümle toplama ve skalarla çarpma i̧slemlerine göre bir reel vektör uzay¬d¬r. Bu

�(M) vektör uzay¬na M üzerinde vektör alanlar¬uzay¬denir, [6].

Tan¬m 2.1.13.

V bir K cismi üzerinde vektör uzay¬ve

[; ] : V � V ! V

dönüşümüde

(i) 2-lineer

(ii) Alterne ( 8X; Y 2 V için [X; Y ] = �[Y;X] )

(iii) Jakobi özdeşli¼gini sa¼glar. Yani 8X; Y; Z 2 V için

[X; [Y; Z]] + [Y; [Z;X]] + [Z; [X; Y ]] = 0

olarak verilsin. [; ] dönüşümüne, V üstünde bir Lie operatörü denir. Bu i̧slemle

birlikte V vektör uzay¬na Lie cebiri denir, [6].

Tan¬m 2.1.14.

Bir C1 -manifold M ve M üstündeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬ �(M) , C1

fonksiyonlar¬n cebiride C1(M;R) olmak üzere,

g : �(M)� �(M)! C1(M;R)

dönüşümü aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glarsa, bu dönüşüme M üzerinde Riemann metri¼gi

yada metrik tensör denir.

(i) g dönüşümü 2-lineerdir,

(ii) g dönüşümü simetriktir,

7



(iii) g(X;X) > 0; g(X;X) = 0, X = 0; X 2 �(M), [5].

Tan¬m 2.1.15

M , bir C1 �manifold olsun. M üzerinde bir Riemann metri¼gi tan¬mlan¬rsa M

ye Riemann manifoldu denir, [5].

Tan¬m 2.1.16

M bir C1 -manifold olsun. M üstünde vektör alanlar¬n¬n uzay¬�(M) ve C1

fonksiyonlar¬n cebiride C1(M;R) olmak üzere;

g : �(M)� �(M)! C1(M;R)

operatörü aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarsa M ye bir yar¬-Riemann manifoldu denir.

(i) g dönüşümü 2-lineerdir,

(ii) g dönüşümü simetriktir,

(iii) 8Y 2 �(M) için g(X; Y ) = 0) X = 0 , [5].

Tan¬m 2.1.17.

Bir C1 -manifold M ve M üstündeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬�(M) olsun.

D : �(M)

(X

�

;

�(M)

Y )

�!

�!

�(M)

DXY

operatörü

(i) DX(Y + Z) = DXY +DXZ X; Y; Z 2 �(M)

(ii) D(X+Y )Z = DXZ +DYZ

(iii) DfXY = fDXY , f 2 C1(M;R)

(iv) DXfY = fDXY +X[f ]Y

8



özellikleri sa¼gl¬yor ise D yeM üzerinde bir a�n koneksiyon ve DX e de X vektör

alan¬yönünde kovaryant türev denir, [6].

Tan¬m 2.1.18.

I , R nin aç¬k bir aral¬¼g¬olmak üzere, diferensiyellenebilen bir

� : I ! En

fonksiyonuna En de bir e¼gri denir.

Bir t 2 I de¼gerine kaŗs¬l¬k e¼grinin, elde edilen �(t) noktas¬;

�(t) = (�1(t); :::; �n(t))

şeklindedir. Buradaki �i fonksiyonlar¬I ! R diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r.

En nin koordinat fonksiyonlar¬ fx1; x2; :::; xng ise,

�i = xi � �

biçimindedir, [5].

Tan¬m 2.1.19.

� : I ! En bir e¼gri olsun. 8t 2 I için � n¬n �(t) noktas¬ndaki,

�0(t) =
d�

dt
jt = (

d�1
dt
(t); :::;

d�n
dt
(t))

vektörüne e¼grinin h¬z vektörü denir ve (�(t); �0(t)) ikilisi bir tanjant vektördür, bu

vektör k¬saca �0(t) şeklinde gösterilir, [5].

Tan¬m 2.1.20.

� : I ! En bir e¼gri olsun. 8t 2 I için � n¬n �(t) noktas¬ndaki h¬z vektörü

s¬f¬rdan farkl¬ise, � e¼grisine regüler bir e¼gri denir, [6].
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Tan¬m 2.1.21.

� : I ! En yay uzunlu¼gu ile parametrize edilen diferensiyellenebilir bir e¼gri

olsun. fT;N;Bg ise En de � boyunca ortonormal çat¬alan¬olmak üzere, T te¼get,

N normal, B binormal vektör alan¬olup fT;N;Bg ye Frenet çat¬s¬denir. O zaman

� 6= 0 ve � ya, s¬ras¬yla � n¬n e¼grili¼gi ve torsiyonu olmak üzere;

T
0
= �N;

N
0
= ��T + �B;

B
0
= ��N

denklemlerine Frenet formülleri denir, [6].

Tan¬m 2.1.22.

E¼ger bir � : I ! En e¼grisi üzerinde Y bir C1 vektör alan¬ve � üzerinde

DTY = 0

ise Y vektör alan¬na � e¼grisi üzerinde bir paralel vektör alan¬d¬r denir. E¼ger bir �

e¼grisi üzerinde

DTT = 0

ise � e¼grisine bir geodezik e¼gri ad¬verilir, [5].

Tan¬m 2.1.23.

U ,M yüzeyi üzerinde birim dik vektör alan¬olmak üzereM nin bir p noktas¬nda

Sp(vp) = �DvpU

10



eşitli¼gi ile tan¬ml¬

Sp : Tp(M)! Tp(M)

fonksiyonuna, M yüzeyinin p noktas¬nda, U birim normal vektör alan¬na ba¼gl¬şekil

operatörü (veya Weingarten dönüşümü) denir, [16].

Tan¬m 2.1.24.

E3 uzay¬nda bir M yüzeyi verilsin. Sp lineer dönüşümünün determinant¬na M

yüzeyinin p noktas¬ndaki Gauss e¼grili-

¼gi denir ve

K(p) = det(Sp)

ile gösterilir, [16].

Tan¬m 2.1.25.

E3 uzay¬nda bir M yüzeyi verilsin. Sp lineer dönüşümünün izine M yüzeyinin p

noktas¬ndaki ortalama e¼grili¼gi denir ve

H(p) =
1

2
iz(Sp)

ile gösterilir.[16].

Tan¬m 2.1.26.

M yüzeyinin ortalama e¼grilik fonksiyonu s¬f¬r ise bu yüzeye minimal yüzey denir,

[16].
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Tan¬m 2.1.27.

E3 uzay¬nda bir M yüzeyi verilsin. M nin her bir p noktas¬na

Ip : Tp(M)� Tp(M)! R; Ip(vp; wp) = hvp; wpi

kaŗs¬l¬k getiren IIp fonksiyonuna M üstünde birinci temel form denir, [16].

Tan¬m 2.1.28.

E3 uzay¬nda bir M yüzeyi verilsin. M nin her bir p noktas¬na

IIp : Tp(M)� Tp(M)! R; IIp(vp; wp) = hS(vp); wpi

kaŗs¬l¬k getiren IIp fonksiyonuna M üstünde ikinci temel form denir, [16].

Tan¬m 2.1.29.

E3 Öklid uzay¬nda bir M yüzeyi üzerinde en az biri s¬f¬rdan farkl¬diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlar f ve g olsun.

fs =
@f

@s
ve ft =

@f

@t

olmak üzere

�(f; g) =

24 fs ft

gs gt

35
şeklinde tan¬mlanan �(f; g) fonksiyonuna jakobiyen fonksiyonu denir, [14].

Tan¬m 2.1.30.

E3 Öklid uzay¬nda bir M yüzeyinin ortalama e¼grilik fonksiyonu H ve Gauss

e¼grilik fonksiyonu K olsun. M yüzeyinde

�(H;K) = 0
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eşitli¼gi sa¼glan¬rsa bu yüzeye Weingarten yüzeyi veya W -yüzey denir, [13].

Tan¬m 2.1.31.

E3 Öklid uzay¬nda M bir weingarten yüzey olsun.E¼ger bu yüzey için

ak1 + bk2 = c; (a; b; c) 6= (0; 0:0); a; b; c 2 R

lineer denklemi sa¼glan¬rsa bu yüzeye Lineer Weingarten yüzey veya LW�yüzey

denir, [13].

Tan¬m 2.1.32.

� : [a; b] �! E3 birim h¬zl¬bir e¼gri olsun.

M(s; �) = �(s) + � [N(s) cos � +B(s) sin �] ; a � s � b

parametrik yüzeyine, � üzerinde tan¬ml¬� > 0 yar¬çapl¬bir tubular yüzey denir,

[7].

Teorem 2.1.33.

�, M yüzeyinde bir e¼gri ve U, M yüzeyinin birim dik vektör alan¬olsun. �

e¼grisinin bir asimtotik e¼gri olmas¬ için gerek ve yeter şart


�
00
;U
�
= 0 olmas¬d¬r,

[16].

Teorem 2.1.34.

3- boyutlu Öklid uzay¬ndaM yüzeyinin asli e¼grilikleri k1 ve k2 olsun. M yüzeyinin

Gauss e¼grili¼gi K, ortalama e¼grili¼gi H olmak üzere

k1 = H +
p
H2 �K; k2 = H �

p
H2 �K

sa¼glan¬r, [15].
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3. BÖLÜM

Bu bölümde, 3- boyutlu Öklid uzay¬nda birim h¬zl¬bir � e¼grisi üzerindeki

ak1 + bk2 = c

şart¬n¬sa¼glayan tubular W - yüzeyi incelendi. Burada a; b; c sabitler, k1 ve k2 ise M

yüzeyinin asli e¼griliklerini göstermektedir. Daha sonra bu yüzey ile ilgili teorem ve

sonuçlar verilip ispatland¬.

3.1. Öklid Uzay¬nda Weingarten ve Lineer Weingarten Tipli Yüzeyler

�; E3 de birim h¬zl¬bir e¼gri ve M yüzeyinde E3 de � e¼grisi taraf¬ndan üretilen

tubular yüzey olsun. Bu durumda tubular yüzey

M(s; �) = �(s) + � [N(s) cos � +B(s) sin �] ; a � s � b (3.1.1)

parametrizasyonu ile verilir. M yüzeyinin s ve � ya göre türevleri al¬narak, Frenet

formüllerinden yararlan¬l¬rsa,

Ms = (1� �� cos �)T� (�� sin �)N+ (�� cos �)B; (3.1.2)

M� = �(� sin �)N+ (� cos �)B

elde edilir. Bu durumda (3.1.2) eşitlikleriden, M yüzeyinin I: temel formunun kat-

say¬lar¬

E = �2� 2 + (1� �� cos �)2; F = �2� ; G = �2 (3.1.3)

d¬r. M yüzeyinin birim normal vektör alan¬(3.1.2) denklemlerinden

U = � cos �N� sin �B

dir. M yüzeyinin s ve � ya göre ikinci türevleri al¬n¬rsa,

Mss = ��� sin �T+ ((1� �� cos �)�� �� 2 cos �)N� �� 2 sin �B;

Ms� = (1 + �� sin �)T��� cos �N��� sin �B;

M�� = �� cos �N�� sin �B



elde edilir. Bu durumda, M yüzeyinin II: temel formunun katsay¬lar¬

e = ��� 2 � (� cos �)(1� �� cos �); f = ��; g = � (3.1.4)

olur. Di¼ger taraftan, (3.1.3) ve (3.1.4) denklemlerindenM yüzeyininK Gauss e¼grili¼gi

ve H ortalama e¼grili¼gi

K = � � cos �

�(1� �� cos �)
; H = � (1� 2�� cos �)

2�(1� �� cos �)
(3.1.5)

bulunur. Burada (3.1.5) denklemlerinin s ve � ya göre k¬smi türevleri al¬n¬rsa

Ks = � �s cos �

�(1� �� cos �)2
; K� =

� sin �

�(1� �� cos �)2
(3.1.6)

Hs = � �s cos �

2(1� �� cos �)2
; H� =

� sin �

2(1� �� cos �)2
(3.1.7)

Lemma 3.1.1.

M , � e¼grisi taraf¬ndan üretilen bir tubular yüzey ve M nin asli e¼grilikleri k1 ve

k2 olsun. Bu durumda

�(k1; k2) = 0

jakobi eşitli¼gi sa¼glan¬r, [8].

·Ispat: (3.1.4) denklemlerini

k1 = H +
p
H2 �K; k2 = H �

p
H2 �K

eşitliklerinde yerine yaz¬l¬rsa, k1 ve k2 asli e¼grilikleri

k1 =
� cos �

1� �� cos �
; k2 = �

1

�
(3.1.8)

olur.
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Di¼ger taraftan k1 ve k2 nin s ve ��ya göre k¬smi türevleri al¬n¬rsa

k1s =
�s cos �

(�1 + �� cos �)2 ; k1� = �
� sin �

(�1 + �� cos �)2 ;

(3.1.9)

k2s = 0; k2� = 0

elde edilir. Buradan Jakobiyen fonksiyonun tan¬m¬ndan

�(k1; k2) = k1sk2� � k1�k2s = 0 (3.1.10)

olup, M yüzeyi bir Weingarten yüzeydir.

Teorem 3.1.2.

E3 de birim h¬zl¬bir e¼gri taraf¬ndan üretilen bir tubular yüzey M olsun. E¼ger

M yüzeyi üzerinde s¬f¬rdan farkl¬a; b; c 2 R için

ak1 + bk2 = c

lineer eşitli¼gi sa¼glan¬yor ise aşa¼g¬daki iki durumdan biri mevcuttur.

i) M , E3 de dairesel silindirin aç¬k bir parças¬d¬r.

ii) � 6= 0 ise sin � = 0 d¬r.

·Ispat: i) M yüzeyi üzerinde s¬f¬rdan farkl¬a; b; c 2 R için

ak1 + bk2 = c

lineer eşitli¼gi sa¼glans¬n. O halde (3.1.8) eşitli¼gi lineerlik şart¬nda yerine yaz¬l¬rsa,

� 6= 0 olmak üzere,

a
� cos �

1� �� cos �
+ b(�1

�
) = c; (3.1.11)

a�� cos �

�(1� �� cos �)
+
�b+ b�� cos �

�(1� �� cos �)
= c;
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ve

a�� cos � � b+ b�� cos � = c�� c�2� cos �;

(a+ b+ c�)�� cos � � b� c� = 0

olup

(a+ b+ c�)�� = 0; b = � c�;

a�� = 0

elde edilir. a 6= 0 oldu¼gundan, � = 0 elde edilir.

ii) (3.1.11) denklemde her iki taraf¬n � ya göre k¬smi türevi al¬n¬rsa;

�a� sin �(1� �� cos �)� �a�2 cos � sin �

(1� �� cos �)2
= 0

olup,

�a� sin � = 0

elde edilir. Böylece

� 6= 0 ise sin � = 0

dir.
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Teorem 3.1.3.

E3 de birim h¬zl¬bir e¼gri taraf¬ndan üretilen bir tubular yüzey M olsun. E¼ger

M yüzeyi üzerinde b 6= 0 ve � 6= 0 için

ak1 + bk2 = c

lineer eşitli¼gi sa¼glan¬yor ise M yüzeyi bir minimal yüzey olamaz, [8].

·Ispat: M yüzeyi üzerinde a 6= 0 ve � 6= 0 için

ak1 + bk2 = c

lineer eşitli¼gi sa¼glans¬n. Burada (3.1.7) eşitli¼gi lineerlik şart¬nda yaz¬l¬rsa

a
� cos �

1� �� cos �
+ b(�1

�
) = c;

a�� cos �

�(1� �� cos �)
+
�b+ b�� cos �

�(1� �� cos �)
= c;

ve

a�� cos � � b+ b�� cos � = c�� c�2� cos �;

(a+ b+ c�)�� cos � � b� c� = 0;

olup

(a+ b+ c�)�� = 0; b = � c�;

a�� = 0;

elde edilir. Burada, a 6= 0 oldu¼gundan � = 0 olur. (3.1.4) eşitli¼ginde � = 0 yaz¬l¬rsa

H 6= 0 oldu¼gu görülür. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.
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Teorem 3.1.4.

E3 de birim h¬zl¬ bir e¼gri taraf¬ndan üretilen bir tubular yüzey M olsun. M

yüzeyi üzerindeki ortalama e¼grili¼gin sabit olmas¬için gerek ve yeter şart � e¼grisinin

bir do¼gru olmas¬d¬r, [8].

·Ispat:(=)) M yüzeyi üzerindeki ortalama e¼grilik sabit olsun. O halde;

H = � (1� 2�� cos �)
2�(1� �� cos �)

= c;

olur. Buradan

2�� cos � � 1 = 2c�� 2c�2� cos �;

2�� cos � � 1� 2c�+ 2c�2� cos � = 0

ve

(1 + c�)2�� cos � + (�1� 2c�) = 0;

(1 + c�)2�� = 0; 2c� = � 1;

olup

�� = 0;

elde edilir. � 6= 0 oldu¼gundan � = 0 olur. Böylece � e¼grisinin bir do¼gru oldu¼gu elde

edilir.

((=) � e¼grisinin bir do¼gru oldu¼gunu kabul edelim. Dolay¬syla � = 0 d¬r. (3.1.5)

eşitli¼ginde, H ortalama e¼grili¼ginde � = 0 al¬n¬rsa

H = � 1

2�
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olur. Burada � 6= 0 oldu¼gundan H sabit olur. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.1.5.

E3 de birim h¬zl¬bir e¼gri taraf¬ndan üretilen bir tubular yüzey M olsun. M

yüzeyi üzerinde umbilik nokta yoktur, [8].

·Ispat. Kabul edelimki p noktas¬M tubular yüzeyinin bir umbilik noktas¬ve p

noktas¬ndaki asli e¼grilikler k1(p) ve k2(p) olsun. p bir umbilik nokta ise

k1(p) = k2(p)

olup,

�(p) cos �

1� ��(p) cos �
= �1

�

ifadesinden

���(p) cos � = 1� ��(p) cos �

1 = 0

elde edilir. Bu denklemin çözüm kümesi olmad¬¼g¬ndan, M yüzeyi üzerindeki hiçbir

nokta umbilik nokta de¼gildir.

Örnek 3.1.6.

� : [0; 2�]! E3 e¼grisi

�(s) = (3 cos
s

5
; 3 sin

s

5
;
4

5
s)

parametrizasyonu ile verilsin. Burada � e¼grisinin Frenet çat¬s¬ndaki ortagonal birim

vektörler alanlar¬
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�
0
(s) = T (s) = (�3

5
sin

s

5
;
3

5
cos

s

5
;
4

5
)

T
0
(s) = (� 3

25
cos

s

5
;� 3
25
sin

s

5
; 0)

�(s) =



T 0

(s)



 = 3

25
(3.1.12)

N(s) =
1

�(s)
T
0
(s) = (� cos s

5
;� sin s

5
; 0)

B(s) = T (s)�N(s) = (
4

5
sin

s

5
;�4
5
cos

s

5
;
3

5
)

d¬r. (3.1.12) ifadelerinden, (3.1.1) parametrizasyonunda � = 1 için yaz¬l¬rsa

M(s; �) = (3 cos
s

5
�cos s

5
cos �+

4

5
sin

s

5
sin �; 3 sin

s

5
�sin s

5
cos ��4

5
cos

s

5
sin �;

4

5
s+
3

5
sin �)

(3.1.13)

elde edilir. Bu elde edilen tubular yüzeyi ve (3.1.12) deki ifadeleri (3.1.5) da yerine

yazarak bu yüzeyin Gauss ve ortalama e¼grili¼gi

K = � 1
25

3 cos �

(25� 3 cos �) ; H = � 1
50

(25� 6 cos �)
(25� 3 cos �) (3.1.14)

dir. (3.1.13) parametrizasyonu ile verilen tubular yüzey jakobi eşitli¼gini sa¼glar.

Gerçekten;

Ks = 0; K� =
1

25

3 sin �

(25� 3 cos �)2 (3.1.15)

Hs = 0; H� =
1

50

3 sin �

(25� 3 cos �)2 (3.1.16)

21



olup,

�(K;H) = KsH� �K�Hs = 0

elde edilir. Böylece, M tubular yüzeyi bir W�yüzeydir.

Şekil 1. M tubular yüzeyi bir W -yüzeydir.

M yüzeyinin asli e¼grilikleri için (3.1.7) daki denklemleri kullan¬rsak;

k1 =
1

25
(

3 cos �

25� 3 cos � ); k2 = �1 (3.1.17)

elde edilir. Burada (3.1.17) eşitlikleri lineerlik şart¬ile birlikte düşünülürse,

a

25
(

3 cos �

25� 3 cos � )� b = c; (a; b; c) 6= (0; 0:0); a; b; c 2 R (3.1.18)

olacak şekilde s¬f¬rdan farkl¬ a; b; c 2 R say¬lar¬bulunur. O haldeM tubular yüzeyi
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bir LW�yüzey dir.

Şekil 2. M tubular yüzeyi bir LW -yüzeydir.
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4. BÖLÜM

SONUÇ

3- boyutlu Öklid uzay¬nda birim h¬zl¬bir e¼gri taraf¬ndan üretilen Weingarten ve

lineer Weingarten yüzeylerin baz¬özellikleri incelendi. Daha sonra Tubular Wein-

garten yüzeyler verilerek bu yüzeylere örnek oluştuldu. Mathematica program¬

yard¬m¬yla Weingarten ve lineer Weingarten yüzeylerin şekilleri elde edildi.

Teorem 3.1.2 ye ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki sonuç elde edildi.

Sonuç 4.1.1.

E3 de birim h¬zl¬bir e¼gri � ve M; � e¼grisi taraf¬ndan üretilen bir tubular yüzey

olsun. E¼ger M yüzeyi üzerinde a 6= 0 ve � 6= 0 için

ak1 + bk2 = c

lineer eşitli¼gi sa¼glan¬yor ise bu yüzey ya silindirin bir parças¬d¬r yada e¼grinin e¼grili¼gi

s¬f¬rdan farkl¬ise sin � = 0 d¬r.

Teorem 3.1.3 e ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki sonuç elde edildi.

Sonuç 4.1.2.

E3 de birim h¬zl¬bir e¼gri taraf¬ndan üretilen bir tubular yüzey M olsun. E¼ger

M yüzeyi üzerinde b 6= 0 ve � 6= 0 için

ak1 + b2 = c

lineer eşitli¼gi sa¼glan¬yor ise M , bir minimal yüzey olamaz.



Teorem 3.1.4 ye ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki sonuç elde edildi.

Sonuç 4.1.3.

E3 de birim h¬zl¬ bir e¼gri taraf¬ndan üretilen bir tubular yüzey M olsun. M

yüzeyi üzerindeki ortalama e¼grili¼gin sabit olmas¬için gerek ve yeter şart a e¼grisinin

bir do¼gru olmas¬d¬r.

Teorem 3.1.5 ye ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki sonuç elde edildi.

Sonuç 4.1.4.

E3 de birim h¬zl¬ bir e¼gri taraf¬ndan üretilen bir tubular yüzey M olsun. M

yüzeyinin umbilik noktas¬yoktur.
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