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OZET

E3 UZAYINDA WEINGARTEN VE LINEER WEINGARTEN TiPi
YUZEYLER UZERINE

Bu calisma dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim; calismanin giris kismi olup, ii¢ boyutlu Oklid uzayimda We-
ingarten ve Lineer Weingarten tipli yiizeyler tizerinde yapilan caligmalar hakkinda
literatiirdeki bilgiler incelendi.

Ikinci boliimde; Weingarten ve Lineer Weingarten tipli yiizeyler icin kullanilan
temel tanimlar ve teoremler verildi.

Uciincii boliimde; ii¢ boyutlu Oklid uzaymda Weingarten ve lineer Weingarten
tipli yiizeyler incelendi. Bu yiizeylerin ortalama ve Gauss egrilikleri elde edildi.
Daha sonra bu yiizeye ornek verilerek Mathematica programi yardimiyla sekilleri
verildi.

Dordiincii boliim ise ¢aligmanin sonug kismidir.

Anahtar Kelimeler: Tubular yiizey, Jakobiyen fonksiyonu, Weingarten yiizey,

Lineer Weingarten yiizey, Gauss egriligi, Ortalama egrilik, Asli Egrilik.
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ABSTRACT

ON THE WEINGARTEN AND LINEAR WEINGARTEN SURFACES
IN E3

This thesis consist of four chapters.

The first chapter has been devoted to the introduction. In this section it is
given that informations about Weingarten and linear Weingarten surfaces in three
dimensional Fuclidean spaces in the literature.

In the second chapter; fundamental definitions and theorems of Weingarten and
linear Weingarten surfaces are given.

In the third chapter Weingarten and linear Weingarten surfaces in three dimen-
sional Euclidean spaces are given. Then, mean curvature and Gauss curvature of

the surface is obtained. Also, example using the progam Mathematica is given.

The fourth chapter has been devoted to the conclusion.
Keywords: Tubular surface, Jacobien function, Weingarten surface, linear
Weingarten surface, translation surfaces, Gauss curvature, mean curvature, prin-

cipal curvature.
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1. BOLUM
GIRIS

3- boyutlu Oklid uzayinda yiizeyler teorisi énemli bir yere sahiptir ve bir cok
matematikci tarafindan caligilmigtir. Weingarten yiizey ve Lineer Weingarten yiizey
yiizey teorisinin ilgin¢ konularindan biri olmustur. Oklid uzayinda Weingarten ve
Lineer Weingarten tipli yiizeyler bir cok geometrici tarafindan farkli agilardan ince-

lenmigtir.

Weingarten yiizeyler ilk olarak 1861 yilinda Weingarten tarafindan bulunmus-
tur. 3- boyutlu Oklid uzayimda bir M yiizeyinin ortalama egriligi ve Gauss egriligi,
sirasiyla, H ve K olmak iizere, eger Gauss egriligi ve ortalama egriligi arasindaki
Jakobi 6zdesligi ¢(H, K) = 0 saglaniyorsa, M yiizeyi bir Weingarten yiizeydir.
Weingarten yiizey ornekleri donel yiizeyleri ve sabit ortalama egrilikli veya sabit

Gauss egrilikli yiizeyleri kapsar.

Tuncer; 3- boyutlu Oklid uzayinda Gauss egriligi, ortalama egrilik, ikinci Gauss
ve ikinci ortalama egriliklerinden yararlanarak tubular Weingarten yiizeyleri in-

celemigtir, [15].

Lopez; 3- boyutlu Oklid uzayimnda k; ve ky yiizeyin asli egrilikleri, a ve b reel
sayilar olmak tizere

k1 =aky+0b

lineerlik sartim saglayan Weingarten yiizeyleri incelemistir, [12].

Karacan; 3- boyutlu Oklid uzayinda ve 3- boyutlu Minkowski uzayinda c reel bir
say1 olmak iizere

akl + bk’g = C

Weingarten sartini saglayan yiizeyleri incelemistir, [8].



Galvez; Lineer Weingarten yiizeylerin harmonik goriintiileri (representation) elde
etmigtir. Ayrica eliptik lineer Weingarten yiizeylerin bazi karakterizasyonlarini elde

etmistir, [3].

Yayli; paralel lineer Weingarten yiizeyleri ¢alismistir. Yiizeyin lineer Weingarten
olmasi i¢in verilen yiizeyin paralel yiizeyinin de lineer Weingarten olmasi gerektigini

elde etmistir. [16].

Ro; 3- boyutlu Oklid uzayimda Gauss egriligi ve ortalama egriligin bazi denklem-

lerinden yararlanarak Weingarten yiizeyleri incelemistir, [13].

Bu calismada ise 3— boyutlu Oklid uzayinda, Weingarten ve lineer Weingarten
yiizeyler incelenerek, bu yiizeylerin bazi karakterizasyonlari elde edildi. Ayrica, bu
yiizey icin 6rnek olusturularak, bu yiizeyin Mathematica programi yardimiyla sekli

verildi.



2. BOLUM
2.1. Temel Tanim ve Teoremler
Tanim 2.1.1.

X bos olmayan bir ciimle ve 7 ailesi de P(X) kuvvet ciimlesinin herhangi bir
alt ciimlesi olsun. Eger 7 C P(X) agagidaki ozellikleri saglarsa, 7 ya X iizerinde bir
topologi, (X, T) ikilisine bir topolojik uzay denir.

() X,oer

(ii) 7 da alinan her sayida elemanlarin birlesimi 7 ya aittir; yani, / herhangi bir
indis ciimlesi olmak iizere V{A;};c; € T igin, i[e]IAi € 7 dir.

(iii) 7 da alinan her sonlu sayida elemanlarinin kesigimi 7 ya aittir; yani, J sonlu

indis ctimlesi olmak iizere V{A;};c; € T icin ﬂJAi € 1 dir, [6].
1€
Tanim 2.1.2.

X bir topolojik uzay olsun ve farkli iki p,q € X noktalarimin X deki agik
komsuluklari, sirasiyla, U ve V olsun. Eger U ve V yi U NV = @ olacak sekilde
secilebiliyorsa X topolojik uzayma bir Hausdorff uzay: denir, [6].

Tanim 2.1.3.
X ve Y birer topolojik uzay olsun. Bir f : X — Y fonksiyonu i¢in,

(i) f stirekli,
(ii) f~! mevcut,

(iii) f~! siirekli ise f fonksiyonuna X ’den Y ’ye bir homeomorfizm denir, [6].
Tanim 2.1.4.

M bir Hausdorff uzay olsun. M icin agagidaki 6nermeler dogru ise M ye n-boyutlu

topolojik manifold (veya kisaca topolojik n-manifold) denir.



(i) M bir Hausdorff uzayidir.
(ii) M nin herbir acik alt ciimlesi E* Oklid uzaymm bir acik ciimlesine veya E"
e homeomorftur.

(iii) M sayilabilir ¢oklukta agik ciimlelerle ortiilebilir, [6].
Tanim 2.1.5.

M bir topolojik n—manifold olsun. Bir p € M noktasinin M de ki bir U agik
komsgulugu, ¥ homeomorfizmi sayesinde E" nin bir V' acik altciimlesine homeomorfik

ise (U, ¥) ikilisine M nin p noktasindaki bir koordinat komsulugu (harita) denir, [6].
Tanim 2.1.6.

M, n-boyutlu topolojik bir manifold ve V,, C M acik alt ciimlelerinin {V} ailesi
de M nin bir ortiisii olsun. Bu durumda herbir V,, acigimmin E" deki bir U, agk
altciimlesine homeomorf oldugunu kabul edelim. A bir indeks ciimlesini gostermek

iizere, elde edilen (U,, V¥, ) koordinat komguluklarimin
S={(U,,V,):aec A}
ailesine M nin bir atlas: denir, [6].

Tanim 2.1.7.

n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun bir atlasi
S ={(Uqs,V,) : a € A}
olsun. Eger
\I’a(Ua) A ‘IJ,B(UB) # O

olacak sekildeki V(a,3) € A x A igin ¥ ! o Uy ve \Ilgl o ¥, fonksiyonlari, » > 0
olmak iizere, C" smifindan diferensiyellenebilir ise S ye C" sinifindan atlas denir,

[6].



Tanim 2.1.8.

n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun C”—smifindan bir atlas1 var ise M ye
C"—simafindan diferensiyellenebilir manifold denir. Ayrica Vr € N icin S diferen-

siyellenebilir ise, o zaman M ye C* sinifindan diferensiyellenebilir manifold denir,

[6].
Tanim 2.1.9.

E™ nin iki altciimlesi U ve V olsun. Bir ¥ : U — V fonksiyonu i¢in;

(i) v eCr(U,V),

(i) vV — U, ¥t e C*(V,U), snermeleri saglaniyorsa ¥ ye C* sinifindan
diffeomorfizm denir, [6].

Tanim 2.1.10.

M topolojik manifold olmak iizere

vt C®(M,R) — R
f — plf]

doniigiimii Vp € M, Vf € C*°(M,R) igin

(1) vp[Af + ngl = Mplf] + poplg] , Vg € C°(MR), A, p e R
(i) wvplfgl = gp)vplf] + f(p)vplg].
aksiyomlarini sagliyorsa, bu doniisiime M nin p noktasinda ki bir tanjant vektori

denir, [6].



Tanim 2.1.11.

M manifoldunun bir p € M noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesi
T (p) = {vp|vy : C°(M,R) — R}

ile gosterilir. Bu ciimle tizerinde, i¢ ve dig iglem, sirasiyla, agagidaki gibi tanimlanirsa
T (p) bir reel vektor uzayi olur. Ty (p) vektor uzayma, M nin p noktasindaki tanjant

uzayr denir.
S Tulp) x Tulp) — Tu)
(vp ’ u) — v, 0y,

(vp © up)[f] = vplf] + uplf] , Vf € CF(M,R)

©: R x Tylp) — Tu(p)
(A ., ouw,) — AOu,
(A O vp)[f] = Av,p[f].Vf € C(M,R) , [6].

Tanim 2.1.12.

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Bir

X:M =5 | Tulp)

orten
peEM

olarak tanimlanan, X fonksiyonuna M iizerinde vektor alani denir.

M iistiinde tamimlanan vektor alanlarinin ciimlesi x (M) ile gosterilir.

G x(M) x x(M) —  x(M)
(X , Y) — Xo&VY



O R x (M) —  x(M)
(A , X) — Aox(M)
Bu ciimle toplama ve skalarla ¢arpma iglemlerine gore bir reel vektor uzayidir. Bu

X (M) vektor uzayma M iizerinde vektor alanlar: uzay: denir, [6].
Tamm 2.1.13.
V bir K cismi iizerinde vektor uzay1 ve
L]: VXV -V

doniisiimiide
(i) 2-lineer
(ii) Alterne (VX,Y € V igin [ X, Y] = —[Y, X])
(iii) Jakobi 6zdegligini saglar. Yani VXY, Z € V igin

[X7 [Y7 ZH + [Yv [ZaX” + [Za [XvYH =0

olarak verilsin. [,] déniigiimiine, V iistiinde bir Lie operatérii denir. Bu iglemle

birlikte V' vektor uzayma Lie cebiri denir, [6].
Tanim 2.1.14.

Bir C* -manifold M ve M iistiindeki vektoér alanlarmin uzayr y(M) , C*

fonksiyonlarin cebiride C*° (M, R) olmak iizere,
g X(M) x x(M) — C*(M,R)

doniistimii agagidaki sartlar1 saglarsa, bu doniisiime M {izerinde Riemann metrig:

yada metrik tensér denir.

(i) g doniigiimii 2-lineerdir,

(i) ¢ doniisiimii simetriktir,



(i) g(X, X) >0, g(X,X)=0& X =0, X € x(M), [5].
Tanim 2.1.15

M, bir C*° —manifold olsun. M iizerinde bir Riemann metrigi tanimlanirsa M

ye Riemann manifoldu denir, [5].
Tanim 2.1.16

M bir C* -manifold olsun. M iistiinde vektor alanlarimn uzayr x (M) ve C*

fonksiyonlarin cebiride C*°(M, R) olmak {izere;
g9 x(M) x x(M) — C=(M,R)
operatorii agagidaki ozellikleri saglarsa M ye bir yari- Riemann manifoldu denir.

(i) g dontisiimii 2-lineerdir,
(ii) ¢ doniisiimii simetriktir,

(iii) VY € x(M) i¢in ¢(X,Y)=0= X =0, [5].
Tanim 2.1.17.

Bir C*° -manifold M ve M iistiindeki vektor alanlarimin uzayi x (M) olsun.

D @ x(M) x x(M) — x(M)
(X , Y) — DyxY

operatorii

() Dx(Y + Z) = DxY + DxZ X.,Y,Z € x(M)
(ii) Dixv)Z = DxZ + Dy Z

(iii) D;xY = fDyY , f € C*(M,R)

(iv) DxfY = fDxY + X[f]Y



ozellikleri saghyor ise D ye M iizerinde bir afin koneksiyon ve Dx e de X vektor

alan1 yoniinde kovaryant tirev denir, [6].
Tanim 2.1.18.
I , R nin acik bir araligi olmak iizere, diferensiyellenebilen bir
a:l —E"

fonksiyonuna E" de bir egri denir.

Bir t € I degerine karsilik egrinin, elde edilen «(t¢) noktas;

a(t) = (aq(t), ..., an(t))

seklindedir. Buradaki a; fonksiyonlar1 I — R diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

E"™ nin koordinat fonksiyonlar1 {zy,xs,...,2,} ise,
o =T;0Q
bigimindedir, [5].
Tanim 2.1.19.

a: ] — E" bir egri olsun. V¢ € I igin a nin «(t) noktasindaki,

()= 2 = (B, Doy

vektoriine egrinin hiz vektori denir ve («(t), o/ (t)) ikilisi bir tanjant vektordir, bu

vektor kisaca o/ (t) seklinde gosterilir, [5].
Tamm 2.1.20.

a : I — E" bir egri olsun. V¢ € [ i¢in « nin «a(t) noktasindaki hiz vektorii

sifirdan farkli ise, a egrisine regiiler bir egri denir, [6].



Tanim 2.1.21.

a : I — E" yay uzunlugu ile parametrize edilen diferensiyellenebilir bir egri
olsun. {T,N,B} ise E" de o boyunca ortonormal gati alani olmak iizere, T teget,
N normal, B binormal vektor alam olup {T, N, B} ye Frenet ¢atisi denir. O zaman

k # 0 ve T ya, sirasiyla o nin egriligi ve torsiyonu olmak {izere;

T = kN,
N = —kT+7B,
B = —7N

denklemlerine Frenet formiilleri denir, [6].
Tanmim 2.1.22.
Eger bir o : [ — E" egrisi tizerinde Y bir C'*™° vektor alan1 ve « iizerinde
DrY =0

ise Y vektor alanina « egrisi tizerinde bir paralel vektér alanidir denir. Eger bir
egrisi iizerinde

DrT =0

ise « egrisine bir geodezik egri adi verilir, [5].

Tanim 2.1.23.

U, M yiizeyi iizerinde birim dik vektor alani olmak {izere M nin bir p noktasinda

10



esitligi ile taniml

Sy T,(M) — T,(M)

fonksiyonuna, M yiizeyinin p noktasinda, U birim normal vektor alanina bagh gekil

operatori (veya Weingarten doniisimi) denir, [16].
Tanim 2.1.24.

E? uzayinda bir M yiizeyi verilsin. S, lineer doniigiimiiniin determinantina M
yiizeyinin p noktasindaki Gauss egrili-
gi denir ve

K(p) = det(5))

ile gosterilir, [16].

Tanim 2.1.25.

[E* uzaymda bir M yiizeyi verilsin. S, lineer doniisiimiiniin izine M yiizeyinin p

noktasindaki ortalama egriligi denir ve

H(p) = 5ix(5,)

ile gosterilir.[16].

Tanim 2.1.26.

M yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu sifir ise bu yiizeye minimal yiizey denir,

[16].
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Tanim 2.1.27.

[E? uzayinda bir M yiizeyi verilsin. M nin her bir p noktasina
L GM) x B(M) = B Ly, w,) = (v,w,)

kargilik getiren /1, fonksiyonuna M iistiinde birinci temel form denir, [16].

Tanim 2.1.28.

[E? uzayinda bir M yiizeyi verilsin. M nin her bir p noktasina

I, : T,(M) x T,(M) — R, I, (vp, wp) = (S(vp), wyp)
karsilik getiren /1, fonksiyonuna M iistiinde ikinci temel form denir, [16].
Tanim 2.1.29.

E? Oklid uzaymda bir M yiizeyi iizerinde en az biri sifirdan farkl diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlar f ve g olsun.

_af of
fs g ve ft (915
olmak tizere
Is  f
(f,g) = t
gs gt

seklinde tammmlanan ®(f, g) fonksiyonuna jakobiyen fonksiyonu denir, [14].
Tanim 2.1.30.

E3 Oklid uzaymda bir M yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu H ve Gauss

egrilik fonksiyonu K olsun. M yiizeyinde
®(H,K)=0

12



esitligi saglanirsa bu yiizeye Weingarten yiizeyi veya W-yiizey denir, [13].

Tanim 2.1.31.

E3 Oklid uzaymda M bir weingarten yiizey olsun.Eger bu yiizey icin

aky + bky = c, (a,b,c) # (0,0.0), a,b,c € R

lineer denklemi saglanirsa bu yiizeye Lineer Weingarten yiizey veya LW —yiizey

denir, [13].
Tanim 2.1.32.
a : [a,b] — E? birim hizh bir egri olsun.
M(s,0) = a(s) + N[N(s)cosf + B(s)sinf], a <s<b

parametrik yiizeyine, « iizerinde tanimli A > 0 yaricaph bir tubular yiizey denir,

[7].
Teorem 2.1.33.

a, M yiizeyinde bir egri ve U, M yiizeyinin birim dik vektor alanmi olsun. «
egrisinin bir asimtotik egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart <a", U> = 0 olmasidir,

[16].
Teorem 2.1.34.

3- boyutlu Oklid uzayinda M yiizeyinin asli egrilikleri k; ve ks olsun. M yiizeyinin

Gauss egriligi K, ortalama egriligi H olmak iizere

hh=H+VH - K, ky=H—-VH - K

saglanir, [15].

13



3. BOLUM
Bu bsliimde, 3- boyutlu Oklid uzaymda birim hizh bir « egrisi iizerindeki

akl + bk’g =C

sartini saglayan tubular W- yliizeyi incelendi. Burada a, b, c sabitler, k; ve ky ise M
yiizeyinin asli egriliklerini gostermektedir. Daha sonra bu yiizey ile ilgili teorem ve

sonuglar verilip ispatlandi.
3.1. Oklid Uzayinda Weingarten ve Lineer Weingarten Tipli Yiizeyler
a, E3 de birim hizhi bir egri ve M yiizeyinde E3 de « egrisi tarafindan iiretilen
tubular yiizey olsun. Bu durumda tubular yiizey
M(s,0) = a(s) + A\[N(s) cos + B(s)sinf], a <s<b (3.1.1)

parametrizasyonu ile verilir. M yiizeyinin s ve 6 ya gore tiirevleri alinarak, Frenet

formiillerinden yararlanilirsa,

My = (1= Xkcos@)T — (A7sin@)N + (A7 cos0)B, (3.1.2)
My = —(Asinf)N + (Acost)B

elde edilir. Bu durumda (3.1.2) egitlikleriden, M yiizeyinin I. temel formunun kat-

say1ilari

E =X+ (1—-Xscos)? F=X\r, G=)\ (3.1.3)
dir. M yiizeyinin birim normal vektor alam (3.1.2) denklemlerinden
U = —cosfN —sinB
dir. M yiizeyinin s ve 6 ya gore ikinci tiirevleri alinirsa,
M,, = MrsindT + ((1 — Ascosf)k — A% cos )N — A2 sin 6B,
My = (14 Axsin®)T—A7cosN—A7sinbB,
Mpy = —AcosN—M\sinfB



elde edilir. Bu durumda, M yiizeyinin I]. temel formunun katsayilar
e= A% —(kcosf)(1 — Akcost), f=AT, g= A (3.1.4)

olur. Diger taraftan, (3.1.3) ve (3.1.4) denklemlerinden M yiizeyinin K Gauss egriligi
ve H ortalama egriligi
K cosf (1 —2X\kcos?)

K=— H=-— 1.
A1 — Ak cosf)’ 2X\(1 — Ak cosb) (3:1.5)

bulunur. Burada (3.1.5) denklemlerinin s ve 6 ya gore kismi tiirevleri alinirsa

K¢ cosf Kk sin 0
K, = — u ., Ky= 1.
A1 — Ak cos6)? ’ A1 — Ak cos 6)? (3:1.6)
H o= K CcOS 6 H, K sin 6 (3.1.7)

~2(1 = Mk cosh)? ~ 2(1 = M cos0)?

Lemma 3.1.1.

M, « egrisi tarafindan iiretilen bir tubular yiizey ve M nin asli egrilikleri k; ve
ko olsun. Bu durumda

q)(k’l, k’g) =0

jakobi egitligi saglanir, [8].
Ispat: (3.1.4) denklemlerini
b=H+VH - K, ky=H-VH - K

esitliklerinde yerine yazilirsa, k; ve ko asli egrilikleri

K cos 1
=T = 1.
F 1 — Mkcosf’ ks A (3.1.8)

olur.
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Diger taraftan k; ve ky nin s ve 6’ ya gore kismi tiirevleri alinirsa

P K¢ cosf P Kk sin 0
BT (Sl Akcos0)2 T (=1 + Akcos6)?
(3.1.9)
kos = 0, kg =0
elde edilir. Buradan Jakobiyen fonksiyonun tanimindan
Dk, ko) = kiskag — krgkas =0 (3.1.10)

olup, M yiizeyi bir Weingarten yiizeydir.
Teorem 3.1.2.

E? de birim hizlhi bir egri tarafindan iiretilen bir tubular yiizey M olsun. Eger

M yiizeyi iizerinde sifirdan farkli a, b, ¢ € R igin
akl + bk’g = C

lineer esitligi saglaniyor ise asagidaki iki durumdan biri mevcuttur.
i) M, E? de dairesel silindirin agik bir pargasidir.
i1) Kk # 0 ise sinf = 0 dur.

Ispat: i) M yiizeyi iizerinde sifirdan farkli a, b, ¢ € R i¢in
aky + bky = ¢

lineer esitligi saglansin. O halde (3.1.8) egitligi lineerlik sartinda yerine yazilirsa,

A # 0 olmak {izere,

K cosf 1
L 111
al—)\/fcosﬁ+b< )\) “ (3 )

alk cos 0 n —b+ bAkcosf
A1 —Akcost) A1 — AkcosB)

= ¢,
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ve

akcosh — b+ brcosh = ch — cA?kcost,

(@+b+cA\)Akcosh —b—ch =
olup

(a+b+cA)Ak =0, b= —c\

ark = 0
elde edilir. a # 0 oldugundan, x = 0 elde edilir.

i1) (3.1.11) denklemde her iki tarafin 6 ya gore kismi tiirevi alinirsa;

—aksin (1 — Ak cosf) — Aak? cosfsinf 0
(1 — Ak cosf)? B

olup,

—aksinf =0

elde edilir. Boylece

Kk # 0 ise sinf =0

dir.
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Teorem 3.1.3.

E3 de birim hizh bir egri tarafindan iiretilen bir tubular yiizey M olsun.

M yiizeyi iizerinde b # 0 ve A # 0 igin
aky + bke = ¢
lineer egitligi saglaniyor ise M yiizeyi bir minimal yiizey olamaz, [8].
Ispat: M yiizeyi iizerinde a # 0 ve X # 0 icin
aky +bky = ¢

lineer esitligi saglansin. Burada (3.1.7) esitligi lineerlik gsartinda yazilirsa

K cos B 1
a—
1 — Akcosbt

aArk cos 6 n —b+ bAk cosf
A1 = Akcosl) A1 — Akcos0)

= c,

ve
akcosh — b+ brcosh = ch — cA?kcos ),
(a+b+ cA)Akcosh —b—ch = 0,
olup
(a+b+cA\Ak =0, b= —c),
aik = 0,

Eger

elde edilir. Burada, a # 0 oldugundan x = 0 olur. (3.1.4) esitliginde x = 0 yazilirsa

H # 0 oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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Teorem 3.1.4.

E? de birim hizhi bir egri tarafindan iiretilen bir tubular yiizey M olsun. M
yiizeyi lizerindeki ortalama egriligin sabit olmasi icin gerek ve yeter sart o egrisinin

bir dogru olmasidir, [8].

Ispat:(=) M yiizeyi tizerindeki ortalama egrilik sabit olsun. O halde;

(1 — 2k cos?)
H = — =
2A(1 — Ak cos b)) “

olur. Buradan

2\ cosf —1 = 2e\ — 2eM\%k cos b,

Ak cosl —1 — 2eX + 2c\%k cosf — 0
ve

(1 4+ cA)2Xkcosf + (—1 —2c)) = 0,
(14+c\)2Xk =0, 2ch = —1,
olup
Ak = 0,
elde edilir. \ # 0 oldugundan x = 0 olur. Boylece a egrisinin bir dogru oldugu elde

edilir.

(<=) « egrisinin bir dogru oldugunu kabul edelim. Dolayisyla x = 0 dir. (3.1.5)

esitliginde, H ortalama egriliginde x = 0 alinirsa



olur. Burada A # 0 oldugundan H sabit olur. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.1.5.

E? de birim hizh bir egri tarafindan iiretilen bir tubular yiizey M olsun. M

yiizeyi tizerinde umbilik nokta yoktur, [8].

Ispat. Kabul edelimki p noktasi M tubular yiizeyinin bir umbilik noktasi ve p
noktasindaki asli egrilikler k;(p) ve ko(p) olsun. p bir umbilik nokta ise

k1(p) = ka(p)

olup,

k(p)cosd 1

1 — Mk(p)cos® X

ifadesinden

—A&(p) cosf =1 — Ak(p) cos

1=0
elde edilir. Bu denklemin ¢oziim kiimesi olmadigindan, M ytizeyi tizerindeki hicbir
nokta umbilik nokta degildir.

Ornek 3.1.6.

a:[0,27] — E? egrisi

4
a(s) = (3cos g, 3sin g, gs)

parametrizasyonu ile verilsin. Burada « egrisinin Frenet catisindaki ortagonal birim

vektorler alanlar:
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T(s) = (—%cosg,—%smg,O)
K(s) = HT/(S)H:% (3.1.12)
N(s) — %T/(s) = (~cos s, —sin 3 ,0)

4 4 3
B(s) = T(s)x N(s) = (5 Sing,—g cosg,g)

dir. (3.1.12) ifadelerinden, (3.1.1) parametrizasyonunda A = 1 i¢in yazilirsa

4 4 4 3
M(s,0) = (3 cos g—cos g cos 0—1—3 sin % sin 6, 3 sin g—sin g cos 9—3 cos g sin 6, SS+5 sin 6)
(3.1.13)

elde edilir. Bu elde edilen tubular yiizeyi ve (3.1.12) deki ifadeleri (3.1.5) da yerine

yazarak bu yiizeyin Gauss ve ortalama egriligi

1 3cosf 1 (25 —6cosf
Koot Beost o 1(25-6cosh) (3.1.14)
25 (25 — 3 cos0) 50 (25 — 3 cos @)
dir. (3.1.13) parametrizasyonu ile verilen tubular yiizey jakobi esitligini saglar.
Gergekten;
1 3sinf
Ki=0, Koy=—7—77"—"T"—= 3.1.15
7 25 (25 — 3 cosf)? ( )
1 3sinf
Ho=0, Hy=_——>"17 (3.1.16)

50 (25 — 3 cos )2
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olup,

(K, H) = K,Hy — KyH, =0

elde edilir. Boylece, M tubular yiizeyi bir W —yiizeydar.

Sekil 1. M tubular yiizeyi bir W-yiizeydir.
M yiizeyinin asli egrilikleri i¢in (3.1.7) daki denklemleri kullanirsak;

B 1( 3cosf
2525 — 3cosh

elde edilir. Burada (3.1.17) esitlikleri lineerlik gart1 ile birlikte diisiiniiliirse,

a 3cost

2—5(m) —b=c, (a,b,c) # (0,0.0), a,bc € R (3.1.18)

olacak sekilde sifirdan farkli a,b, c € R sayilar1 bulunur. O halde M tubular yiizeyi
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bir LW —yiizey dir.

Sekil 2. M tubular yiizeyi bir LW -yiizeydir.
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4. BOLUM
SONUC

3- boyutlu Oklid uzaymda birim hizli bir egri tarafindan tiretilen Weingarten ve
lineer Weingarten yiizeylerin bazi 6zellikleri incelendi. Daha sonra Tubular Wein-
garten yiizeyler verilerek bu yiizeylere 6rnek olustuldu. Mathematica programi

yardimiyla Weingarten ve lineer Weingarten yiizeylerin sekilleri elde edildi.
Teorem 3.1.2 ye bagl olarak asagidaki sonug elde edildi.

Sonug 4.1.1.

E? de birim hizli bir egri o ve M, « egrisi tarafindan iiretilen bir tubular yiizey

olsun. Eger M yiizeyi iizerinde a # 0 ve A # 0 igin
aky + bke = ¢

lineer esgitligi saglaniyor ise bu yiizey ya silindirin bir parcasidir yada egrinin egriligi

sifirdan farkl ise sinf = 0 duir.
Teorem 3.1.3 e bagh olarak agagidaki sonug elde edildi.

Sonug 4.1.2.

E? de birim hizh bir egri tarafindan iiretilen bir tubular yiizey M olsun. Eger

M yiizeyi tizerinde b # 0 ve A # 0 igin
alﬁ + b2 =cC

lineer esitligi saglaniyor ise M, bir minimal yiizey olamaz.



Teorem 3.1.4 ye bagh olarak asagidaki sonug elde edildi.

Sonug 4.1.3.

E? de birim hizh bir egri tarafindan iiretilen bir tubular yiizey M olsun. M
yiizeyi tizerindeki ortalama egriligin sabit olmasi i¢in gerek ve yeter sart a egrisinin

bir dogru olmasidir.
Teorem 3.1.5 ye bagl olarak asagidaki sonug elde edildi.

Sonug 4.1.4.

E? de birim hizh bir egri tarafindan iiretilen bir tubular yiizey M olsun. M

yiizeyinin umbilik noktas1 yoktur.
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