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OZET

BiR EGRININ INVOLUTLERI VE CESITLi UZAYLARDAKI
KARSILIKLARI

Bu caligmada verilen bir egrinin involiit kavrami ele alinarak cesitli uzaylardaki
karakterizasyonlar: incelenmistir.

Ozellikle Q3 ve Q4 de kuaterniyonik egriler tanimlanarak Kuaterniyon uzayinda
kuaterniyonik egriler icin Serret-Frenet formiilleri verilmigtir. Bu formiiller yardimiy-
la Q3 ve Q4 uzaylarinda kuaterniyonik involiit egriler i¢in karakterizasyonlar ifade ve

ispat edilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Frenet egrisi, Frenet catisi, involiit egri, Kuaterniyon egrisi,

Kuaterniyon catisi.
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SUMMARY

INVOLUTES OF A CURVE AND CONSIDERATION IN VARIOUS
SPACES

In this study, the characterizations of a given curve is investigated in various spaces
by dealing with concept of involute.

In particularly, Serret-Frenet formulas are given for quaternionic curve in Quater-
nionic space by defining quaternionic curve in Q3 and Q4. The characterizations for
quaternionic involute curves are given and proved in Q3 and Q, spaces with these

formulas.

Keywords: Frenet curve, Frenet frame, involute curve, Quaternionic curve, Quater-

nionic frame.
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SEMBOLLER LISTESIi

E" : n-boyutlu Oklid uzay:

E? : 3-boyutlu Oklid uzay

& . 4-boyutlu Oklid uzay:

Qs : 3-boyutlu Kuaterniyonik uzay
Q4 . 4-boyutlu Kuaterniyonik uzay
(,) : I¢ carpim

d(z,y) : Uzaklk

.|| : Norm



1. GIRIS

Oklidyen diizlemde egrilerin diferansiyel geometrisi iizerinde calismalar Huygens
tarafindan yapilmigtir [1]. Huygens diizlem egrilerinin herhangi bir noktadaki egriligini
ortaya koymustur [1] . Newton egriyi bir ¢ parametresine bagh olarak tanimlayip egrinin
egriligini ifade etmistir [1]. 3-boyutlu Oklid uzayinda egrilerin diferansiyel geometrisi
iizerinde de bircok calisma yapilmistir. Ozellikle iki egrinin karsiikli noktalarinda
Frenet catilar arasinda bagimtilar kurularak yeni fikirler ortaya konmustur. Involiit
egriler de bunlardan bir tanesidir. Bir z egrisinin tegetlerinin ortogonal yoriingelerine
2 in involiitleri denir. z egrisine yiiksek mertebeden degen hiperkiirelere ise x in os-
kiilator hiperkiireleri denir. Egrilerin 6zellikleri éncelikli olarak Oklidyen uzaylarda ele
almmugtir. Ancak daha sonra cesitli uzaylardaki kargiliklar1 da aragtirmacilarin ilgisini
¢cekmisgtir. Kuaterniyon uzay ve bu uzaydaki egri kavrami da bu calisma alanlarin-
dan birisidir. Kuaterniyonlar dordeyler olarakta bilinip 1843’ te Hamilton tarafindan
kesfedilmistir [2].

Kuaterniyon teorisi son yillarda hizla gelisip tilkemizde lisans ve lisansiistii diizeyde
bir cok tiniversitede okutulmakta ve bu alanda calisan ¢ok sayida matematikci bu-
lunmaktadir. G. Oztiirk, K. Arslan ve B. Bulca involiit ve evoliit kavramlarini n-
boyutlu Oklid uzay1 E" de incelemistir [9]. K. Bharathi ve M. Nagaraj Reel degisken
Serret-Frenet formiillerinin kuaterniyon degerli fonksiyonunu galigarak bazi sonuclara
ulagmigtir [13]. T. Soyfidan ve M. A. Giingtr Kuaterniyonik involiit-evoliit egrilerini ele
almigtir [15]. O. Kegilioglu ve K. Ilarslan Oklidyen 4 uzayinda kuaterniyonik Bertrand
egrilerini ele almugtir [16]. D. Blazenka ve MS. Zeljka n-boyutlu izotropik uzayda in-
voliit ve evoliit kavramlarimi ele almistir [17]. H. Gluck Oklidyen uzayda bir egrinin
yiiksek mertebeden egriliklerini ele almugtir [18]. J. Monterde sabit egrilik oranlarina
sahip egriler (ccr egrisi) tammlamustir [19] . G. Oztiirk, K. Arslan ve H. H. Hacisalihoglu
ccr egrilerinin bir karakterizasyonuna yer vermisgtir [20]. M. Turgut ve T. A. Ali E*
Oklidyen uzayda 6zel egrilerin baz1 karakterizasyonlarm elde etmistir [21]. M. Bilici
ve M. Caliskan E? de involiit-evoliit egri ciftinin karakterizasyonlarmi elde etmistir
[23]. S. Kiligoglu ve S. Senyurt E? de ikinci mertebeden involiit egrilerini caligarak bazi
sonuglara ulagmugtir [24].

Bu calismada E" de k-inc1 mertebeden involiitler ele alimip, B2 ve |B* deki 6zel halleri



verilmistir. Dordiincii ve beginci boliim ¢aligmanin orjinal kismi olup Q3 ve Q4 deki bir
egrinin involiitleri ele alinmig ve bu uzaylarda involiitler icin bazi karakterizasyonlar

elde edilmigtir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
2.1. Oklid Uzay1

Tanmim 2.1.1 Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayr da V olsun. V

vektor uzayinda herhangi iki vektor x, y olmak tizere
(,) :+ VxV =R

(33', y) - <l’, 3/> = szymx = (33'1,33'2, "'7xn)7 Y= (3/173/27 7yn)
i=1

seklinde bir Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa, A afin uzayma n-boyutlu Oklid uzay1 denir

ve E" ile gosterilir [3].

Tanim 2.1.2 n- boyutlu bir reel i¢ carpim uzay1 V ile birlesen bir Oklid uzay1 E”

olsun. V' vektor uzay tizerindeki norm ||, || olmak iizere

d : E'xE'"—R

n

d(l’,y) = nyH = Z(yz_xz)za T = (37173727---73771)73/: (3/1,927---73/71)

=1

olarak tanimlanan fonksiyona E”, n-boyutlu Oklid uzaymda uzaklik fonksiyonu ve her

x,y € E" icin d (x, y) degerine de x ile y noktalar arasindaki uzaklhk adi verilir [3].

Tanim 2 1 3 R", n-boyutlu reel i¢ carpim uzay ile birlesen E* Oklid uzaymda, siral
bir { Ry, Py, ..., P, } nokta (n + 1)-lisi igin eger {POPl, RPs, .., POPn} vektor sistemi, R"

i¢ carpim uzaymmin bir ortonormal bazi ise bu nokta (n + 1)-lisine bir dik gat1 veya

Oklid catis1 denir [3] .

Tanim 2.1.4 E", n-boyutlu Oklid uzaymda bir X noktasmm E" Oklid uzayindaki

standart Oklid catisina gore ifadesi

EoX = zn: .fL'onEz

i=1

dir. Burada (1 <1i < n) olmak iizere



fonksiyonlarma X noktasinin Oklid koordinat fonksiyonlari ve {1, 22, ..., 7,, } reel deger-

li fonksiyonlar n-lisine de n-boyutlu E* Oklid uzaymm Oklid koordinat sistemi denir

3]
2.2. Frenet Catis1 Ve Egrilikler
Tanim 2.2.1 /C R olmak iizere a : I — E" fonksiyonuna E" de egri denir [4].

Tanim 2.2.2 M C E? egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilmig olsun. Vs € [
i¢in Ho/ (s) H # 0 ise M egrisine regiiler egri, Ho/ (s) H = 1 ise M egrisine birim hizh egri

denir. s € I ya da yay parametresi ad1 verilir [4] .
Tanim 2.2.3 E? uzayimndaki birim hizh o : [ — B3 egrisi icin

k : I —E
i~ o

fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. « (s) sayisina egrinin « (s) noktasm-

daki egriligi denir [5].

Teorem 2.2.4 « : [ — E? egrisi birim hizhi bir egri olmak tizere Vs € I igin « (s)

noktasimdaki Frenet 3 ayaklis:

a'(s) 1 s
TAOIREIO AL
B(s) = T(s)x N (s

seklindedir [4].

Teorem 2.2.5 M C E? egrisi (I, «) koordinat komgulugu ile verilsin. « : I — B3

egrisi birim hizli olmayan bir egri olmak iizere V¢t € [ i¢in « () noktasindaki Frenet 3

ayaklisi
1 /
O = oo~ @
N(#) = B{)xT()
o a () xa' (b
BUO = @ =a o)



seklindedir [4].
Tamm 2.2.6 E3 uzayinda birim hizli o : I — E3 egrisi icin
T(s)=a (s)

esitligi ile belirli 7' (s) vektoriine, v egrisinin « (s) noktasindaki birim teget vektorii

denir [5].

Tamm 2.2.7 E3 uzayindaki birim hizli o : I — E? egrisi igin

egriligi ile belirli NV (s) vektoriine «v egrisinin « (s) noktasindaki asli normali denir. N

vektor alanina « egrisinin asli normal vektor alani denir [5] .
Tamm 2.2.8 E3 uzayindaki birim hizli o : I — E? egrisi igin
B(s) =T (s) x N (s)
esitligi ile tammmh B (s) vektoriine a egrisinin « (s) noktasindaki binormali denir [5].

Tamm 2.2.9 E? uzaymdaki birim izl o : I — E? egrisinin Frenet vektor alanlar:

T, N, B olmak iizere

fonksiyonuna « egrisinin burulma(torsiyon) fonksiyonu denir. 7 (s) sayisina egrinin

« (s) noktasindaki burulmasi(torsiyonu) denir [6].

Tamm 2.2.10 Birim hizh « : I — R? egrisi ile aym aralikta tammh o* : [ — R3
egrisi verilsin. Her bir s € [ i¢in «v egrisinin « (s) noktasindaki tegeti a* (s) noktasindan
geciyorsa ve

(T"(s), T(s)) =0

ise a* (s) egrisine «v egrisinin bir involiitii denir [5] .

Tanmim 2.2.11 Birinci Frenet egriligi x; in sabit oldugu ve ranki d olan bir Frenet

egrisine Salkowski (yada T.C egrisi) denir [7].

bt



Tanim 2.2.12 Vm € R, m # 0, i% olmak tizere

o () = yﬁ(l(ign) sin((l—l—Qn)t))

_ﬁ sin ((1 —2n)t) — % sint,
ﬁ cos ((1 4 2n)t)
+ﬁ cos ((1—2n)t) — % cost,
ﬁ cos (2nt))

seklinde tanimlanan egriye Salkowski egrisi denir. Burada n = \2/% dir. Ayrica

1) Iy, @& = <=9 by egri (—=, Z) araliginda regiilerdir.
m V1+m?2 2n’ 2n
(2) k(t) =1 ve 7 (t) = tan (nt) dir [8].

Tanim 2.2.13 « egrisine yiiksek mertebeden degen hiperkiirelere o nin oskiilator

hiperkiireleri denir [9].

Tanim 2.2.14 A, B, C € R* ve R* uzayimnn standart bazi {T, N, B, E} olmak {izere

T N B FE

a; QAo a3 Qg

b1 by b3 by
Ci Cy C3 C4
A = (al,ag,a37a4) ,B = (61,62,63,64) ,C = (01,02,03,04)

seklindeki garpima R* uzaymda vektorel carpim veya dig carpim denir [3].

Tanim 2.2.15 M C E" egrisinin a(s) noktasmndaki Frenet r ayaklsi
{Vi(s),Va(s),...,V,.(s)} olsun. Bu durumda « (s) secilmig bir nokta olmak iizere E"
in S, {Vi(s),Va(s),....,V, (s)} vektor uzay: ile birlesen afin uzayma « (s) noktasinda

M egrisinin r-yinc1 Oskiilator hiperdiizlemi denir [3].

Tanim 2.2.16 k1, Ky, ... , kg—1 in sabit oldugu rank: d olan Frenet egrisine (dairesel)

helis veya W egrisi denir [10].

Tanim 2.2.17 Bir o : I — K" egrisinin egrilikleri 1, ko, ... , kK4—1 olmak tizere, tiim

“1 oranlar1 sabitse o ya egrilikleri oranlari sabit egri (CCR egrisi) denir [19].
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Tanim 2.2.18 M C E" egrisi (I, a) koordinat komsgulugu ile verilsin. Vs € I i¢in
o (s) hiz vektorii, bir u sabit vektorii ile sabit a1 yapiyorsa, M ye bir helis(egilim

cizgisi) ve Sp{u} ya da M egilim ¢izgisinin egilim ekseni denir [3].
2.3. Kuaterniyonlar, Kuaterniyon Catis1 Ve Serret-Frenet Formiilleri

Tanim 2.3.1 Bir reel kuaterniyon, sirali dort saymin +1, €4, €2, €3 gibi dort

birime eslik etmesiyle tanimlanir. Burada, birinci birim +1 bir reel say1 olup diger {ii¢

birim ise
— — — — — — —
i) €1X €1 =¢€axX €= —€3x €3=—2¢€4, (€4==+1)
i) €; X €;,="¢€r=—¢€;%x €4 (ijk) (123) iin bir ¢ift permiitasyonudur.

ozelliklerine sahiptir. Q = {g=d+a€,+bey+ces]|d a,b, cc R} kiimesinin her
bir elemanina reel kuaterniyon denir. Burada g = d4+a'e¢ ;+b € »+c € 5 kuaterniyonunun

—
skalar kismi S, ve vektorel kismi V', olmak tizere iki kisima ayrilir. Yani;
=N
Sq = d, Vq = a?l SE b?z + C?g

—
olmak tizere ¢ = S, + V, dur [11],[12].
Tanmim 2.3.2 (Toplama I§lemi) p ve q birer reel kuaterniyon olmak tizere

®  R@xQ—-Q

—
(p7Q) — pdq= Sp+q+ VpEBq

islemi Sy, = S, + 95, ve V)p@q = VPEBY_/,J seklinde tamimlanir. Burada S, S, € R ve +
iglemi R deki toplama iglemidir. 1_/>p, 1_/>q da birer reel vektor olup @ islemi reel vektor
uzaymdaki Abel grubu igleminin aymsidir. O halde (@, &) ikilisi bir Abel grubudur.
Bu Abel grubunda (0,0, 0,0) sifir kuaterniyonu etkisiz elemandir [11].

Tanim 2.3.3 (Skalarla Carpma) p ve ¢ birer reel kuaterniyon olmak iizere

© @ RxQ—-0Q
(Mg — A@g=AS,+AV,
seklinde tanimlanan dig islem igin

(A AOPeg=A0p &A0q), VAER veVp,q € Q,
(ZZ) ()\1+)\2)®q:()\1®q)EB()\2®q),V)\1,)\2ERvquEQ,



(122) (M.A2) © ¢ =M © (A2 ®0),

(iv) 1o g=g¢q
dir. O halde {Q,®, R, +, ., ®} sistemi bir reel vektor uzayidir. Bu uzay @ ile gosterilir
[11].

Tanim 2.3.4 (Kuaterniyon Carpimi) p ve ¢ birer reel kuaterniyon olmak iizere

X 1 QxQ—=Q
p,q) — pxq:Sp'Sq"‘Sp@‘—/)q‘i‘Sq@‘—/)P_<‘—/>pv‘—/>q>+‘—/>lj/\‘—/q

seklinde tammlanir [11]. Burada (,) ve A sirasiyla R? {izerindeki i¢ garpimi ve vektorel
carpimu gostermektedir. Caligma boyunca bu semboller ayni anlamlarda kullanilacak-
tar.

Kuaterniyon carpiminin ozellikleri asagidaki gibidir:

(1) Tki kuaterniyonun ¢arpimi bir kuaterniyondur.

(77) Kuaterniyon ¢arpimi birlesimlidir.

(731) Kuaterniyon ¢arpimi dagilimhdir.

Ancak kuaterniyon ¢arpimi degisimli degildir. Bu 6zellikleriyle {Q, &, R, +,.,®, x}
sistemi bir asosyatif cebirdir. Bu cebire kuaterniyon cebiri denir. Kisaca @ ile gosterilir.
Bu cebirin bir bazi {+1,7€ 1, €5, €3} ve boyutu 4 tiir.

Ozel olarak p ve ¢ birer skalar ise veya vektor kisimlar: orantil (1_/1) = )\1_/>q) ise

p X q=q X polur.
Tanim 2.3.5 (Esitlik) Kuaterniyonlar i¢in esitlik bagintis1 Vp, ¢ € @ igin
— —
p=q&S,=5veV,=V,
seklinde tanimlanir [11].

Tanim 2.3.6 (Fark) Toplama ve skalar ile carpma iglemlerinden iki kuaterniyonun

fark:
— —
p_q:(sp_sq)+ (Vp_ Vq)

yani

— —
Sy g=S,—S,veV, ,=V

olarak tanmimlanir [11].



Tanmim 2.3.7 p, ¢ € () kuaterniyonlar igin,
h @+ @xQ—R
h(p,q) = %[px aq+q x ap)
ile verilen simetrik, reel degerli, bilineer h formu kuaterniyon i¢ carpimi olarak ad-

landirilir [13].

Tanim 2.3.8 (Eslenik) Bir ¢ € @) kuaterniyonun eglenigi,
@ Q—Q
—
qg — ag=5,—-V4,
— —
seklinde tanimlanan aq kuaterniyonudur [14]. V ,, = —V, oldugundan
gxag=agxqg=d*+a>+b¥+32cR
dir. O halde
gxag=aqxq=>0

ve
gxaqg=aqxqg=0&q¢=0
dir. a,b € R olmak tizere
(i) a (ap + bg) = aap + bag,
(i) a(p X q) = ag x ap,
(iii) a (ap) =p
seklindeki ozelliklere sahiptir [12].

Tanim 2.3.9 Eger ||¢|| = 1 ise o zaman ¢ birim kuaterniyon diye isimlendirilir [15] .

Tanim 2.3.10 ¢ + ¢ = 0 oldugunda ¢ spatial(uzaysal) kuaterniyon olarak ad-
landirihir [15].

Tanim 2.3.11 ¢ — ¢ = 0 oldugunda ¢ temporal (gegici) kuaterniyondur [15] .
Tanmim 2.3.12 Bir ¢ € ) kuaterniyonu igin,
L @—R

¢ — |4l

lal> = h(g,q9) =qxaqg=d*+a®+b*+

9



seklinde tanimlanan ||g|| pozitif reel sayisina ¢ nun normu denir [13].

Tanmim 2.3.13 Bir ¢ € ) kuaterniyonunun inversi;

O 0 Q—{0}—Q—{o}
-1 aq

q — q =5
lql

seklinde tanimlanir. Boylece,

dir. ¢ # 0 olmak iizere, Vg € @ elemaninmm bir ¢~! inversine sahip olmasi @) cebirini

bir boliim cebiri yapar [11].

Tanmim 2.3.14 ¢ # 0 olmak {izere bir p kuaterniyonunu bir ¢ kuaterniyonu ile
bolmek i¢in p yi ¢! ile carpmak gerekir. Ancak kuaterniyon carpimi degisimli degildir.
Dolayisiyla bu carpma iki tiirlii oldugundan p yi ¢ ile iki tiirlii bolmek gerekir. r; ve

ro iki kuaterniyon olmak tizere;

ro= pxq’

ry = ¢ ' xp

dir. Burada r; kuaterniyonuna p nin ¢ ile sagdan ve ro kuaterniyonunada p nin ¢ ile

soldan boliimii denir. Genel olarak r ile ro farkhdir [11].

Tanmim 2.3.15 3- boyutlu Oklid uzay1 E?, {p € Qy | p + vp = 0} spatial(uzaysal)
kuaterniyonlarin uzayi ile acik bir gekilde tanimlansin. R reel dogrusu icindeki birim

araligini [0, 1] olarak belirtelim.
a : ICR—Qpy

s — 04(8):20%(3)61‘ (1<i<3)

{k, r} sifirdan farklh egrilikler ile yay uzunlugu egrisi olsun ve {¢ (s),n(s),b(s)} @ mn

Frenet catisi olarak tanmimlansin. O zaman Frenet formiilleri

t 0 k£ O t
nl|l=1|-k 0 r n
b 0 r 0 b

10



olarak verilir. Burada k, o min asli egriligi ve r, & nin torsiyonudur [16] .

Tanim 2.3.16 4- boyutlu Oklid uzay: E*, birim kuaterniyonlarm uzay: ile tanim-

lansin. R reel dogrusu i¢indeki birim araligim [0, 1] olarak tanimlayalim ve

a : ICR—-Qy
4

s — 04(8):2041‘(8)61‘
i=1

{K,k,r — K} sifirdan farkh egrilikler ile E* de her mertebeden tiirevlenebilen bir egri
olsun ve {7 (s), N (s), B1 (s), B2 (s)} @ nin Frenet ¢atisi olarak tanimlansm. O zaman

Frenet formiilleri

(7] [ o K 0 o |[ 7]
N | | -K 0 k 0 N
Bl | 0o -k o0 r—K) || B

| B, | 0 0 —(r—K) 0 By

olarak verilir. Burada K, o mn asli egriligi, k£, o nin torsiyonu ve (r — K), o nin

bitorsiyonudur [16] .

Tanim 2.3.17 7,z : I C E — Q sirasiyla, s* ve s parametreli herhangi regiiler reel
kuaterniyonik egriler olsun. {Vi, Va_, Va_, Va_, Va_} ve {Vi, Vo, Vs, Vi, }, sirasiyla
T ve x egrilerinin Serret-Frenet catisin belirtsin. Eger h (7% (s*), T, (s)) = 0 ise o
zaman {7, x }egrileri, Q da reel kuaterniyonik involiit evoliit egrileri olarak adlandirihr

[15].
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3. E" DE INVOLUT EGRi KAVRAMI

x=x(t): I CR — E", E" de regiiler bir egri olsun. O zaman z, d-inci oskiilatér
mertebeden bir Frenet egrisi diye isimlendirilir. 7 da ki tiim ¢ ler i¢in (2 < d < n) ise
' (t), 2" (t),..., 24 (t) lineer bagimsiz =’ (), 2" (t), ...,z (¢) lineer bagimhdir [22].
Bu durumda Im (z) E**! in d—boyutlu bir Oklid alt uzayinda yatar. Ranki d olan her bir
Frenet egrisi i¢in x boyunca V; = H (t H , Vo, V3, ...,V ortonormal d catist bulunabilir.
K1, K2, ..., Kg—1 : I — R (d — 1) fonksiyonu Frenet egrilikleri ve {Vi, V5, ..., V4} Frenet

d— catisi olmak iizere

|4 0 kK 0 .. 0w
v, —ky 0 Ky .. 0] |V

2| = : y 2 (3.1)
v, 0 0 .. —kaq Of |V,

dir. Burada v = Hx/ (t)H x egrisinin hizaidir.  Aslinda Vi, V5, ..., Vy yi elde etmek
icin Gram-Schmidt ortonormallestirme metodunun ' (), 2" (), ..., 2 (t) ye uygulan-
mas1 yeterlidir. Dahasi bu hesaplama sirasinda 1, kg, ..., kg1 fonksiyonlar1 carpma
ile kolaylkla elde edilir. Daha kesin olarak Vi, Vs, ...,V ve ki Ko, ..., kq—1 asagidaki

formiillerle belirlenir. Sirasiyla

_ B (1)
N T _E(t)
Eo(t) = a*(t) ;( ), B () 77 RO (32)
_ B0 a<n
N RGN
kg (S) _ HE(S-‘rl (t)H (33)

15 N1 Ex @)1
burada § € {1,2,3,...,d — 1} [18]. d = n durumunda da = Frenet egrisi generic egri

olarak adlandirlir [22].

t deki bir generic x egrisinin ¢ deki Oskiilatér hiperdiizlemleri x (¢) den gegen ve
{V1,Va, Vi, ..., V,,} tarafindan iiretilen alt uzaydir. V;, (¢) birim vektoriine x in ¢ deki bi-
normal vektorii denir. z in ¢ deki normal hiperdiizlemleri x (t) den gegen {V5, V3, ..., V,, }

lerden biri tarafindan iiretilen hiperdiizlemler olarak tanimlanir.
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3 deki bir ccr egrisi genellestirilmis bir helis olarak bilinir.
E* de bir generic x egrisi goz oniine alindiginda, Frenet 4 catis1 Vi, Vs, Vs, Vy ve

Frenet egrilikleri x1, k9, k3 olmak tizere

WO e
Valt) = Hi/ Egﬁi mi 8!\ .
V() = H‘é 8 ﬁz 8 ﬁi EE;H
) = 1\1‘2821‘22;%8!\
"R <V2H(:Z) E;I\Q(t» ' 4 <HZ 8 l’\f (2; P o nx%?\t“) éi;)(?j(t) o

ile verilir. Burada A, E* i¢inde dig carpimdir [18] .

3.1. E" deki k-mnc1 mertebeden Involiit Egriler

Tanim 3.1.1 =z = z(s) yay parametresi s ile verilen E" de regiiler generic bir
egri olsun. (Yani ||z’ (s)|| = 1) . 2 in k-boyutlu oskiilator hiperdiizlemlerinin sistemine
ortogonal olan egrilere, x egrisinin k-inc1 mertebeden involiitleri denir [9] . Basitlik i¢in
1. mertebeden involiitleri sadece verilen egrinin involiitii olarak adlandirihr.

Ao, diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve s, 7 in parametresi oldugunda yay uzunlugu
parametresi olmak zorunda olmayan bir parametresi olmak iizere x egrisinin k-inci
mertebeden 7 involiitlerinin parametrizasyonu

T(s)=a(s)+ D Aals)Vals) , k<n—1 (3.6)

a=1
dir. (3.6) ve (3.1) Frenet formiillerinin tiirevi agagidaki denklemi verir.

/

T(s) = (142 —md) (5)Va(s)
+§ (Xa — Nas1Fa + Aa_m_l) (5) Vi (5) (3.7)
+ (A; v )\k_mk_l) () Ve (5) + #ir (8) A () Ve (5)
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Ayrica, z egrisinin k-incit mertebeden 7 involiitleri
<§/(s),Vj(s)> —0;1<j<k<n—1
ile belirlenir. Bu durumun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

1+ A —mAy = 0
A= Aas1Fa + Aa_thiar = 0 (3.8)
)\;g‘i‘)\k—lﬁk—l = 0
olmasidir. Burada 2 < a < n — 1 dir. Dolayisiyla regiiler generic egri x in k-inci

mertebeden involiitleri (3.8) ile gosterilir ve ayni gekilde segildiginde Aj, sifir olmaz ve

Vi(s) = £Viyq dir. Ay # 0 sart1 daima saglanir [9] .
3.2. E? deki Involiitler

Bu boliimde sirasiyla |2 deki egrilerin 1. mertebeden ve 2. mertebeden involiitleri

hesaplanacaktir.
3.2.1. E3 de 1. mertebeden involiitler

Onerme 3.2.1 2 = z (s) sifirdan farkh Frenet egrilikleri #; ve ks ile verilen E? de

regiiler bir egri olsun. x egrisinin ¥ involiitlerinin ®; ve xy Frenet egrilikleri

!

N e (n_l) k1 (3.9)

T s —d T (R RE) (c—s)
ile verilir [9] .

Ispat: 7 =7 (s) E? deki = egrisinin involiitii olsun. Sonra (3.7) ve (3.8) den

T(s) = x(s)+ M (s)Vi(s)

/

T (s) = Vi(s)+ A (s) Vi (s) + () M () Va (s)

olur. Diger yandan

oldugundan



dir. Dolayisiyla

1+ (s)=0
olur. Integral alinirsa c integral sabiti olmak iizere
s+AM(s)=c=M(s)=c—s
olur. Boylece
Z(s)=x(s)+ (c—s)Vi(s) (3.10)

parametrizasyonu elde edilir. Ayrica

¢ (s) = r(s) (c—s)

alimirsa

olur.

¥
{K1(5) 9 (5) 20 (5) k1 (5) } Vi ()

(e R ) +¢" () —rals) 0 ()} Va(s)

(Ko ()9 () + k2 () (5) + k2 () ' ()} Vi (5)

esitlikleri elde edilir. Z' (s) in normu alinirsa

/

()] = le ()] = I(c = 5)s1 (5)]

dir.
i Vo W
T(s)xT (s)=] 0 ¢ 0 |=¢ [kVi(s)+riVis(s)]

—pK1 @ Pk

elde edilir. Bu ifadenin normu alinirsa

)f’ (s) X T (S)H = *\/ K+ K3

(# 067 195 0) = [ ]

olur. Boylece
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olur ve yapilan hesaplamalardan

7| = leel=lc=sm)

)f’(s)xf (S)H = ©*\/KD 4 K} (3.11)

(767 07 ) = 2 [ ]

esitlikleri bulunur. s parametresi = niin yay parametresi degildir, bu nedenle yukaridaki
esitlikler kullanilarak

= [ () x 7" ()| _ &*V/W+ 3 _ /Wi + 3
17 (s)|” ® |kl |s — ¢l

!

__ e x7 ()3 () (2) m
17 (s) x " (s)]|” (K1 +3) - (c =)

olur [17]. Dolayisiyla (3.11) ve (3.15) bagmtilarindan (3.9) elde edilir.

(3.12)

(3.9) un kullanimu ile ilgili agagidaki sonug elde edilebilir [9] .

Sonug 3.2.1 z = x (s) E? de bir silindirik helis oldugunda x in 7 ii involiitii bir

diizlemsel egridir [9] .
3.2.2. E3 de 2. mertebeden involiitler
E3de x regiiler egrisinin 2. mertebeden bir involiitii
T(s)=x(s)+ A (s)Vi(s)+ Aa(s)Va(s) (3.13)

seklinde bir parametrizasyona sahiptir. Burada V; ve V5, x egrisinin teget ve normalidir

ve A1, Ao diferensiyellenebilir fonksiyonlari,

M(s) = Ki(s)Aa(s)—1
Ay (s) = =1 (s)r1(s) (3.14)

denklemlerini saglayan tiirevlenebilir fonksiyonlardir [9].

Onerme 3.2.2 z = x (s) sifirdan farkli Frenet egrilikleri x; ve sy ile verilen E?
de bir regiiler egri olsun. =z egrisinin 2. mertebeden x involiitiiniin x; ve ko Frenet

egrilikleri
sgn(k2) . K1
y R2 =
| Az Aok

(3.15)

==
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ile verilir [9] .

Ispat: 7 (s) E? deki  egrisinin 2. mertebeden involiitii olsun. (3.7) ve (3.8) den
agagidaki ifadeler elde edilir.

T(s) = 2(s) + ) Aa(8) V() = 2 (s) + M () Vi (5) + Az (5) Va (s)

a=1

esitligininde tiirev alinirsa

T (s) = [1+X1 (5) — \a (5) Fn (s)} Vi (s) +
(X1 () (5) + X ()] V2 () =+ [ (5) 2 ()] Vi (s)

olur. 1 < a < 2 oldugundan

dir. Dolayisiyla
T (s) = Aa () k2 (s) Vs (s) (3.16)

elde edilir.
diye adlandirilirsa

olur. Bu denklemlerin tiirevleri alinirsa,
T (s) = W (s)ka () Val(s) + W (5) Vi (s)
(5) = W) ()2 (5) Vi () = {20 () 2 (5) + W () iy ()} Va ()
{0 (5) = () K (5) } Vi (9)

sl

elde edilir.

76| = 196 =) )
Vi Va Vs
TExas) = 0 0w
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olur. Bu esitligin normu almirsa
|7 @] = 1wEI= R ()5 s)] (3.17)

bulunur. Sonug olarak Frenet egrilikleri

" = Hf/ (s) x T (S)H _ v? (s) ka2 (s) _ ks (s) _ sgn (Ks)
17 ()| U s)P Pe(s)ra(s) N
s L T XT3 () PE)mE)bE) o
17 (s) x 7" (s)]” T (s) K3 (s) Aotz

sonuglarma varilir [9] .

Sonug 3.2.2 E? deki bir genellestirilmis helisin 2. mertebeden T involiitii E? de bir
genellegtirilmis helisdir [9] .

(3.14) diferansiyel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.3 z = z(s) E? de birim hizh Salkowski egrisi olsun. Daha sonra z

egrisinin 2. dereceden 7 involiitlerinin katsay1 fonksiyonlar:

A1 (s) = cpsin(ky(8)) + cacos (k1 (s))

Ao (8) = c¢pcos(ky(s)) —eysinkg (s) — /@il (3.18)

ile verilen (3.13) parametrizasyonuna sahiptir. Burada c¢; ve ¢y reel sabitlerdir [9].
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3.3. E* deki Involiitler

Bu boliimde E* uzaymnda bir x egrisi i¢in (1 < k < 3) olmak iizere k-inc1 mertebeden

involiitler ele alinacaktir.
3.3.1. E* deki 1. mertebeden involiitler

Onerme 3.3.1 v = x (s), E* de Frenet egrilikleri k1, 9 ve k3 ile verilen bir regiiler
egri olsun. O zaman z egrisinin 7 involiitiiniin Frenet 4 catis1 Vi, V5, V3,V ve Ky, ks, k3

Frenet egrilikleri sirasiyla

Vl (8) = ‘/2
— —r1 Vi + kaVo

K2+ K3

Va(s) = — (koA — k1C)kaVi — (kA — r1O)r1 Vs + D(K7 + K3V, (3.19)

W (VAT )

— DHQ‘/l T DHl‘/g == (HQA F— /110) ‘/4

Vi(s) = R
ve
_ /K2 + K2
F1 = ~——20=(c—s) K
||
w
Ry = — 3.20
IR 20
o (HQA — ch) (ch + D/) - D (K/QA/ — ch/) + D2/€1/€3
K3 = ——
Wtk Ra
olarak verilir. Burada
A = /@/190 + 2k1¢
B = ¢ —Kip— kg
C = 5/290 + 25290/
D = FKokzp

ve

2

W = \/D2 (K2 + K2) + (k1 C — K2 A)” = || \/H%H% (K2 + K3) + (Kiky — Koky)” (3.21)

19



dir [9].

Ispat: Onerme 3.2.2 nin ispatinda oldugu gibi E* deki x egrisinin 7 = T (s) in-

voliitiine benzer olarak

Z(s)=x(s)+ (c—s)Vi(s)

parametrizasyonuna sahiptir. Burada Vi, x in birim teget vektoriidiir.

vl [o wm o ol [w
v, I R O I A
V3/ B 0 —ky 0 k3l |V
v, 0 0 —krg O |V

matrisi kullamlarak 7 (s) konum vektoriiniin tiirevleri alimirsa ve (¢ — s) k1 = ¢ de-

nilirse
T (s) = (c=s)rmlVa= W
T (s) = —prmVi+ @ Va+ praVs

T (s) = —{so/ergoergo/m}VlJr

{d—w@—w%}%+{¢m+¢@+¢@}%+wmww

elde edilir.

A = /@;go + 2k1¢

B = ¢ —rip—rip
C = kyp+ 2k

D = FKakzp

oldugundan

"

T (s)=—-AVi+BVo+CVs3+ DV,

. — . . .s :
dir. AyricaZ (s) in s e gore tiirevi alinirsa

o

T (s) = —{A/—FBHl}‘/l—i-{—A/€1+B/—C/€2}‘/2
—|—{B/§2+C/—D53}V3+{D/+C/§3}V4

elde edilir. V; (s) hesaplanirsa

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)



olur. Simdi (3.22) kullanilarak 7 nin 2. esas normali ve T (s) AT (s) AT (s) formu

hesaplanabilir.

i Va2 V3 W
o 0 e 0 0
—pr1 © pry O

-A B C D
= ©? {DkoVi + Dk Vs + (koA — 5,0) V)

Z (s) AT (s) AT (s) normu almirsa

”f (5) AT () AT (S)H — 902\/1)2 (K2 + #2) + (Ko A — 1,C)>

dir. V4 (s) hesaplanirsa
Vi = AT AT
N AT AT )]
© {DHng AR Dng, + (koA — K1 C) Vy}

= (3.26)
902\/D2 (k3 + K2) + (koA — 5, C)?
. D/ig‘/l + D/il‘/g + (HQA — /110) ‘/4
a w
olur. Burada
W= /D2 (152 + 1) + (1 C — 1y A)’ (3.27)

dir. V3 (s) hesaplanirsa

i Vo V3o W

Dko 0 Dk1 ko A—k1C
- ! 1 W

0 ¢ 0 0

—pk1 ¢ @Ry 0
©? — (koA — k1C) K4

Wl = (kA — k1C) k1 Vs + D (K2 + K2) V)
elde edilir. V4 (s) AT (s) AT (s) ifadesinin normu almirsa

HVMgAfmgAfmgH

4
V%ﬂ@A—m0V%+Mﬂ—n@f@+D%@+@ﬁ
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olur ve buradan

— (HQA — HlC) Hz‘/l

— (koA — k1C) k1 Va3 + D (K2 + K2) V)
_ (3.28)

W /K2 + K3

bulunur. Simdi V5, (s) hesaplanirsa

Vi Va V3 Vi
—Kk3A+kK1£2C —kor1 A+£2C D(’i§+“§)
— — s 2, .2 2, .2 2.2
Vg (S) /\V4 (S) AT (S) — W/ k1+K3 W\/nl-‘r@ I/V\/fil-‘rn2
Drig 0 Dry trpA—r C

w w w

0 0 0 0

_ { [D? (k2 + K3) — (koA — K1C)?] [—k1 Vi + Ko V3] }

W2\/K? + K2

bulunur. V5 (s) AV4(s) AT (s) normu almrsa

[P A Pato) 17 o] = | EADA LA = (A MO} ()
(Ve

olur.

Vs (s) = Vs(s) AVy(s) AT (s) _ Vi 4 RaV3
2 [Va(s) AT (5) AT (s) NEGETS:

dir. (3.5) kullamlarak ry,ko,k3 hesaplanabilir. Buradan

(3.29)

(7207 () = (= + 2
s), T (s = ,
i N T AT
K2 + K2
= (1) + 1) 12 22)_90\/5%—1-5%
V Ki + K3
< —(H,QA—H,lc)H,Qvl—(HQA—IilC)HlVg-‘rD(H,%-Hi%)VZ;
VAR ’ (3.30)
—AVi 4+ BVy + CVs + DVy )
w

K2 + K3

—pr1 V1 + go/Vz + 9052‘/3>

< D52V1+D51V3+(52A—H,10)V4
%74 )

<V4 (s) ,fw (S)> = - (A/ + B/@l) Vi + (—Am +B — C/@g) Vs
+ (BHQ + C/ — DHg) Vs + (D/ + Clﬁg) Vi >

(K/QA — ch) (D/ + Cﬁg) —D (HQA/ — ch/) + D2/€1/€3
w
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dir.

fils) = (Vy(s),z" (s)) _p K2 + K2 _ K2 + K2
17 (s)||” ? |l
o (S) _ <V3 (S) 7§W (S)> _ K3 +r5 _ w
17 ()R (s) o g 2 (K7 + K3)
B (ACEAO)
17 ()] 71 () R (s)
(koA — Kk, O) (D/ + k3C) — D (K/QA/ — /@10/) + D%k kg
a WQO4E1E2
bulunur [9].

Sonug 3.3.1 T, R;,ky ve ks Frenet egrilikleri ile verilen E* deki x egrisinin bir
involiitii olsun. Eger x bir W generic egrisi ise o zaman x egrisinin = involiitiiniin

Frenet 4 catisi 1_/1,1_/2 ,73,1_/4 ve Frenet egrilikleri x;1,72 ve K3 olmak tizere

Vi (s) = Vo
== —r1 V1 + KoV
Va(s) = —2At™27
SRRNGET
Vi(s) = Vi (3.31)

VK2 + K3

ve

_ VK2 + K2

R1(s) =

o]
_ RoR3
Ko(s) = —————— 3.32
) = Ve (3:32)
_ —R1R3
R (s) =

ol /KT + K3

dir. Burada ¢ = (¢ — s) k (s) dir [9].

Sonug 3 3 2 T, Frenet egrilikleri, %; %y ve K3 ile verilen E* deki genel bir z egrisinin

involiitii olsun. Eger x bir W egrisi ise o zaman T bir ccr egrisi olur [9] .
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3.3.2. E* 2. mertebeden involiitler
E* deki x regiiler egrisinin 2. mertebeden involiitii
Z(s) =x(s)+ A (s) Vi(s)+ A2 (s) Va(s) (3.33)

parametrizasyonuna, sahiptir. Burada V;,V5 E* de teget ve = in normal vektoriidiir ve

A1,A\2 agagidaki sartlar: saglayan fonksiyonlardir.[9] .

A (s) = ki(s)Ma(s)—1
A (8) = =AM (s) k() (3.34)

Onceki alt boliimde oldugu gibi asagidaki sonug elde edilir

Sonug 3.3.3 = = z (s) E* de bir birim hizli Salkowski egrisi olsun. x egrisinin 2.
mertebeden T involiitii, agagidaki katsayr fonksiyonlar1 ile verilen (3.33)

parametrizasyonuna sahiptir.

A1 (s) = c¢ysin(ky(8)) + ¢z cos (kK (s))

Ao (s) = crcos(k(s)) — casin(ky (s)) — /@il (3.35)

Burada ¢; ve ¢, reel sabitlerdir [9] .

Onerme 3.3.2 © = 1 (s) sifirdan farkli Frenet egrilikleri &,,%y,Rs ile verilen E* de
regiiler bir egri olsun. x in 2. mertebeden Z involiitiiniin Frenet catis1 V1,V 5,V3, V4 ve

Frenet egrilikleri ®1,r2,R3

Vl (S) = ‘/3
v —kaVa + k3V)
VKE+ K2
K (k3 + k3 Vi + (kaN — k3L) r3Va
7 (s) + (kaN — k3L) KoV (5,36
s) = :
’ W\/K3 + K3
— (HQN — HgL) ‘/1 — HgK‘/Q — Hng
w
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ve

fo— YRR () ks (s)

KT = ——(—— —
9]
%74
Ry = —5—F— (3.37)
¢ (K3 + K3)
(keN — k3L) (k1L + K') +
(—HQN/ + HgL/) K — /€1/€3K2
Eg - 41— —
W Rk,
dir. Burada
K = Hllﬁgqs
L = 2@@5/ + ﬁ;qﬁ
N = 2/<;3¢/ + H;d)
ve

W = \/K2 (K2 + K2) + (ke N — K3L)? = |9 \//@%n% (K3 + K3) + (Koksy — /@3/@/2)2 (3.38)
dir [9].
Ispat: 7 = 7 (s) E* deki x egrisinin 2. mertebeden involiitii olsun. Daha sonra

(3.7) nin kullamilmasiyla

7 (s) = ¢V4 (3.39)

elde edilir. Burada ¢ (s) = A2 (s) k2 (s) tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Dahasi (3.39)

un tiirevlerinin alinmasiyla asagidaki ifade elde edilir.
T(s) = —orVat & Vst oraVi

K1kodV) — {252@5/ + ﬁ;qﬁ} Va (3.40)
+{6" — k2o — 2o}V + {2r00' + mi0 | Vi

8
—~
V)
~—
I

Ayrica
K = Hllﬁgqs
L = 252¢/ + ﬁ;qﬁ
M = ¢ —kip—kio (3.41)
N = 2r3¢ + H;’Qﬁ
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ifadeleri yerlerine yazilirsa
7 =KV, — LVa+ MVs+ NV, (3.42)

—y . . o .
olur. T nin s e gore tiirevi alinirsa

o

_ {K/—i—/@lL}Vl—i—{/ﬁK—/@zM—L/}VQ (3.43)
n {M/ kol — HgN} Vs + {N/ + HgM} Vi

elde edilir. Dolayisiyla ¢nceki tnermelerde oldugu gibi bazi hesaplamalardan sonra
(3.39) ve (3.43), (3.4) ve (3.5) te yerine koyulursa agagidaki sonuclar elde edilir. Bu-
radan V' (s)

Vl (S) = Hf/ ES) Qﬂ/?)

SR

=V
T

olarak elde edilir. Diger yandan

i Vo V3 VY

/ 12; " O O O
AT ¢

0 —¢f<&2 ¢ ¢f<&3

K —-L M N

= ¢* {(koN — k3L) Vi — KrsVy — KroVy}

1 "

olur. T (s) AZ (s) AT (s) in normu almirsa

"

|7 677" (5) A 7" )] = V0! {02l — o) + K2 (5 + 3)}

bulunur.

W= 6/ {0 — s L)+ K2 (o + )}

diye ifade edilirse

_mn

Vo (s) = T (s) (s) AT (s)
Vals) 17 (s) (s) AT (s)]]
(HQN — HgL) ‘/1 — Kﬁg‘/g — Kﬁgw
W

_n

NT
—

NT

26



bulunur. Benzer sekilde

Vi Vo Vi oV
o H,QN—H,gL —H,gK 0 —KH,2
Vi(s)AT () AT (s) = W W W
0 0 ¢ 0
0  —dro & Ok

olur. V4 (s) AT (s) AT (s) in normu almirsa

Hm (5) AT (s) AT (S)H —

elde edilir. Buradan

G _ Va9 AT () AT (s)
Vs(s) [Vi(s) AT (s) AT (s)
{K (k3 +r3) Vi +

+Ko9 (HQN — HgL) ‘/4

¢2

w

¢2

\ (52)* + (ka)*W

\/ (52)” + (ks)?

P { K (k2 + k2) Vi + ki3 (kaN — k3L) Va }

(K2)® + (r3)*W

bulunur. Son olarak

Vs (s)AV4(s)AT (s)

Vi Va Vs
| K (k3 +K3) Ky (keN —kzL) O
- kolN — k3L —ksK 0
0 0 &

& (ksVy — KaVa)
W/ (k2)? + (13)*

olur. V3 (s) AVy4(s) AT (s) in normu alinirsa

Hx_/g (5) AV4(5) AT (S)H — J
W2

ve

Vi

Ko (HQN — HgL)

_K/QK
0

W2

¢* (k3 + K3)

k3Vi — KaVs

(k2)® + (k3)?

(k2)® + (k3)?

(k2)® + (k3)?



bulunur. Sonug olarak Frenet egrilikleri

I —n M’_ V- + /V + Vi
<V2 (S),Jj‘ (S)> . < (k2)%+(r3)? quQ 2 ¢ 3 ¢H3 4>

Fi(s) = - -
= @I (V&)
_ (k2)® + (k3)?
Tl
EQ (S) — <V3 (S) 7f (S)>
17 (s)[I* 7 ()
{K(ng—&-n%)V1+f$3(ngN—ngL)Vg—‘rng(ngN—ngL)V4} _
— < V/ (52)%+ ()2 W A= LV MV NV4>
01" 1/ (K2)” + (3)°
B %74
A CEN)
R(s) = el T ()
Hx (S)H R1(s)Ra (s)
< (ke N—k3L)Vi—KrsVo—KraVy
w ’
= K +mL}Vit+{sK - oM - L'}V,
+{M" — koL — ksN} Vs + {N + rsM} Vi)
_ (kaN — k3L) (kiL + K') + K (—=kaoN' + k3L") — kghi K2
. —

W |¢|" Ry (s) Fa (s)

seklinde bulunur [9].

Sonug 3.3.4 7, Frenet egrilikleri % (s) , Rz (s) , %3 (s) ile verilen E* deki generic bir
x egrisinin 2. mertebeden involiitii olsun. Eger x bir W egrisi ise E* deki bir regiiler
egrisinin 2. mertebeden Z involiitiiniin Frenet 4 catis1 V1, Vi, V3 ve V4 Frenet egrilikleri

El,ﬁg ve Eg

Vl (S) = ‘/3
— — Ko Vo + K3V
V2 (S) _ 2 22 3 42
(k2)” + (K3)
Vi(s) = W (3.44)
— k3Va 4+ ko V)

(k2)® + (ks)®
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ve

(k2)* + (k3)®

" 0]

Fy = fi (3.45)
6] 1/ (152)* + (k3)®

_ K1k3

R3 =

(@] \/ (k2)” + (k3)?

dir. Burada ¢ (s) = Ay (s) ko (s) dir [9] .

Sonug 3.3.5 7 Frenet egrilikleri &, Ry ve ks ile verilen E* deki generic bir z egrisinin

2. mertebeden involiitii olsun. = bir W egrisi ise T bir ccr egrisi olur [9] .
3.3.3. E* deki 3. mertebeden involiitler
E* deki bir regiiler z egrisinin 3. mertebeden involiitii
T(s)=x(s)+ A (s)Vi(s)+ A2(s)Val(s)+ As(s) V3 (s) (3.46)
parametrizasyonuna sahiptir. Burada

A () = Ki(s) A (s)—1
Ay (8) = As(8) ko — Aiky (3.47)

A (s) = —Aa(s)ma(s)
dir.[9] .
(3.47) deki diferansiyel denklem sistemi kullamlarak agagidaki sonug elde edilir

Sonug 3.3.6 z = z(s) E* de birim hizh W egrisi x egrisinin 3. mertebeden T

involiitii, asagidaki katsay: fonksiyonlari ile verilen (3.46) parametrizasyonuna sahiptir.

K1 (casink (s)) — ez cos (K (s)) LGk K% (s)

)\1 (S) = \/E -
A2 (s) = cacos(k(s)) —cssin(k(s)) + % (3.48)
X (5) K2 (c28ink (s) — czcosk(s))  cikik — K1K3 ()

VE Kko

Burada k = k2 + K2, ¢1, ¢ ve c3 eel sabitlerdir [9] .
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Onerme 3.3.3 = = x (s), sifirdan farkli Frenet egrilikleri %;,7,,R3 ile verilen E*
de bir regiiler egri olsun. x egrisinin 3. mertebeden 7 involiitiiniin Frenet 4 catisi

V1,Va, V3 ve V4 Frenet egrilikleri k1,k5 ve k3 olmak {izere

71 (S) = ‘/4
Vz (S) = -V
Vi(s) = —Va (3.49)
74(8) = ‘/1
ve
5o fs
T
7y 2
Ry = |\Il| (3.50)
_ R1
3 = ——
¥

ile verilir. Burada WU (s) = A3 (s) k3 (s) dir [9].

Ispat: 7 = 7 (s) E* de x egrisinin 3. mertebeden involiitii olsun. (3.7) ile (3.8)

kullanilarak

/

7 (s) =TV, (3.51)

elde edilir. Burada ¥ = A3 (s) k3 (s) bir tiirevlenebilir fonksiyondur. Dahasi (3.51) in

tiirevlerinin alinmasiyla

T () = W () Vils) = W (s) s (5) Vi (5)

() = () (5) W () Va () — {265 (5) W' () 4 w3 () W (5) } Vo (s)
{0 (5) =13 () W ()} Vi (5)

bulunur. Eger

E = Fko(s)krs(s)V(s)
F o= 2k3(s) U (5)+ ks (s) U (5) (3.52)
G = U (s)—r5(s) ¥ (s)
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ise

T (s) = EVoa—FV3+GV,

gl
/\\

V)
~—

I

elde edilir. V; (s) hesaplanirsa

k1 () EVA () + {@ (s) F + E} Vs (5)
{2 (5) B = s (5) G = '} Vo (5) + { G = s (5) F} Vi (s)

S T
N E{C]
LIV
w2 (s)
elde edilir. Diger yandan

Vi Va Vs Vi
" 0 0 0 v
T (S)NT (s)NT (s) = 0 0 —U(s)rs(s)
0 F —F G

U (s) Eris (s) Vi (s)

bulunur. Z (s) AT (s) AT (s) in normu alimrsa
HE (5) AT (5) AT" (S)H = 3wt (s) B2 (5) k3 (s)
olur. Buradan
V(s — Z (5)AT (s)AT (s)
Vals) 7 (s) AT (5) AT (5)]
_ U2 (s) Eks (s) Vi (s) Vi (s
VU (s) E? (5) 3 (s) )
elde edilir. Benzer sekilde
ViV, Vs Vi
— , 1 0 0 0
Vi(S)ANT (s) AT (s) =
0 0 0 v
0 0 —U(s)rz(s) ¥
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elde edilir. V4 (s) AT (s) AZ (s) in normu almirsa

'74@)Af/@)Aa¥(gH:: W (s) K2 (s)
bulunur. Buradan
Tals) = 24 (S)ANT (s) AT (s)
HV4 () AT (s) AT (S)H
{92 () s ()} Va(s) Vs (s)

dir. Son olarak

i Vo V3 V)
— — 0 -1 0 0
V() ANV4(s)NT (s) =

1 0 0 0

olur. V3 (s) AVy4(s) AT (s) in normu alimirsa
HVAQAVM@AfmgH: 02 (s)
olur. Boylece

V (S): ‘_/3(8)/\V4(S)/\ /
2 Vs (s) AVi(s) AT

SIRRS]
w
|
o
©

elde edilir. 7y (s),R2 (s),Rs (s) egrilikleri

A e
_ (Vs(9), W (s) Va(s) = W(s) ks (s) Vs(s)) _ ms(s
( @2(8))2 W (s)]
AT EAC)
7 OFm @

(=Va(s), BV — FVy + GVy) s (s)

[ (s)|

32
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(Vals), 2" ()

s ) 1z (s H R (s) Rz (s)
(V1 (s),
—k1 () EVA (8) + {r2 (s) F+ E'} Vo (s) +

B {ka(s)E—k3(s)G—F }Va(s)+ {G — ks (s) F} Va(s))
: TN 5 o
_ M (s)

W ()|

olur [9].

Sonug 3.3.7 E* deki x ccr egrisinin 3. mertebeden T involiitii ayrica B {in bir ccr

egrisidir [9].
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4. Q3 3-BOYUTLU KUATERNIYONIK UZAYDA INVOLUTLER

3- boyutlu Oklid uzay1 E?, Q ile gosterilen spatial kuaterniyonlarin uzayi ile tanim-

lanir.

r : ICE—-Q
3

s — x(s)%in(s)ei (1<i<3)
i=1

I = [0, 1] arahig iizerinde tanimlanan her mertebeden tiirevlenebilen bir egri olsun. s,
parametresi birim biiyiikliigii 7 = ' (s) olacak sekilde secilsin. Q daki 2 = z (s)
kuaterniyon egrisinin Serret- Frenet catist {V; (s),Va(s), Vs (s)} ve Frenet egrilikleri

{K (s),k (s)} olmak iizere

y 4 |2 (s) x 2" (s)]|
O TP .
(z' (s) x 2" (s),2' (s))

2" () x 2" ()"

ile verilir. Bu béliimde 3- boyutlu Kuaterniyonik uzay Qs de verilen bir egrinin 1. ve

2. mertebeden involiitleri hesaplanacaktir.
4.1. Q5 de 1. mertebeden Involiitler

Teorem.4.1.1 x, Q3 de bir regiiler birim hizh reel kuaterniyonik egri ve herhangi bir
reel kuaterniyonik diger egri « ise x egrisinin kuaterniyonik involiitii olsun. x egrisinin

1. mertebeden 7 kuaterniyonik involiitiiniin Kz (s*) ve kz (s*) Frenet egrilikleri

!

(5) k(s

72 (s) + k2 (s)

Kz (s") = , bz ) =
(") lc— 5|k (s) (") lc— s[72(s) + k2 ()
ile verilir.
ispat:
3
SHa(s):Z&i(s)ei (1<i<3)
i=1

ifadesinin kullanilmasiyla

T(s") = (s)+l|c—s| Vi (s)
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yazilabilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

dxr ds*
SR LN
27 ds* )
752 gn = R Ve (s) +le—slk (s) Vay (s)
+le—slk(s) [k (s) V1, (s) + 1 (s) Vay (s)]
= —|c—s|k*( +<|c—s|k )Vz (s)
+le—slk(s)r(s) Vay (s)
BT ds*’ k2 (s) = [ — 5] 2k (s) K (s) —
s = , Vi, (s)
ds* ds e — s| K (s) k (s) + K2 (s)
N —Je— sk (s) = k' (s) + e — s| k" (s) — K (s) — Vo (5)
_ o~ sl k()72 s)
. |c—s|k/(s)/r(s)—k(s)r(s)—k(s)/r(s)—i— Vi (s
lc—s[k (s)r(s)+|c—slk(s)r (s)
elde edilir ve
dx ds
TSN =l — )k 5)
olur.
o Vi, (s) Va, () Vs, (s)
dz ds*  d*T ds*
ds* ds RE N 0 o= sk (s) 0

—le—s|k*(s) —le—s[K (s)k(s) lc—s|k(s)r(s)
= Je—s[ K (s) [r () Vi, () + K (s) Va, (5]

ifadesinin normu alinirsa

dz ds*  d?*T ds*’

- 2 2 2
T x| = le = s R () Vi () + R (s)

elde edilir.
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ds* ds x ds*® ds " ds*® ds

< dt ds*  d*T ds” T ds*3> B

dT ds* T ds” AT ds”
ds* ds = ds** ds "ds* ds

Vs, (s)
+lc—s|k (s)r(s)
+le—s|k(s)r (s) |
2k% (s) 7 (s)
—|c— 5|2k (s) K (s)r(s)
—le—s|k (s)k(s)r (s)
o= sk (s) | +]c—s|k (s)r(s)k(s)
—2Kk% (s)r (s)
+le—s|k (s)r(s)k(s)
+lc—s|k*(s)r (s)

= Je=sP K () ()7 (5) = r () K (5))

bulunur. Bulunanlar (4.1) de yerine yazilirsa

Kz (s") =

lc— s k2 (s) /12 (s) + k2 (s)

o — " k3 (s)

72 (s) + k2 (s)

ve

lc — s|k(s)

e— s> k3 (s) (k (s) r(s)—r
le — s|4 k4 (s)(r?(s)+k

<rs

) k(s)

e = s (12 (s) + k2 (5))
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elde edilir.
4.2. Q5 de 2. mertebeden Involiitler

Teorem.4.2.1 x, Q3 de bir regiiler birim hizh reel kuaterniyonik egri ve herhangi
bir reel kuaterniyonik egri 7 ise x egrisinin kuaterniyonik involiitii olsun. x egrisinin 2.

mertebeden T kuaterniyonik involiitiiniin Kz (s*) ve kz (s*) Frenet egrilikleri

Ko (s) = 29 G) ey o R(S)

: Az ()] A2 (s)r(s)
ile verilir.
ispat:
3
SHa(s):Z&i(s)ei (1<i<3)
i=1

ifadesinin kullanilmasiyla
T (s7) = 2 (s) + A1 (s) Vie (5) + A2 (5) V2, (s)

yazilabilir. Bu ifade tiirevlenirse

dx ds*
ds* ds

= LX) = R (&) k(s)] . (9)
A k() + 2 ()] V. (9)+ ha ()7 (5) Vi, (9

dz ds* dzr ds*
Qwﬁ?“ﬂﬁ>a<@ﬂgﬂﬁ@>o

dz ds*
T8 X (5)r () Vi (9)

olur. Bu ifadenin tiirevleri alinirsa

elde edilir.

oldugundan

ds** ds



as” ds
| O ERE =2 N6 |
X2 (s)r (s)7(s)
N IECICER O IO
+2X5 (s) 7 (s) + X2 () (s)

elde edilir ve buradan

dz ds*
e ds |l = A2 (s) 7 (5)]
olur. Diger yandan
Vi, (s) Va, (s) Vs, (s)
T ds*  dTdsT 0 0 Az ()7 (s)
ds* ds = ds** ds A ()7 (s
0 —Xa(s)r?(s) 2 (4) ( )
+X2 (s) 7 (s)
= A3 (s)7r° (s) VA, (s)
ifadesinin normu alinirsa
dz ds*  d*T ds* N
ds ds X ds® ds || () s)
elde edilir.
AT ds*  d°T ds” AT ds”
ds* ds =~ ds** ds ' ds*® ds
A3 (5) 72 (s) VA, (s)
(A2 (s) 7% (s) k (8)] VA, (s)
—2r (s) r (s) A2 (s)
—< / i Va, (s)
—2r%(s) Ay (8) = A2 (s) 1 () 7 (5)
—13(s) Ao (8) + X, (8)7 (s
/() %() > (5) //() Vi (s)
+2X, (s)7 (5) + A2 (s) 7 ()

= N (s)7% (5) K (s)

bulunur. Elde edilen ifadeler (4.1) de yerine yazilirsa

() = Xy (8)7% (s) _ sgn(r(s))
Kz (s") N2 (5)73 (5)] Do ()]
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ve

bulunur.
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5. Qs 4-BOYUTLU KUATERNIYONIK UZAYDA INVOLUTLER

4 boyutlu Oklid uzay1 E*, Q ile gosterilen birim kuaterniyonlarn uzayi ile tanim-

lanir.

r : ICE—-Q
4

s — x(s)%in(s)ei (1<i<4),e,=1
i=1

I = [0, 1] arahig iizerinde tanimlanan her mertebeden tiirevlenebilen bir egri olsun. s,
parametresi birim biiyiikliigii 7 = ' (s) olacak sekilde secilsin. Q daki 2 = z (s)
kuaterniyon egrisinin Serret- Frenet catisi {V; (s), Va2 (s), V5 (s), Vi (s)} olsun. O zaman

Serret-Frenet esitlikleri

/!

Vi(s) = K(s)Va(s) (5.1)
Vo () = —K(s)Vi(s)+k(s)V5(s)

Vi (s) = —k(s)Va(s)+ (r(s) — K (s)) Va(s)

Vils) = —(r(s)—K(s))Vs(s)

dir. Burada K (s) = HVl/ (s)|| dir [13].

3 deki o = o (s) egrisi i¢in Serret-Frenet denklemleri kullanilarak = = x (s) egrisi
icin Serret-Frenet denklemleri bulunur. Burada «, x kuaterniyonik egrisinin spatial
kuaterniyonik egrisidir. Ayrica o ve z egrilerinin egrilikleri arasinda iligki vardir [13].
Bu iligkilerle «v egrisinin 1. egriligi olan k, x in torsiyonu olarak agikla-nabilir. Aymi
zamanda x in bitorsiyonu (r — K) dir. Burada r, @ nin 3. egriligi ve K, x in 1.

egriligidir.
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Dahasi x kuaterniyonik egrisinin Serret-Frenet denklemleri

W) = Ty
e L0 ESOLIICIORSOIEION
[l )72 () = R (@' (5) 27 ()2 (5)
5 = WA AV 92T
SYAVa(s)ANx (s
W) = R A 1 ) 2
o [l @1 ) =k (@ (9),2" () &' (5)]
H:v()H |
A YO YN AC T Se] | O
11 )17 2" () <:c/<s>,x”<s>>:c/<s>H
h (5" (5), Vi (5))
TR = WMEA%E A G G

seklinde verilir [15] .

Teorem.5.1 x, Q4 de bir regiiler birim hizl reel kuaterniyonik egri olsun. Her-
hangi reel kuaterniyonik egri  de z egrisinin kuaterniyonik involiit egrisiyse, o zaman

d(z(s),Z(s*)) = |c— s| dir. Burada c reel sayidir [15].

Ispat: 7, x : I — Q egrisinin birim hizh reel kuaterniyonik involiit egrisi olsun.
Tanim 2.3.10 dan
T(s") =2 (s) + A(s) W, (s) (5.3)

yazilabilir. 7 (s*) ifadesinin tiirevi alinirsa

dz ds*
ds* ds

= (14X () Vi () + A () K (3) Vauto
elde edilir. Bu denklem V;, (s) teget vektorii ile i¢ garpima tabi tutulursa

0=h (%%,% (S)) = (14X ()

olur. Yani

As)=c—s (5.4)

olur. (5.3) ve (5.4) esitlikleri kullanilarak



yazilabilir. (5.3) ve (5.4) esitliklerinden
T(s") = a(s) +(c—s) W, (s)
ulagilabilir [15].
5.1. Q, de 1. mertebeden Involiitler

Teorem.5.1.1 =, Q4 de regiiler birim hizli reel kuaterniyonik egri olsun ve herhangi
bir reel kuaterniyonik egri @, Q4 de x in involiitii olsun. = kuaterniyonik egrisinin

Serret-Frenet denklemleri x in denklemleri tarafindan olusturulabilir [15].

Ispat: = =« (s) bir birim hizh reel kuaterniyonik egri olsun. Varsayalim ki 7 =

7 (s), z in involiitii olsun.
T(s") =z (s) + (c=8) V1, ()

oldugu gosterilmisti. Bu ifadenin tiirevleri alinirsa

dz ds*

T ds Vi, (5) = Vi, (8) + (c — 5) K. (s) V2, () (5.5)
= (c—5) K, (s)Va, (s)
T ds*’ )
17 s (c —s) K3 (s) V1, (s) (5.6)

+ [0 =5) K (3) = K ()] Vau (5) + (c = ) Ko () e (3) Vi, (5)

tekrar tiirev alinirsa

BT ds*’

ST = pR2() = 3(e— ) Ka(5) KL (5)] Vi, (9) (5.7)

"

(c = 8) K, (s) = 2K, (s)

8
[N}
8
—~
V)
~

+

+ : Vs, ()

+l(e—s) Ko (s) k (s) (r (s) = Ko ()] Vi, (9)
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tiirev alma igslemine devam edilirse

9K, (s) K, (s) —4(c — 8) K, (s) K, (s)

T T

d*7 ds** L
It ds —3(c—s) (Kx (s) )

+(c—s) K7 (s) [K7 (s) + k2 (s)]
=3K, (s) + (c = s) K (s)
+3K3(s) —6(c—s) K> (s
+3K, (s) k% (s) =3 (c — s) K,

—3(c—s) K, (s)k (s)k

S

) I (s)

(
(s)

i (
| —6K., (s)k(s) +3(c—s) s
3

K (s)k
+3(c—5) K, (s) K (s) = 3K, (s) K (s)

S

ifadeleri elde edilir. (5.5) esitliginin kuaterniyonik normu alinirsa

dz ds*

T = =9 K2 (s)

olur. Dolayisiyla
dz ds*

ds* ds
yazilabilir. (5.2), (5.5), (5.9) esitlikleri kullanilarak

= K. (s)[(c—s)|

& (c—5) Ka (s)
o | (Kx (s) (e = 5)])

‘/15 (S*) = } ‘/295 (8)

olur. Dolayisiyla

Viz (s7) = £V5, (s)
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(s) |

i, (s) (5.8)
Va, (s)
Vs, (5)
Vi, (5)

(5.9)

(5.10)



yazilabilir. R (%, 58252) ifadesi (5.5) ve (5.6) esitlikleri kullamlarak hesaplanirsa

dz  d°T ds®
h(d— d—) s K ()3

Va, (8) x V3, (s)
+Va, () x V3, (s)

2

Va, (8) x Vs, (s)
+Va, () x V3, (s)

e P K2 (5) K ()

_ ds? (C == 3)2 K, (3) K:; (5)
ds= | _(c—s)K2(s)

elde edilir. Vo_ (s*) (5.2), (5.5), (5.6), (5.9) esitlikleri kullamilarak hesaplanirsa

_ 2" (s) = (@ (s7)
—r 2 _n —r

HHx (s z" (s*) = h (T’ (s*)

_n
, L

—n
, T

—(c—s) K7 (s)

—(c=s) K7 (s) W1, (s)

= K7 (s)(c—9)"
[ +(c—s) Ko (s) k() Vs, (s)

olur. ||z’ (s*) H2 T (s*)—h (T (s),7 (s*)) 7 (s*) ifadesinin normu alnirsa

2

7 () = (7 (5,7 ()7 (")

= K2(s)(c—s)* ((c— 8P KX (s) + (c — $)* K2 () K* (s) )?

T




bulunur. Va_ (s%)

Yy (s) = Zm) KN <s>+<c > () K (5) Vi, (5) )
N (c—s) K, (s) s) + k2 (s)

_ K (9 Vi, (s) + k() V3, (S)
V2 (s) + k2 (s)

(5.11)

olur. Vy_(s*)

Vig (%) A Var () AT (57)

Vi (57 A Ve, (57) AT ()]
AT

" (s*) ifadesi (5.7), (5.10),

Vi (87) =

formiilii kullanilarak hesaplanabilir. Vi_ (s*) A Vo (s%)
(5.11) egitlikleri kullamlarak bulunursa

Vi (87) A Vi (5°) AT (57)

1
N (5.12)
Vi, (s) Va, (s) Vs, (s) Vi, (s)
0 1 0 0
— K, (s) 0 k (s) 0
2(c—s)
c—3s)K (s K (s)k(s
2K (5 ( )/x() 2 () K (s) e s)
—2K, (s) +(c—s)
—3(c—s) / K, (s)k(s)
KK () IR IR G )
: (K3 (s) +k(s))  —2(c—s)
K, (s)k(s)
(k% (s) (r (s) — K. (5)) Vi, (s) + K () K (s)
_ oK) (K. (s) & (s) — K, (s)
VEZ(s) + K (s) (r(s)— Ka(s) Vo, (s)+ © °
k (s) Va, (s))
bulunur. Vi_ (s*) A Vo (s*) AZ" (s*) ifadesinin normu alinirsa
Vi () AVar () AT (57)|
e K lS) 1) (1 (5) - Ko () + K2R () (5.13)

\/KQ )+ k2 (s)
(r(s) — Ko () + (KL () k() = Ko (99K () )

INIES
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olur. Vy_ (s*)

(K% (5) (r (s) = Ko (5)) Vi, (5) + Ko (s) F (s)
Vi (5 = 1 (r(s) = Ko (s)) Vs, (s) + (f;x (5) K (s) — Ko (s) k' (s)) WZ(S) ) (5.14)
(B (s) (r (s) = Ky (5))" K2 (s) K (3) (r (s) = Ko ()

+ (K, (s) k (s) — Ko (s) K (5))7)

seklinde elde edilir. Burada n = +1, det (Vi (s), V5, (s), V3, (s), V4, (s)) = £1 i
saglar. Vi_(s*) (5.2), (5.10), (5.11), (5.14) esitlikleri kullamlarak hesaplanirsa

)

Vaz (") = 1 (Viz (8) A Vig (s7) A Var (7))
1

( K (s) + K (s) (K* (5) (r (5) — K, ()" + K2 (s) k* (

=N

V)
=

INIES

(r () = Ku ()" + (K () b (5) — Ko () K () )°)

Vi, (s) Va. (5) Vs, (s) Vi, (s)

K (s) 4 Ky (s) K (s) K, (s)k (s)
(r(s) = K (s)) (r(s) = Ku(s)  —K.(s)K (s)
0 1 0 0

—K, (s) 0 k (s) 0

K2 (5) + k2 (s) (k4 () (r (5) — Ko (5))° + K2 (s) k2 (5) |
(r (s) — K, (s)) "(s) )3

bulunur. K7 (s*) hesaplanirsa

Kz (s") =

KA(s) [(c—s)f
R OEL0
K, () [(c— 9)
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elde edilir. £* (s*) hesaplanirsa
[Vie 57 A Vo (59 A7 LI (57

o Il
K (s%) HHx H T (s*) = h (T (s),T (s*)T (s*)”

E(s) (r (s) = Ko ()" 4+ K2 (s)
K2 (s) (r (s) — K, (s))? K (s)[(c— 9]
K )e—s)| \ F B k() = Ko (s) K ()]
 JEKZ(s)+ k2 (s) K3 (s) (c— 5)* /K2 (s) + k2 (s)
(K* (5) (r (s) = Ko (5))” + K2 (s) K2 (s)
(r (s) = 5, (5))* + (KL () b (5) — Ko () K ()" )7

Ky (s)|(c = s)| (K3 (s) + k2 (s))

elde edilir. r* (s*) — Kz (s*) bulunursa

1

Vi () A Ve () AT (][ (s
formiilit kullamlarak b (z" (s*), Vi (s*)) ifadesi hesaplanirsa

1

(k* () (7 () = K2 (5))” + K2 (5) K ()
(r(s) = Ko ()" + (K () k (5) = Ko () K (5))°)

o=
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ifadesi

+ +(c—8) K, (s) k" (s)
—(c—9) Ky () K (s) (r (s) = Kz (s))*
(o= ) K () [K2 () + R ()] K (5) |

Ko () () (5) — K () 5 [V, () X Vi, (3) + Vi, (5) x Vi, (s)]
[ 3(c—s) KL (s)k(s) (r(s) — Ko (5)) |

—3K, (s) k (s) (r (s) — Ka ()
(s) — K (s))

carpima tabi tutulursa

"

p(7" (), Vie (5) = 2
(K (5) (r () — Ko ()% + K2 () k2 (s)

(r (s) — Ka (s))* + (K, (s)k(s) — Ky (s) K (S))z )%

bulunur.

ot 0 7 1)

(c—s)? K2 (s) (“U(@—&@W+@@W@
T VKIS AR ) (r(s) - K, ()2 + (K. (s) k (s) — K, (s) K (5))7)

T

o=
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oldugundan

(c=s)°K2(s)

KEHRC) (1 (5) — K, ()% + (KL (s) k (5) — Ko (5) K (5))7)

elde edilir [15].
5.2. Q, de 2. mertebeden Involiitler

Teorem.5.2.1 z, Q4 de regiiler birim hizli reel kuaterniyonik egri olsun ve herhangi
bir reel kuaternik egri  de x in 2. mertebeden involiitii olsun. = kuaterniyonik egrisinin

Serret-Frenet denklemleri x in denklemleri tarafindan olugturulabilir.

Ispat: = =« (s) bir birim hizh reel kuaterniyonik egri olsun. Varsayalim ki 7 =

T (s), « in 2. mertebeden involiitii olsun. Dolayisiyla
T(s") = (s) + A1 (s) Vi, (8) + Az (5) V2, (5) (5.15)

yazilabilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

dx ds*

E () M () A, (5) + A (3) [ (5) Vo, (9)]

+25 (5) Vo, (5) + Ao (8) [<K () Vi, (s) + K (5) Va, ()]
= [T X() = A2 () K ()] Vi () 4 [ A () K (9) 4 2o (5)]| Vo ()
+Xa (5) k (s) Vi, (5)

elde edilir.
(T (), Vi (5) =0, (T (), Va. (5)) =0

oldugundan

A (s) k (s) Va, (s) (5.16)



olur. Tirev alma islemine devam edilirse

TTd @R Ve, () + (M) k() + X () F (9) Ve, () (517
+ O (3) K (5) (1 (3) = 10 (5)) Vi, (5)
L = R () K ()] Vi (5) (5.18)

+ [—2)\/2 (5) k* (5) — 3\z (s) K (s)k (S)} Va, (s)

[ 20, (5) K (s) (r (s) = K, (s)
+ | 420 () K (s) (r (s) — Ky () | Va, ()
| A () k() (r () = Ka (s))

50



olur ve tekrar tiirev alinirsa

AT ds*’

ds ds +5Az () E (s)k (s) Ky (s) + A2 (s) k? (s) Kg/g (s)

Vs, (s)

Vi, ()

% |12

oldugundan
(5.20)

olur. (5.2), (5.16), (5.20) esitlikleri kullamlarak
—)\2( )k (s) Vay (s)

Vig (s7) = - }\/W

Vi (87) = Vay (s)

elde edilir. Dolayisiyla
(5.21)
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yazilabilir. R (%, 5?2) ifadesi (5.16) ve (5.17) esitlikleri kullamlarak hesaplanirsa

v ) - jj =3 () (5)]-
5 Vi (5) X Vi (5) 4 Vo () X Vi (9)]
[ () X () K2 () + A3 () K () e (5)
2 Vi (5) X Vi () + Vi (5) X Vi (5]
03 (5) K2 (5) ( (5) — K. (5))

£ Vi (8) X Vi () 4 Vay (5) x Vi (5)]

- j D (s) k() (R () K () + D () K (5))

elde edilir. Vo_ (s*) (5.2), (5.16), (5.17), (5.20) esitlikleri kullanilarak hesaplanirsa

7" (s*)—h(f/ (59,7 (s*))i/ () = A2(s)k2(s)-
— X2 (5) k2 (s) Vay (5)

N Ao (8) k (s)
(r(s) — K. (s))

Vi (s)

olur. ||z’ (s*) H2 T (s*)—h (T (s*),7 (s*)) 7 (s*)ifadesinin normu almirsa

= A () K3 (s) \/k2 (s) + (r(s) — K, (s))°

bulunur. Diger yandan
(=F(s) Va, (5) + (r(s) — Kau(s)) Vi, (s) )

(5.22)
B ) + (0 (5) - Ko (9))°

Vo, (s%) =

olur. Ayrica




formiilii kullanmlarak hesaplanabilir. (5.8), (5.21), (5.22) esitlikleri kullamlarak

Via (55) A Vag (57) AT (57) = - 2
VR (8) 4 ( (5) = K (s))
Vi, (s) Va, (s) Vi, (s) Vi, (s)
0 0 1 0
0 —k (s) 0 (r () — Kq (5))
—)\2 S ,
B (i)> 22, () K (s)
—2), (s , r(s)— K, (s
2 2 O ke O KO
A2 () K2 (s) k% (s) LN () K (5) +2X2 (s) k (s)
K, (s) —3)s (s) . (r (s) = K. (s))
+X2 (s) k™ (s)
K (s)k(s) (k) +A2 (8) K (s)
r(s)— K, (s
e - K )
r k(s) (5.23)
VR () 4 (r () = Ko (s)
AN, () K (5) (r (5) = £, ()
+5Xs (s) k' () (r (s) — Ky (s)) | Via (s)
+a (5) K (5) (r (5) = Ko (5))
[AQ CLOEACH IS
(r(s) = Ko (s)) )
[~ (5) K2 (5) K, (5)] Vi, (5)
seklinde elde edilir. Vi_ (s*) A Vo, (s*) AT (s*) ifadesinin normu alinirsa
Vir () A Ve, () A (1) = k(o) . (5.24)
VR (8) + (r (3) = Ko ()
(16X, (5) 2 () (r () = K5, (5))°
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olur. Buradan

4N, (s) k (s) (r
+5X2 (s) k' (s) (
+X2 (s) K (s) (r
(=22 (s) ki (s) Ky (s

[ A2 (s)

V4§ (5*) ="

( (5.25)
(

—~
=3
—~
V)
~—
|
=
—~
V)
~—
~—
+
>
Il
—~
V)
~—
T
N
—~
~—
3
—~
~—
~—
=

seklinde elde edilir. Burada n = +1, det (V4, (s), V5, (s), Vs, (s), V4, (s)) = £1 isaglar.
Vs (s*) (5.2), (5.21), (5.22), (5.25) esitlikleri kullanilarak hesaplanirsa

Vg (57) = 01V (57) A Vi (87) A Vi (7))

(162 (5) K2 (s) (7 (5) — Ko (3))° + 2523 ()K" (5)
( (5) = K0 () + X5 (5) B2 (5) 12 (5) (( () = Ko (5)))
25 () 2 () K2 (5) (1 (5) = K ()7 + X5 () 1 () K2 ()
(K () + (r (s) = Ka (5))°)

2

Vi, (s) Va, (s) Vi, (s) Vi, (s)
4N, (s)
k (s)
r(s) — K, (s —Aa (s
(r(s) (s)) (s) Chs)
+5)2 () k (s)
| 0 2 (s)
k (s) K, (s)
K, (s)
(r(s)—Ku(s))  (r(s)— Ka(s))
+X2 (s) k (s)
(r(s) — K (s))
0 0 1 0
r(s)
0 —k(s) 0
( _Kaz (S) )



() - IFENT )= E 6.7 )T )
17" (s7)]]
X ()R () () — Ka (5)* 4 K2 (s)
B XS () kA (5)
() = K (5)? + B2 (s)
K Az (5) R (5)
elde edilir. £* (s*) bulunursa

e ) = Ve (D A Ve (9 A7 7 ()]

[l (9P 7" () = (@ ()7 ()7 ()

(16A2 VR () (7 () = K (5))” + 2503 (s) K

T () K () 4 X ()R (9 K2 ) (0 ()~ K (5)))’
5 () () K2 () () = Ko (9))° + 25 (5) K () K2 (5) )

XS (5) k8 (5) 1/ (r (5) — K (5))° + K2 (s)

NI

(16A2<>k (5) (r () = Ka (5))* + 2523 (5) K (

(1 () = Ko ()% 25 (3) K2 (5) KC25) (r () = K (5)) )
25 () 2 (5) K2(3) ( () = K, (s))7

N3 () (3) (1 () = K

s
elde edilir. r* (s*) — Kz (s*) bulunursa

5))” + k2 (s)

) h(E" (%), Vi (57)
Vi ) A Ve, () A ([T ()]




- (5%))

formiilii kullamilarak & (" (s*),

ifadesi hesaplanirsa

7
h (3: *

- K

+)\2 (S) k

+ X2 (s) k (s)
+ A2 (s

(s) { (r

[ [M%(ﬁkwﬂr@)
K, (s
)

+X2 (8) k2 (
Aa () K2 () K2 (s)
—9)\ (s) K
—4%a (5) K () k (5) -
| o () k4 (5) + o ( ) k2 (
=3 () k" (5) =
+A§<>k<>+3A<>
+A2 ()
— ((r () = K (3)))*  [3X
| B (9)k(s) (r(s) -
[ (9)

| e () k() (r(s) = Ko ()]

() + 5 (5) K (5) (7 (5) = K (5))
@)—A@@»)

[ 3N, (8) k2 () K, (s) +5Xg (s) k (s) k' () K, (s)
5)

K
K’
2 (s
Ko (s

) (7 (8) = Ko (5)] Vaz (5)

k2 (5) Kz (5)] Vi (5)

()
— 3, (s
(5) K (s)
<>@<>f

((r(s) = K. ())°) |
L <> 2(s)
) 4 3\, (s) K
(s)
k(s)+ 3 (s )k (s)
) ((r(s) = Ko (5)) |
+3X; (5) K (5) (r () — K, (5))

) k* (s)

K
)k
3\
(s)
s (s
(s

(s)

)
)

)+ 30y (5) K () (1 (s) — K (5))
(r (s) — K, (s))

— A2 (8) k() (r (s) = Ku (5))" |
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bulunur.

o1 ] 1] -

=

(r(s) = K, ()" + Ay (5)
K (s) K3 (5)

oldugundan
k2 (s r(s) — K, (s))?
. . ¢Pm+<<> D
k% (s) A2 (5) (16)\2 (s) k2 (s) (r(s) — K, (s))" + 25); (s)

E (5) (r () — Ko (90 + X (9) K2() ((r () — K () )
25 (5) K2 (3) K2 (5) (1 (5) — K ()7 + X5 () K () K2 ()

(—A; (5) K (5) K2 () (7 () = K (5)) + B3 (3) Ao (5) K (5) K () (7 (5) — Ko ()

Ko (5) (1 (5) = Ko (5)) — 3g (3) o () K2 (5) K 5) (1 (5) — Ko ()
3N (5) K2 () K (5) K, (5) (1 (5) — K () — g (5) 49
EXE(5) K (5) K () (7 (5) — Ko (5))° 122 () K (5)
Ko (3) (1 (5) = Ko (5)) + 352 (5) Ao (5) K2 () k' (5) K, (5) (1 (5) — K, (5))
£30y (5) Xa () K (5) K (5) (1 () — K, () 52 (5) K2 () K (5) Ko ()

( () = Ka (5)) + 2502 () (5) Ko (5) ( () — K () + A0 () Aa () K ()
K, (s) (r (s) = Ky (5)) 4 503 () k2 () K (5) K, (5) (r (5) — Ko (5))

+Aa (8) k* () I, () (r (5) = Ko (5)))

o7



olarak elde edilir. Boylece Q4 de 2. mertebeden involiit egrinin bitorsiyonu hesap-

lanmgtar.
5.3. Q, de 3. mertebeden Involiitler

Teorem.5.3.1 z, Q, de regiiler birim hizli reel kuaterniyonik egri olsun ve herhangi
bir reel kuaternik egri , x in 3. mertebeden involiitii olsun. = kuaterniyonik egrisinin

Serret-Frenet denklemleri x in denklemleri tarafindan olugturulabilir.

Ispat: = =« (s) bir birim hizh reel kuaterniyonik egri olsun. Varsayalim ki 7 =

T (s), « in 3. mertebeden involiitii olsun. Dolayisiyla
T(s7) =2 (s) + M (s) Vi, (8) + Ao (5) Va, () + A3 () Vs, (s) (5.27)

yazilabilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

dx ds*

I = Ve (9)+ X (), (5) + A () Ko (5) Vo (5)

25 (5) Va, () + D (3) [ S, (5) Vi, (5) + K 5) Vi, (5)]
1 (5) Va, (5)
(1 () ~ Ky () Vi, (5)
= [N () = A () K ()] W, (9)
[ (3) K () + 2% (5) = 2 (5) K (5)]
[ (5 B () + 24 (3)] Vi, () + s (5) (7 (5) = K ()] Vi (5)

23 () Va, (8) + A (5)

elde edilir.

T =2 (9) () = Ko (5)) Vi (9 (5.28)
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olur. Tirev alma islemine devam edilirse

(X5 (5) () = Ko () + As (5) (r (3) = K () ) Va, (9)
if d;s = [Na(s)(r(s) - K, ()" k ()] Va, (s) (5.30)
N —2); () (r (s) — K, (s))? v
| =33 (s) (r () = K, () (r (s) = Ko (9))
NRICIGOREAC) +2A3< o) =K |
|2 (5) (7 (5) = Ko (3) = X (5) (7 (5) = o (5))

olur ve tekrar tiirev alinirsa

ds** ds

— K, (s)) Vs, (5)

Vi, ()

elde edilir. (5.31) esitliginin kuaterniyonik normu almirsa
dz dsl _
ds* ds
bulunur. (5.2), (5.28), (5.32) esitlikleri kullanilarak

() (5) — Ka(9)
Vi (50) = T2 91 0 (5) = Ko (9))

= [A3 (s)] (r (s) = Ko (s)) (5.32)




elde edilir. Dolayisiyla
Vi (s7) = £V4, (s) (5.33)

. dz  d’%
yazilabilir. A ( ds*) 4o

) ifadesi (5.28) ve (5.29) esitlikleri kullamlarak hesaplanirsa

As (5) (r () = K <s>>( A (5) ( () = Ke ) )

ir  d*F ds? s (5) (1 (s) — Ky (5))
n (G ) = g Vi () % Vi (9
_ +Vi, (8) x Vy, (s)
[ NN 0 6) - K () ]
ds*’ | A (9) (7 () = Ko (9) (7 () — Ko (5))

elde edilir. Vo (s*) (5.2), (5.28), (5.29), (5.32) esitlikleri kullanilarak hesaplanirsa

1

(s)—h (@ (s,
/

ol e T
HHx s* H 7" (s*) (f (s*),T (s*)) /

bulunur. Boylece

= W (s) (5.34)

olur. Diger yandan

formiilii kullanlarak hesaplanabilir. (5.3), (5.33), (5.34) esitlikleri kullanilirsa

Vi (87) A Vi (55) AT (%) = (5.35)
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(r(s) = K. (5))° +Xs (s)

= [ () k() (r (s) — Ka ()] Vi, (5)

seklinde elde edilir. Vi_ (s*) A V. (s*) AT (s*) ifadesinin normu alinirsa

Vie (57) A Var () AT ()| = As () K (5) (1 () = K (5))°

olur. Boylece

B OLIO (r (5) = Ko ())°] Vi (5)
TN ) k() (r (5) — K, (5))
= Vi, (s)

0 0 0 1
0 0 —1 0
X ()
e (r(6) = K (5)
) +2;5 ()
@k O ey
0 —3)5(s) ’

(r(s) — Ky (5)"

(5.37)

seklinde elde edilir. Burada n = +1, det (V4, (s), V5, (s), Vs, (s), V4, (s)) = £1 isaglar.

Vi (s*) (5.2), (5.33), (5.34), (5.37) esitlikleri kullamlarak hesaplanirsa

Vaz (s7) = 11 (Vag (57) A Vig (87) A Vg (57))

Vi, (5) Va, (s) Vs, (s) Vi, (s)
1 0 0 0
= 7
0 0 0 1
0 0 1 0
= s, (s)
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elde edilir. K7 (s*) hesaplanirsa

Kz (s*) =

(\/Ag K, (s) )2)4

)\3 (S)

elde edilir. £* (s*) bulunursa

[Viz (5) A Vi (s9) AT (57)
Hux NPE (%) = b (@ (s7), T (5"
P HOLION ’

HOIA

k*(s*) =

() (r(s) — Ka(9))
elde edilir. r* (s*) — Kz (s*) bulunursa

Vi (5 A Ve () AT ()| 7 (9]
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formiilit kullamilarak h (" (s*), Vi, (s*)) ifadesi hesaplanirsa

—~
w
—~ ~
w
2 - N
8 ~
Ny &
V ]
RN ™ ™ ~ a
© e e A -
n o~ ~ © = [V A N2 \QIU/SS [N AR A R A —~
~— o —~ Kx(x/(\x Lo~ — (M(x\(\(\/(n\u\
O OO O OO O X K T KoK K g
KxSkK\l/KKk — | g | I R B __x_
ﬁKx(s\_(m__(s\ O R ORI RN
~
~ ™ —~ 5] ~— ~ ~ ~ ~—
\A_3(\ (\l_l w -~ » —~ (\\l/\l/S\l/\l/ —_ @
l_lmlml ~ T N~ W \I/SS(\SS\QIU/S(\\I/
_\I/ & ~— N = », o~ w O = ~— ~— w
[Va) ~— ~ - ~ ~— ~
N S oI o o v = = SO Ln m —
“ —~ =< = < 5 » << < < < »
= AR < < B ™ I e ~<
+ = _ @ + + 7 +
[ »> _ I + |
~ |
<
I
/N
—~
*
@«
~
|8
N
~
*
w
~
G
N—
~=

bulunur.
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oldugundan

r*(s*) — Kz (s") =

olarak bulunur. Boylece Q4 de 3. mertebeden involiit egrinin bitorsiyonu hesaplan-

migtir.
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6. SONUC

Bu calismada Oklidyen uzay ve Kuaterniyonik uzayda involiitlerin incelenmis, temel
kavramlar verilerek yapilan caligmaya yardimci olacagi diisiiniilen teoremler, 6nermeler
ve ispatlar aciklanmistir.

4. ve 5. boliimler caligmanin orjinal kismi olup 4. béliimde 3- boyutlu kuaterniyonik
uzayda 1. ve 2. mertebeden involiitler ve Serret-Frenet denklemleri hesaplanmistir.

5. boltimde ise 4-boyutlu kuaterniyonik uzayda 1. , 2. ve 3. mertebeden involiitler
ve Serret-Frenet denklemleri hesaplanmigtir.

Yapilan bu hesaplamalar sonucunda Oklidyen ve Kuaterniyonik uzaylarda yapilan
hesaplamalarin birbirine yakin sonuglar dogurdugu saptanmigtir. Benzer hesaplamalar
diger uzaylar icin de yapilabilir.

Bu arastirma 3 ve 4 boyutlu Oklidyen ve Kuaterniyonik uzaylarda tanimlanan egri-
lerinin involiit egrileri ile ilgili bilgi edinmek isteyen arastirmacilar icin temel bilgi,

hesaplama ve ozellikler sunan bir ¢aligma niteligindedir.
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