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ÖZET

B·IR E¼GR·IN·IN ·INVOLÜTLER·I VE ÇEŞ·ITL·I UZAYLARDAK·I

KARŞILIKLARI

Bu çal¬̧smada verilen bir e¼grinin involüt kavram¬ ele al¬narak çeşitli uzaylardaki

karakterizasyonlar¬ incelenmi̧stir.

Özellikle Q3 ve Q4 de kuaterniyonik e¼griler tan¬mlanarak Kuaterniyon uzay¬nda

kuaterniyonik e¼griler için Serret-Frenet formülleri verilmi̧stir. Bu formüller yard¬m¬y-

la Q3 ve Q4 uzaylar¬nda kuaterniyonik involüt e¼griler için karakterizasyonlar ifade ve

ispat edilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Frenet e¼grisi, Frenet çat¬s¬, involüt e¼gri, Kuaterniyon e¼grisi,

Kuaterniyon çat¬s¬.
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SUMMARY

INVOLUTES OF A CURVE AND CONSIDERATION IN VARIOUS

SPACES

In this study, the characterizations of a given curve is investigated in various spaces

by dealing with concept of involute.

In particularly, Serret-Frenet formulas are given for quaternionic curve in Quater-

nionic space by de…ning quaternionic curve in Q3 and Q4 The characterizations for

quaternionic involute curves are given and proved in Q3 and Q4 spaces with these

formulas.

Keywords: Frenet curve, Frenet frame, involute curve, Quaternionic curve, Quater-

nionic frame.
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SEMBOLLER L·ISTES·I

E : n-boyutlu Öklid uzay¬

E3 : 3-boyutlu Öklid uzay¬

E4 : 4-boyutlu Öklid uzay¬

Q3 : 3-boyutlu Kuaterniyonik uzay

Q4 : 4-boyutlu Kuaterniyonik uzay

h i : ·Iç çarp¬m

 ( ) : Uzakl¬k

kk : Norm
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1. G·IR·IŞ

Öklidyen düzlemde e¼grilerin diferansiyel geometrisi üzerinde çal¬̧smalar Huygens

taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r [1]. Huygens düzlem e¼grilerinin herhangi bir noktadaki e¼grili¼gini

ortaya koymuştur [1]  Newton e¼griyi bir  parametresine ba¼gl¬ olarak tan¬mlay¬p e¼grinin

e¼grili¼gini ifade etmi̧stir [1]. 3-boyutlu Öklid uzay¬nda e¼grilerin diferansiyel geometrisi

üzerinde de birçok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Özellikle iki e¼grinin kaŗs¬l¬kl¬ noktalar¬nda

Frenet çat¬lar¬ aras¬nda ba¼g¬nt¬lar kurularak yeni …kirler ortaya konmuştur. ·Involüt

e¼griler de bunlardan bir tanesidir. Bir  e¼grisinin te¼getlerinin ortogonal yörüngelerine

 in involütleri denir.  e¼grisine yüksek mertebeden de¼gen hiperkürelere ise  in os-

külatör hiperküreleri denir. E¼grilerin özellikleri öncelikli olarak Öklidyen uzaylarda ele

al¬nm¬̧st¬r. Ancak daha sonra çeşitli uzaylardaki kaŗs¬l¬klar¬ da araşt¬rmac¬lar¬n ilgisini

çekmi̧stir. Kuaterniyon uzay ve bu uzaydaki e¼gri kavram¬ da bu çal¬̧sma alanlar¬n-

dan birisidir. Kuaterniyonlar dördeyler olarakta bilinip 1843’ te Hamilton taraf¬ndan

keşfedilmi̧stir [2].

Kuaterniyon teorisi son y¬llarda h¬zla geli̧sip ülkemizde lisans ve lisansüstü düzeyde

bir çok üniversitede okutulmakta ve bu alanda çal¬̧san çok say¬da matematikçi bu-

lunmaktad¬r. G. Öztürk, K. Arslan ve B. Bulca involüt ve evolüt kavramlar¬n¬ -

boyutlu Öklid uzay¬ E de incelemi̧stir [9]. K. Bharathi ve M. Nagaraj Reel de¼gi̧sken

Serret-Frenet formüllerinin kuaterniyon de¼gerli fonksiyonunu çal¬̧sarak baz¬ sonuçlara

ula̧sm¬̧st¬r [13]. T. Soy…dan ve M. A. Güngör Kuaterniyonik involüt-evolüt e¼grilerini ele

alm¬̧st¬r [15]. O. Keçilio¼glu ve K. ·Ilarslan Öklidyen 4 uzay¬nda kuaterniyonik Bertrand

e¼grilerini ele alm¬̧st¬r [16]. D. Blazenka ve MS. Zeljka -boyutlu izotropik uzayda in-

volüt ve evolüt kavramlar¬n¬ ele alm¬̧st¬r [17]. H. Gluck Öklidyen uzayda bir e¼grinin

yüksek mertebeden e¼griliklerini ele alm¬̧st¬r [18]  J. Monterde sabit e¼grilik oranlar¬na

sahip e¼griler (ccr e¼grisi) tan¬mlam¬̧st¬r [19] G. Öztürk, K. Arslan ve H. H. Hac¬saliho¼glu

ccr e¼grilerinin bir karakterizasyonuna yer vermi̧stir [20]. M. Turgut ve T. A. Ali E4

Öklidyen uzayda özel e¼grilerin baz¬ karakterizasyonlar¬n¬ elde etmi̧stir [21]. M. Bilici

ve M. Çal¬̧skan E3 de involüt-evolüt e¼gri çiftinin karakterizasyonlar¬n¬ elde etmi̧stir

[23]. S. K¬l¬ço¼glu ve S. Şenyurt E3 de ikinci mertebeden involüt e¼grilerini çal¬̧sarak baz¬

sonuçlara ulaşm¬̧st¬r [24].

Bu çal¬̧smada E de -¬nc¬ mertebeden involütler ele al¬n¬p, E3 ve E4 deki özel halleri

1



verilmi̧stir. Dördüncü ve beşinci bölüm çal¬̧sman¬n orjinal k¬sm¬ olup Q3 ve Q4 deki bir

e¼grinin involütleri ele al¬nm¬̧s ve bu uzaylarda involütler için baz¬ karakterizasyonlar

elde edilmi̧stir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Öklid Uzay¬

Tan¬m 2.1.1 Bir reel a…n uzay  ve  ile birleşen vektör uzay¬ da  olsun. 

vektör uzay¬nda herhangi iki vektör   olmak üzere

h i :  £  ! R

( ) ! h i =
X

=1

, = (1 2  )   = (1 2  )

şeklinde bir Öklid iç çarp¬m¬ tan¬mlan¬rsa,  a…n uzay¬na -boyutlu Öklid uzay¬ denir

ve E ile gösterilir [3] 

Tan¬m 2.1.2 - boyutlu bir reel iç çarp¬m uzay¬  ile birleşen bir Öklid uzay¬ E

olsun.  vektör uzay¬ üzerindeki norm k k olmak üzere

 : E £ E ! R

 ( ) = kk =

vuut
X

=1

( ¡ )
2  = (1 2  )   = (1 2  )

olarak tan¬mlanan fonksiyona E -boyutlu Öklid uzay¬nda uzakl¬k fonksiyonu ve her

  2 E için  ( ) de¼gerine de  ile  noktalar¬ aras¬ndaki uzakl¬k ad¬ verilir [3] 

Tan¬m 2 1 3 R -boyutlu reel iç çarp¬m uzay¬ ile birleşen E Öklid uzay¬nda, s¬ral¬

bir f0 1  g nokta (+ 1)-lisi için e¼ger
n¡¡!
01

¡¡!
02 

¡¡¡!
0

o
vektör sistemi, R

iç çarp¬m uzay¬n¬n bir ortonormal baz¬ ise bu nokta (+ 1)-lisine bir dik çat¬ veya

Öklid çat¬s¬ denir [3] 

Tan¬m 2.1.4 E -boyutlu Öklid uzay¬nda bir  noktas¬n¬n E Öklid uzay¬ndaki

standart Öklid çat¬s¬na göre ifadesi

0 =
X

=1

0

dir. Burada (1 ·  · ) olmak üzere

 : E ! R

3



fonksiyonlar¬na noktas¬n¬n Öklid koordinat fonksiyonlar¬ ve f1 2  g reel de¼ger-

li fonksiyonlar -lisine de -boyutlu E Öklid uzay¬n¬n Öklid koordinat sistemi denir

[3] 

2.2. Frenet Çat¬s¬ Ve E¼grilikler

Tan¬m 2.2.1 ½ R olmak üzere  :  ! E fonksiyonuna E de e¼gri denir [4] 

Tan¬m 2.2.2  ½ E3 e¼grisi ( ) koordinat komşulu¼gu ile verilmi̧s olsun. 8 2 

için
°°0 ()

°° 6= 0 ise e¼grisine regüler e¼gri,
°°0 ()

°° = 1 ise e¼grisine birim h¬zl¬ e¼gri

denir.  2  ya da yay parametresi ad¬ verilir [4] 

Tan¬m 2.2.3 E3 uzay¬ndaki birim h¬zl¬  :  ! E3 e¼grisi için

 :  ! E

 () =
°°° 0 ()

°°°

fonksiyonuna  e¼grisinin e¼grilik fonksiyonu denir.  () say¬s¬na e¼grinin  () noktas¬n-

daki e¼grili¼gi denir [5] 

Teorem 2.2.4  :  ! E3 e¼grisi birim h¬zl¬ bir e¼gri olmak üzere 8 2  için  ()

noktas¬ndaki Frenet 3 ayakl¬s¬

 () = 
0
()

 () =

00
()

k00 ()k =
1

 ()

0
()

 () =  ()£ ()

şeklindedir [4] 

Teorem 2.2.5  ½ E3 e¼grisi ( ) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.  :  ! E3

e¼grisi birim h¬zl¬ olmayan bir e¼gri olmak üzere 8 2  için  () noktas¬ndaki Frenet 3

ayakl¬s¬

 () =
1

k0 ()k
0
()

 () =  ()£  ()

 () =

0
()£ 

00
()

k0 ()£ 00 ()k

4



şeklindedir [4] 

Tan¬m 2.2.6 E3 uzay¬nda birim h¬zl¬  :  ! E3 e¼grisi için

 () = 
0
()

eşitli¼gi ile belirli  () vektörüne,  e¼grisinin  () noktas¬ndaki birim te¼get vektörü

denir [5] 

Tan¬m 2.2.7 E3 uzay¬ndaki birim h¬zl¬  :  ! E3 e¼grisi için

 () =
1

 ()

0
()

e¼grili¼gi ile belirli  () vektörüne  e¼grisinin  () noktas¬ndaki asli normali denir. 

vektör alan¬na  e¼grisinin asli normal vektör alan¬ denir [5] 

Tan¬m 2.2.8 E3 uzay¬ndaki birim h¬zl¬  :  ! E3 e¼grisi için

 () =  ()£ ()

eşitli¼gi ile tan¬ml¬  () vektörüne  e¼grisinin  () noktas¬ndaki binormali denir [5] 

Tan¬m 2.2.9 E3 uzay¬ndaki birim h¬zl¬  :  ! E3 e¼grisinin Frenet vektör alanlar¬

 ,  ,  olmak üzere

 :  ! E

 () = ¡
D

0
()   ()

E

fonksiyonuna  e¼grisinin burulma(torsiyon) fonksiyonu denir.  () say¬s¬na e¼grinin

 () noktas¬ndaki burulmas¬(torsiyonu) denir [6] 

Tan¬m 2.2.10 Birim h¬zl¬  :  ! R3 e¼grisi ile ayn¬ aral¬kta tan¬ml¬ ¤ :  ! R3

e¼grisi verilsin. Her bir  2  için  e¼grisinin  () noktas¬ndaki te¼geti ¤ () noktas¬ndan

geçiyorsa ve

h ¤ ()   ()i = 0

ise ¤ () e¼grisine  e¼grisinin bir involütü denir [5] 

Tan¬m 2.2.11 Birinci Frenet e¼grili¼gi 1 in sabit oldu¼gu ve rank¬  olan bir Frenet

e¼grisine Salkowski (yada T.C e¼grisi) denir [7] 

5



Tan¬m 2.2.12 8 2 R,  6= 0 § 1p
3
olmak üzere

 () =
1

2
p
1 +2

µ
¡ 1¡ 

4 (1 + 2)
sin ((1 + 2) )

¶

¡ 1 + 

4 (1¡ 2)
sin ((1¡ 2) )¡ 1

2
sin 

1¡ 

4 (1 + 2)
cos ((1 + 2) )

+
1 + 

4 (1¡ 2)
cos ((1¡ 2) )¡ 1

2
cos 

1

4
cos (2))

şeklinde tan¬mlanan e¼griye Salkowski e¼grisi denir. Burada  = 
2p1+2

dir. Ayr¬ca

(1)
°°0 ()

°° = cos()p
1+2 , bu e¼gri

¡
¡ 

2
 
2

¢
aral¬¼g¬nda regülerdir.

(2)  () = 1 ve  () = tan () dir [8] 

Tan¬m 2.2.13  e¼grisine yüksek mertebeden de¼gen hiperkürelere  n¬n oskülatör

hiperküreleri denir [9] 

Tan¬m 2.2.14  2 R4 ve R4 uzay¬n¬n standart baz¬ fg olmak üzere

 ^ ^  =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

   

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄



 = (1 2 34)   = (1 2 3 4)   = (1 2 3 4)

şeklindeki çarp¬ma R4 uzay¬nda vektörel çarp¬m veya d¬̧s carp¬m denir [3] 

Tan¬m 2.2.15  ½ E e¼grisinin  () noktas¬ndaki Frenet r ayakl¬s¬

f1 ()  2 ()    ()g olsun. Bu durumda  () seçilmi̧s bir nokta olmak üzere E

in  f1 ()  2 ()    ()g vektör uzay¬ ile birleşen a…n uzay¬na  () noktas¬nda

 e¼grisinin r-yinc¬ Oskülatör hiperdüzlemi denir [3] 

Tan¬m 2.2.16 1 2 ...  ¡1 in sabit oldu¼gu rank¬ d olan Frenet e¼grisine (dairesel)

helis veya W e¼grisi denir [10] 

Tan¬m 2.2.17 Bir  :  ! E e¼grisinin e¼grilikleri 1 2 ...  ¡1 olmak üzere, tüm
+1


oranlar¬ sabitse  ya e¼grilikleri oranlar¬ sabit e¼gri (CCR e¼grisi) denir [19] 
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Tan¬m 2.2.18  ½ E e¼grisi ( ) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. 8 2  için


0
() h¬z vektörü, bir  sabit vektörü ile sabit aç¬ yap¬yorsa,  ye bir helis(e¼gilim

çizgisi) ve  fg ya da  e¼gilim çizgisinin e¼gilim ekseni denir [3] 

2.3. Kuaterniyonlar, Kuaterniyon Çat¬s¬ Ve Serret-Frenet Formülleri

Tan¬m 2.3.1 Bir reel kuaterniyon, s¬ral¬ dört say¬n¬n +1¡! 1
¡! 2
¡! 3 gibi dört

birime eşlik etmesiyle tan¬mlan¬r. Burada, birinci birim +1 bir reel say¬ olup di¼ger üç

birim ise

) ¡! 1 £¡! 1 =
¡! 2 £¡! 2 =

¡! 3 £¡! 3 = ¡¡! 4 (
¡! 4 = +1)

) ¡!  £¡!  =
¡!  = ¡¡!  £¡!  () (123) ün bir çift permütasyonudur.

özelliklerine sahiptir.  = f = + ¡! 1 + ¡! 2 + ¡! 3 j     2 Rg kümesinin her

bir eleman¬na reel kuaterniyon denir. Burada  = +¡! 1+
¡! 2+

¡! 3 kuaterniyonunun

skalar k¬sm¬  ve vektörel k¬sm¬
¡!
  olmak üzere iki k¬s¬ma ayr¬l¬r. Yani;

 = 
¡!
  = ¡! 1 + ¡! 2 + ¡! 3

olmak üzere  =  +
¡!
  d¬r [11]  [12] 

Tan¬m 2.3.2
¡
Toplama ·I̧slemi

¢
 ve  birer reel kuaterniyon olmak üzere

© : £! 

( ) ! ©  = + +
¡!
 ©

i̧slemi + = + ve
¡!
 © =

¡!
 ©

¡!
  şeklinde tan¬mlan¬r. Burada   2 R ve +

i̧slemi R deki toplama i̧slemidir.
¡!
 
¡!
  da birer reel vektör olup © i̧slemi reel vektör

uzay¬ndaki Abel grubu i̧sleminin ayn¬s¬d¬r. O halde (©) ikilisi bir Abel grubudur.

Bu Abel grubunda (0 0 0 0) s¬f¬r kuaterniyonu etkisiz elemand¬r [11] 

Tan¬m 2.3.3 (Skalarla Çarpma)  ve  birer reel kuaterniyon olmak üzere

¯ : R£! 

( ) ! ¯  =  + 
¡!
 

şeklinde tan¬mlanan d¬̧s i̧slem için

() ¯ (© ) = (¯ )© (¯ )  8 2 R ve 8  2 

() (1 + 2)¯  = (1 ¯ )© (2 ¯ )  81 2 2 R ve 8 2 
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() (12)¯  = 1 ¯ (2 ¯ ) 

() 1¯  = 

dir. O halde f©R+ ¯g sistemi bir reel vektör uzay¬d¬r. Bu uzay  ile gösterilir

[11] 

Tan¬m 2.3.4 (Kuaterniyon Çarp¬m¬)  ve  birer reel kuaterniyon olmak üzere

£ : £! 

( ) ! £  =  +  ¯
¡!
  +  ¯

¡!
  ¡

D¡!
 
¡!
 

E
+
¡!
  ^

¡!
 

şeklinde tan¬mlan¬r [11]  Burada h i ve ^ s¬ras¬yla R3 üzerindeki iç çarp¬m¬ ve vektörel

çarp¬m¬ göstermektedir. Çal¬̧sma boyunca bu semboller ayn¬ anlamlarda kullan¬lacak-

t¬r.

Kuaterniyon çarp¬m¬n¬n özellikleri a̧sa¼g¬daki gibidir:

() ·Iki kuaterniyonun çarp¬m¬ bir kuaterniyondur.

() Kuaterniyon çarp¬m¬ birleşimlidir.

() Kuaterniyon çarp¬m¬ da¼g¬l¬ml¬d¬r.

Ancak kuaterniyon çarp¬m¬ de¼gi̧simli de¼gildir. Bu özellikleriyle f©R+ ¯£g

sistemi bir asosyatif cebirdir. Bu cebire kuaterniyon cebiri denir. K¬saca ile gösterilir.

Bu cebirin bir baz¬ f+1¡! 1
¡! 2
¡! 3g ve boyutu 4 tür.

Özel olarak  ve  birer skalar ise veya vektör k¬s¬mlar¬ orant¬l¬
³¡!
  = 

¡!
 

´
ise

£  =  £  olur.

Tan¬m 2.3.5 (Eşitlik) Kuaterniyonlar için eşitlik ba¼g¬nt¬s¬ 8  2  için

 =  ,  =  ve
¡!
  =

¡!
 

şeklinde tan¬mlan¬r [11] 

Tan¬m 2.3.6 (Fark) Toplama ve skalar ile çarpma i̧slemlerinden iki kuaterniyonun

fark¬

¡  = ( ¡ ) +
³¡!
  ¡

¡!
 

´

yani

¡ =  ¡  ve
¡!
 ¡ =

¡!
  ¡

¡!
 

olarak tan¬mlan¬r [11] 
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Tan¬m 2.3.7   2  kuaterniyonlar¬ için,

 : £! R

 ( ) =
1

2
[£  +  £ ]

ile verilen simetrik, reel de¼gerli, bilineer  formu kuaterniyon iç çarp¬m¬ olarak ad-

land¬r¬l¬r [13] 

Tan¬m 2.3.8 (Eşlenik) Bir  2  kuaterniyonun eşleni¼gi,

 : ! 

 !  =  ¡
¡!
 

şeklinde tan¬mlanan  kuaterniyonudur [14] 
¡!
  = ¡

¡!
  oldu¼gundan

 £  =  £  = 2 + 2 + 2 + 2 2 R

dir. O halde

 £  =  £  ¸ 0

ve

 £  =  £  = 0,  = 0

d¬r.   2 R olmak üzere

()  ( + ) =  + 

()  (£ ) =  £ 

()  () = 

şeklindeki özelliklere sahiptir [12] 

Tan¬m 2.3.9 E¼ger kk = 1 ise o zaman  birim kuaterniyon diye isimlendirilir [15] 

Tan¬m 2.3.10  +  = 0 oldu¼gunda  spatial(uzaysal) kuaterniyon olarak ad-

land¬r¬l¬r [15] 

Tan¬m 2.3.11  ¡  = 0 oldu¼gunda  temporal (geçici) kuaterniyondur [15] 

Tan¬m 2.3.12 Bir  2  kuaterniyonu için,

kk : ! R

 ! kk

kk2 =  ( ) =  £  = 2 + 2 + 2 + 2
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şeklinde tan¬mlanan kk pozitif reel say¬s¬na  nun normu denir [13] 

Tan¬m 2.3.13 Bir  2  kuaterniyonunun inversi;

( )¡1 : ¡ f0g ! ¡ f0g

 ! ¡1 =


kk2

şeklinde tan¬mlan¬r. Böylece,

 £ ¡1 = ¡1 £  = 1

dir.  6= 0 olmak üzere, 8 2  eleman¬n¬n bir ¡1 inversine sahip olmas¬  cebirini

bir bölüm cebiri yapar [11] 

Tan¬m 2.3.14  6= 0 olmak üzere bir  kuaterniyonunu bir  kuaterniyonu ile

bölmek için  yi ¡1 ile çarpmak gerekir. Ancak kuaterniyon çarp¬m¬ de¼gi̧simli de¼gildir.

Dolay¬s¬yla bu çarpma iki türlü oldu¼gundan  yi  ile iki türlü bölmek gerekir. 1 ve

2 iki kuaterniyon olmak üzere;

1 = £ ¡1

2 = ¡1 £ 

dir. Burada 1 kuaterniyonuna  nin  ile sa¼gdan ve 2 kuaterniyonunada  nin  ile

soldan bölümü denir. Genel olarak 1 ile 2 farkl¬d¬r [11] 

Tan¬m 2.3.15 3- boyutlu Öklid uzay¬ E3, f 2 Q j +  = 0g spatial(uzaysal)

kuaterniyonlar¬n uzay¬ ile aç¬k bir şekilde tan¬mlans¬n. R reel do¼grusu içindeki birim

aral¬¼g¬n¬ [0 1] olarak belirtelim.

 :  ½ R! Q

 !  () =
3X

=1

 ()  (1 ·  · 3)

f g s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilikler ile yay uzunlu¼gu e¼grisi olsun ve f ()   ()   ()g  n¬n

Frenet çat¬s¬ olarak tan¬mlans¬n. O zaman Frenet formülleri
2
6664


0


0


0

3
7775 =

2
6664

0  0

¡ 0 

0  0

3
7775

2
6664







3
7775
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olarak verilir. Burada   n¬n asli e¼grili¼gi ve   n¬n torsiyonudur [16] 

Tan¬m 2.3.16 4- boyutlu Öklid uzay¬ E4, birim kuaterniyonlar¬n uzay¬ ile tan¬m-

lans¬n. R reel do¼grusu içindeki birim aral¬¼g¬n¬ [0 1] olarak tan¬mlayal¬m ve

 :  ½ R! Q

 !  () =
4X

=1

 () 

f   ¡g s¬f¬rdan farkl¬ e¼grilikler ile E4 de her mertebeden türevlenebilen bir e¼gri

olsun ve f ()   ()  1 () 2 ()g  n¬n Frenet çat¬s¬ olarak tan¬mlans¬n. O zaman

Frenet formülleri
2
6666664


0


0


0
1


0
2

3
7777775
=

2
6666664

0  0 0

¡ 0  0

0 ¡ 0 ( ¡)

0 0 ¡ ( ¡) 0

3
7777775

2
6666664





1

2

3
7777775

olarak verilir. Burada   n¬n asli e¼grili¼gi,   n¬n torsiyonu ve ( ¡)   n¬n

bitorsiyonudur [16] 

Tan¬m 2.3.17   :  ½ E! Q s¬ras¬yla, ¤ ve  parametreli herhangi regüler reel

kuaterniyonik e¼griler olsun.
©
1  2  3  3  4

ª
ve f1  2  3  4g, s¬ras¬yla

 ve  e¼grilerinin Serret-Frenet çat¬s¬n¬ belirtsin. E¼ger  ( (
¤)   ()) = 0 ise o

zaman f ge¼grileri, Q da reel kuaterniyonik involüt evolüt e¼grileri olarak adland¬r¬l¬r

[15] 
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3. E DE ·INVOLÜT E¼GR·I KAVRAMI

x = x () :  ½ R! E E de regüler bir e¼gri olsun. O zaman , d-inci oskülatör

mertebeden bir Frenet e¼grisi diye isimlendirilir.  da ki tüm  ler için (2 ·  · ) ise


0
()  

00
()    () lineer ba¼g¬ms¬z 

0
()  

00
()   (+1) () lineer ba¼g¬ml¬d¬r [22].

Bu durumda Im () E+1 in -boyutlu bir Öklid alt uzay¬nda yatar. Rank¬  olan her bir

Frenet e¼grisi için  boyunca 1 =

0
()

k0()k  2 3   ortonormal  çat¬s¬ bulunabilir.

1 2  ¡1 :  ! R (¡ 1) fonksiyonu Frenet e¼grilikleri ve f1 2  g Frenet

¡ çat¬s¬ olmak üzere
2
6666664


0
1


0
2




0


3
7777775
=

2
6666664

0 1 0  0

¡1 0 2  0

    

0 0  ¡¡1 0

3
7777775

2
6666664

1

2





3
7777775

(3.1)

dir. Burada  =
°°0 ()

°°  e¼grisinin h¬z¬d¬r. Asl¬nda 1 2   yi elde etmek

için Gram-Schmidt ortonormalleştirme metodunun 
0
()  

00
()    () ye uygulan-

mas¬ yeterlidir. Dahas¬ bu hesaplama s¬ras¬nda 1 2  ¡1 fonksiyonlar¬ çarpma

ile kolayl¬kla elde edilir. Daha kesin olarak 1 2   ve 12  ¡1 aşa¼g¬daki

formüllerle belirlenir. S¬ras¬yla

1 () = 
0
() ; 1 () :

1 ()

k1 ()k


 () =  ()¡
¡1X

=1

h ()   ()i
 ()

k ()k2
 (3.2)

 =
 ()

k ()k
 2 ·  · 

ve

 () =
k+1 ()k

k ()k k1 ()k
 (3.3)

burada  2 f1 2 3  ¡ 1g [18]   =  durumunda da  Frenet e¼grisi generic e¼gri

olarak adland¬r¬l¬r [22] 

 deki bir generic  e¼grisinin  deki Oskülatör hiperdüzlemleri  () den geçen ve

f1 2 3  g taraf¬ndan üretilen alt uzayd¬r.  () birim vektörüne  in  deki bi-

normal vektörü denir.  in  deki normal hiperdüzlemleri  () den geçen f2 3  g

lerden biri taraf¬ndan üretilen hiperdüzlemler olarak tan¬mlan¬r.
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E3 deki bir ccr e¼grisi genelleştirilmi̧s bir helis olarak bilinir.

E4 de bir generic  e¼grisi göz önüne al¬nd¬¼g¬nda, Frenet 4 çat¬s¬ 1 2 3 4 ve

Frenet e¼grilikleri 1 2 3 olmak üzere

1 () =

0
()

k0 ()k

4 () =

0
() ^ 00 () ^ 000 ()

k0 () ^ 00 () ^ 000 ()k (3.4)

3 () =
4 () ^ 

0
() ^ 00 ()

k4 () ^ 0 () ^ 00 ()k

2 () =
3 () ^ 4 () ^ 

0
()

k3 () ^ 4 () ^ 0 ()k

ve

1 () =

­
2 ()  

00
()
®

k0 ()k2
 2 () =

­
3 ()  

000
()
®

k0 ()k3 1 ()
 3 () =

­
4 ()  

0000
()
®

k0 ()k4 1 ()2 ()
(3.5)

ile verilir. Burada ^ E4 içinde d¬̧s çarp¬md¬r [18] 

3.1. E deki -¬nc¬ mertebeden ·Involüt E¼griler

Tan¬m 3.1.1  =  () yay parametresi  ile verilen E de regüler generic bir

e¼gri olsun.
¡
Yani

°°0 ()
°° = 1

¢
  in -boyutlu oskülatör hiperdüzlemlerinin sistemine

ortogonal olan e¼grilere,  e¼grisinin -¬nc¬ mertebeden involütleri denir [9]  Basitlik için

1 mertebeden involütleri sadece verilen e¼grinin involütü olarak adland¬r¬l¬r.

, diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve   in parametresi oldu¼gunda yay uzunlu¼gu

parametresi olmak zorunda olmayan bir parametresi olmak üzere  e¼grisinin -¬nc¬

mertebeden  involütlerinin parametrizasyonu

 () =  () +

X

=1

 () ()   ·  ¡ 1 (3.6)

dir. (36) ve (31) Frenet formüllerinin türevi a̧sa¼g¬daki denklemi verir.


0
() =

³
1 + 

0

1 ¡ 12

´
()1 ()

+
¡1X

=2

³

0

 ¡ +1 + ¡1¡1
´
() () (3.7)

+
³

0

 + ¡1¡1
´
()  () +  () ()+1 ()
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Ayr¬ca,  e¼grisinin -¬nc¬ mertebeden  involütleri

D

0
()   ()

E
= 0; 1 ·  ·  · ¡ 1

ile belirlenir. Bu durumun sa¼glanmas¬ için gerek ve yeter şart

1 + 
0

1 ¡ 12 = 0


0

 ¡ +1 + ¡1¡1 = 0 (3.8)


0

 + ¡1¡1 = 0

olmas¬d¬r. Burada 2 ·  ·  ¡ 1 dir. Dolay¬s¬yla regüler generic e¼gri  in -¬nc¬

mertebeden involütleri (38) ile gösterilir ve ayn¬ şekilde seçildi¼ginde  s¬f¬r olmaz ve

 1 () = §+1 dir.  6= 0 şart¬ daima sa¼glan¬r [9] 

3.2. E3 deki ·Involütler

Bu bölümde s¬ras¬yla E3 deki e¼grilerin 1. mertebeden ve 2. mertebeden involütleri

hesaplanacakt¬r.

3.2.1. E3 de 1. mertebeden ·Involütler

Önerme 3.2.1  =  () s¬f¬rdan farkl¬ Frenet e¼grilikleri 1 ve 2 ile verilen E3 de

regüler bir e¼gri olsun.  e¼grisinin  involütlerinin 1 ve 2 Frenet e¼grilikleri

1 =

p
21 + 22

j1j j¡ j , 2 =

³
2
1

´0
1

(21 + 22)  (¡ )
(3.9)

ile verilir [9] 

·Ispat:  =  () E3 deki  e¼grisinin involütü olsun. Sonra (37) ve (38) den

 () =  () + 1 ()1 ()


0
() = 1 () + 

0

1 ()1 () + 1 ()1 ()2 ()

olur. Di¼ger yandan D

0
()   ()

E
= 0  = 1

oldu¼gundan D

0
()  1 ()

E
= 0

14



d¬r. Dolay¬s¬yla

1 + 
0

1 () = 0

olur. ·Integral al¬n¬rsa  integral sabiti olmak üzere

+ 1 () = ) 1 () = ¡ 

olur. Böylece

 () =  () + (¡ )1 () (3.10)

parametrizasyonu elde edilir. Ayr¬ca

 () = 1 () (¡ )

al¬n¬rsa


0
() =  ()2 ()

olur.


00
() = ¡ ()1 () 1 () + 

0
()2 () +  () 2 ()3 ()


000
() = ¡

n

0

1 () () + 2
0
()1 ()

o
1 ()

+
n
¡ ()21 () + 

00
()¡ 2 () ()

o
2 ()

+
n

0

2 () () + 2 ()
0
() + 2 ()

0
()
o
3 ()

eşitlikleri elde edilir. 
0
() in normu al¬n¬rsa

°°°0 ()
°°° = j ()j = j(¡ )1 ()j

dir.

0 ()£ 
00
() =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 2 3

0  0

¡1 
0

2

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
= 2 [21 () + 13 ()]

elde edilir. Bu ifadenin normu al¬n¬rsa

°°°0 ()£ 
00
()
°°° = 2

q
21 + 22

olur. Böylece D

0
()£ 

00
()  

000
()
E
= 3

h
1

0
2 ¡ 2

0
1

i

15



olur ve yap¬lan hesaplamalardan

°°°0 ()
°°° = j ()j = j(¡ )1 ()j

°°°0 ()£ 
00
()
°°° = 2

q
21 + 22 (3.11)

D

0
()£ 

00
()  

000
()
E

= 3
h
1

0

2 ¡ 2
0

1

i

eşitlikleri bulunur.  parametresi  nün yay parametresi de¼gildir, bu nedenle yukar¬daki

eşitlikler kullan¬larak

1 =

°°0 ()£ 
00
()
°°

°°0 ()
°°3 =

2
p
21 + 22
3

=

p
21 + 22

j1j j¡ j

2 =

­

0
()£ 

00
()  

000
()
®

°°0 ()£ 
00
()
°°2 =

³
2
1

´0
1

(21 + 22)  (¡ )
(3.12)

olur [17]  Dolay¬s¬yla (311) ve (315) ba¼g¬nt¬lar¬ndan (39) elde edilir.

(39) un kullan¬m¬ ile ilgili aşa¼g¬daki sonuç elde edilebilir [9] 

Sonuç 3.2.1  =  () E3 de bir silindirik helis oldu¼gunda  in  ü involütü bir

düzlemsel e¼gridir [9] 

3.2.2. E3 de 2. mertebeden involütler

E3de  regüler e¼grisinin 2. mertebeden bir involütü

 () =  () + 1 () 1 () + 2 () 2 () (3.13)

şeklinde bir parametrizasyona sahiptir. Burada 1 ve 2  e¼grisinin te¼get ve normalidir

ve 1 2 diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬,


0

1 () = 1 () 2 ()¡ 1


0

2 () = ¡1 ()1 () (3.14)

denklemlerini sa¼glayan türevlenebilir fonksiyonlard¬r [9] 

Önerme 3.2.2  =  () s¬f¬rdan farkl¬ Frenet e¼grilikleri 1 ve 2 ile verilen E3

de bir regüler e¼gri olsun.  e¼grisinin 2. mertebeden  involütünün 1 ve 2 Frenet

e¼grilikleri

1 =
(2)

j2j
 2 =

1
22

(3.15)
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ile verilir [9] 

·Ispat:  () E3 deki  e¼grisinin 2. mertebeden involütü olsun. (37) ve (38) den

aşa¼g¬daki ifadeler elde edilir.

 () = () +

2X

=1

 ()  () =  () + 1 ()1 () + 2 () 2 ()

eşitli¼gininde türev al¬n¬rsa


0
() =

h
1 + 

0

1 ()¡ 2 () 1 ()
i
1 () +

h
1 ()1 () + 

0

2 ()
i
2 () + [2 ()2 ()]3 ()

olur. 1 ·  · 2 oldu¼gundan

D

0
()  1()

E
= 0

D

0
()  2 ()

E
= 0

dir. Dolay¬s¬yla


0
() = 2 () 2 ()3 () (3.16)

elde edilir.

ª() = 2 ()2 ()

diye adland¬r¬l¬rsa


0
() = ª ()3 ()

olur. Bu denklemlerin türevleri al¬n¬rsa


00
() = ¡ª()2 () 2 () + ª

0
()3 ()


000
() = ª () 1 ()2 ()1 ()¡

n
2ª

0
()2 () + ª ()

0
2 ()

o
2 ()

+
n
ª
00
()¡ª() 22 ()

o
3 ()

elde edilir.

°°°0 ()
°°° = jª()j = j2 ()2 ()j


0
()£ 

00
() =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 2 3

0 0 ª ()

0 ¡ª()2 () ª
0
()

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
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olur. Bu eşitli¼gin normu al¬n¬rsa

°°°0 ()£ 
00
()
°°° = ª2 ()2 ()°°°0 ()
°°° = jª()j = j2 ()2 ()j (3.17)

D

0
()£ 

00
()  

000
()
E

= ª3 ()1 () 
2
2 ()

bulunur. Sonuç olarak Frenet e¼grilikleri

1 =

°°0 ()£ 
00
()
°°

°°0 ()
°°3 =

ª2 ()2 ()

jª ()j3
=

2 ()

j2 ()2 ()j
=

 (2)

j2j

2 =

­

0
()£ 

00
()  

000
()
®

°°0 ()£ 
00
()
°°2 =

ª3 ()1 () 
2
2 ()

ª4 ()22 ()
=

1
22

sonuçlar¬na var¬l¬r [9] 

Sonuç 3.2.2 E3 deki bir genelleştirilmi̧s helisin 2. mertebeden  involütü E3 de bir

genelleştirilmi̧s helisdir [9] 

(314) diferansiyel denklem sisteminin çözülmesiyle aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.2.3  =  () E3 de birim h¬zl¬ Salkowski e¼grisi olsun. Daha sonra 

e¼grisinin 2. dereceden  involütlerinin katsay¬ fonksiyonlar¬

1 () = 1 sin (1 ()) + 2 cos (1 ())

2 () = 1 cos (1 ())¡ 2 sin1 ()¡
1

1
(3.18)

ile verilen (313) parametrizasyonuna sahiptir. Burada 1 ve 2 reel sabitlerdir [9] 
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3.3. E4 deki ·Involütler

Bu bölümde E4 uzay¬nda bir  e¼grisi için (1 ·  · 3) olmak üzere -¬nc¬ mertebeden

involütler ele al¬nacakt¬r.

3.3.1. E4 deki 1. mertebeden involütler

Önerme 3.3.1  =  (), E4 de Frenet e¼grilikleri 1 2 ve 3 ile verilen bir regüler

e¼gri olsun. O zaman  e¼grisinin  involütünün Frenet 4 çat¬s¬ 1 2 3,4 ve 1 2 3

Frenet e¼grilikleri s¬ras¬yla

 1 () = 2

 2 () =
¡11 + 22p

21 + 22

 3 () =
¡(2¡ 1)21 ¡ (2¡ 1)13 +(21 + 22)4


³p

21 + 22

´ (3.19)

 4 () =
21 +13 + (2¡ 1)4



ve

1 =

p
21 + 22
jj ; = (¡ )1

2 =


2 (21 + 22)
(3.20)

3 =
(2¡ 1)

¡
3 +

0¢¡
¡
2

0 ¡ 1
0¢
+213

412

olarak verilir. Burada

 = 
0

1+ 21
0

 = 
00 ¡ 21¡ 22

 = 
0

2+ 22
0

 = 23

ve

 =

q
2 (21 + 22) + (1 ¡ 2)

2 = jj
q
22

2
3 (

2
1 + 22) +

¡
1

0
2 ¡ 2

0
1

¢2
(3.21)
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dir [9] 

·Ispat: Önerme 3.2.2 nin ispat¬nda oldu¼gu gibi E4 deki  e¼grisinin  =  () in-

volütüne benzer olarak

 () =  () + (¡ )1 ()

parametrizasyonuna sahiptir. Burada 1  in birim te¼get vektörüdür.
2
6666664


0
1


0
2


0
3


0
4

3
7777775
=

2
6666664

0 1 0 0

¡1 0 2 0

0 ¡2 0 3

0 0 ¡3 0

3
7777775

2
6666664

1

2

3

4

3
7777775

matrisi kullan¬larak  () konum vektörünün türevleri al¬n¬rsa ve (¡ )1 =  de-

nilirse


0
() = (¡ )12 = 2


00
() = ¡11 + 

0
2 + 23


000
() = ¡

n

0
1 + 1 + 

0
1

o
1 + (3.22)

n

00 ¡ 21 ¡ 22

o
2 +

n

0
2 + 

0
2 + 

0

2

o
3 + 234

elde edilir.

 = 
0

1+ 21
0

 = 
00 ¡ 21¡ 22 (3.23)

 = 
0
2+ 22

0

 = 23

oldu¼gundan


000
() = ¡1 +2 + 3 +4 (3.24)

dir. Ayr¬ca 
000
() in  e göre türevi al¬n¬rsa


0000
() = ¡

n

0
+1

o
1 +

n
¡1 +

0 ¡ 2

o
2 (3.25)

+
n
2 + 

0 ¡3
o
3 +

n

0
+ 3

o
4

elde edilir.  1 () hesaplan¬rsa

 1 () =

0
()°°0 ()
°° =

2


= 2

20



olur. Şimdi (322) kullan¬larak  nin 2. esas normali ve 
0
() ^00 () ^ 

000
() formu

hesaplanabilir.


0
() ^ 00 () ^ 000 () =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1 2 3 4

0  0 0

¡1 
0

2 0

¡   

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

= 2 f21 +13 + (2¡ 1) 4g


0
() ^ 00 () ^ 000 () normu al¬n¬rsa

°°°0 () ^ 00 () ^ 000 ()
°°° = 2

q
2 (22 + 21) + (2¡ 1)

2

dir.  4 () hesaplan¬rsa

 4 () =

0
() ^ 00 () ^ 000 ()°°0 () ^ 00 () ^ 000 ()

°°

=
2 f21 +13 + (2¡ 1)4g

2

q
2 (22 + 21) + (2¡ 1)

2
(3.26)

=
21 +13 + (2¡ 1) 4



olur. Burada

 =

q
2 (21 + 22) + (1 ¡ 2)

2 (3.27)

dir.  3 () hesaplan¬rsa

 4 () ^ 
0
() ^ 00 () =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1 2 3 4
2


0 1


2¡1


0  0 0

¡1 
0

2 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

=
2



8
<
:

¡ (2¡ 1)21

¡ (2¡ 1)13 + (21 + 22)4

9
=
;

elde edilir.  4 () ^ 
0
() ^ 00 () ifadesinin normu al¬n¬rsa

°°° 4 () ^ 
0
() ^ 00 ()

°°°

=

r
4

 2
(2¡ 1)2 22 + (2¡ 1)2 21 +2 (21 + 22)

2
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olur ve buradan

 3 () =
 4 () ^ 

0
() ^ 00 ()°° 4 () ^ 0 () ^ 00 ()

°°

=

¡ (2¡ 1)21

¡ (2¡ 1)13 + (21 + 22)4


p
21 + 22

(3.28)

bulunur. Şimdi  2 () hesaplan¬rsa

 3 () ^  4 () ^ 
0
() =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1 2 3 4
¡22+12

p

21+
2
2

0
¡21+21

p

21+
2
2

(21+22)

p

21+
2
2

2


0 1


+2¡1


0  0 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

= 

(£
2 (21 + 22)¡ (2¡ 1)2

¤
[¡11 + 23]

 2
p
21 + 22

)

bulunur.  3 () ^  4 () ^ 
0
() normu al¬n¬rsa

°°° 3 () ^  4 () ^ 
0
()
°°° =

vuuut
2
©
2 (21 + 22)¡ (2¡ 1)2

ª2
(21 + 22)

 4
³p

21 + 22

´2

olur.

 2 () =
 3 () ^  4 () ^ 

0
()°° 4 () ^ 

0
() ^ 00 ()

°° =
¡11 + 23p

21 + 22
(3.29)

dir. (35) kullan¬larak 1,2,3 hesaplanabilir. Buradan

D
 2 ()  

00
()
E

=

*
¡11p
21 + 22

+
23p
21 + 22

¡11 + 
0
2 + 23

+

=
 (21 + 22)p

21 + 22
= 

q
21 + 22

D
 3 ()  

000
()
E

=

¿
¡(2¡1)21¡(2¡1)13+(21+22)4


p

21+
2
2



¡1 +2 + 3 +4 i
(3.30)

=
p
21 + 22

D
 4 ()  

0000
()
E

=

D
21+13+(2¡1)4




¡
¡

0
+1

¢
1 +

¡
¡1 +

0 ¡ 2
¢
2

+
¡
2 + 

0 ¡3
¢
3 +

¡

0
+ 3

¢
4 i

=
(2¡ 1)

¡

0
+ 3

¢
¡

¡
2

0 ¡ 1
0¢
+213


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dir.

1 () =

­
 2 ()  

00
()
®

°°0 ()
°°2 =


p
21 + 22
2

=

p
21 + 22
jj

2 () =

­
 3 ()  

000
()
®

°°0 ()
°°3 1 ()

=

p
21+

2
2

3

p
21+

2
2



=


2 (21 + 22)

3 () =

­
 4 ()  

0000
()
®

°°0 ()
°°4 1 () 2 ()

=
(2¡ 1)

¡

0
+ 3

¢
¡

¡
2

0 ¡ 1
0¢
+213

412

bulunur [9] 

Sonuç 3.3.1 , 1,2 ve 3 Frenet e¼grilikleri ile verilen E4 deki  e¼grisinin bir

involütü olsun. E¼ger  bir W generic e¼grisi ise o zaman  e¼grisinin  involütünün

Frenet 4 çat¬s¬  1, 2, 3, 4 ve Frenet e¼grilikleri 1,2 ve 3 olmak üzere

 1 () = 2

 2 () =
¡11 + 22p

21 + 22

 3 () = 4 (3.31)

 4 () =
21 + 13p

21 + 22

ve

1 () =

p
21 + 22
jj

2 () =
23

jj
p
21 + 22

(3.32)

3 () =
¡13

jj
p
21 + 22

dir. Burada  = (¡ ) () dir [9] 

Sonuç 3 3 2 , Frenet e¼grilikleri, 12 ve 3 ile verilen E4 deki genel bir  e¼grisinin

involütü olsun. E¼ger  bir W e¼grisi ise o zaman  bir ccr e¼grisi olur [9] 
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3.3.2. E4 2. mertebeden involütler

E4 deki  regüler e¼grisinin 2. mertebeden involütü

 () =  () + 1 () 1 () + 2 () 2 () (3.33)

parametrizasyonuna sahiptir. Burada 1,2 E4 de te¼get ve  in normal vektörüdür ve

1,2 aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan fonksiyonlard¬r.[9] 


0

1 () = 1 () 2 ()¡ 1


0

2 () = ¡1 ()1 () (3.34)

Önceki alt bölümde oldu¼gu gibi aşa¼g¬daki sonuç elde edilir

Sonuç 3.3.3  =  () E4 de bir birim h¬zl¬ Salkowski e¼grisi olsun.  e¼grisinin 2.

mertebeden  involütü, aşa¼g¬daki katsay¬ fonksiyonlar¬ ile verilen (333)

parametrizasyonuna sahiptir.

1 () = 1 sin (1 ()) + 2 cos (1 ())

2 () = 1 cos (1 ())¡ 2 sin (1 ())¡
1

1
(3.35)

Burada 1 ve 2 reel sabitlerdir [9] 

Önerme 3.3.2  =  () s¬f¬rdan farkl¬ Frenet e¼grilikleri 1,2,3 ile verilen E4 de

regüler bir e¼gri olsun.  in 2. mertebeden  involütünün Frenet çat¬s¬  1, 2, 3, 4 ve

Frenet e¼grilikleri 1,2,3

 1 () = 3

 2 () =
¡22 + 34p

22 + 23

 3 () =

 (22 + 23)1 + (2 ¡ 3) 32

+(2 ¡ 3)24


p
22 + 23

(3.36)

 4 () =
(2 ¡ 3)1 ¡ 32 ¡ 24


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ve

1 =

p
22 + 23
jj ; = 2 ()2 ()

2 =


2 (22 + 23)
(3.37)

3 =

(2 ¡ 3)
¡
1+

0¢
+

¡
¡2

0
+ 3

0¢
 ¡ 13

2

412

dir. Burada

 = 12

 = 22
0
+ 

0

2

 = 23
0
+ 

0
3

ve

 =

q
2 (22 + 23) + (2 ¡ 3)

2 = jj
q
21

2
2 (

2
2 + 23) +

¡
2

0
3 ¡ 3

0
2

¢2
(3.38)

dir [9] 

·Ispat:  =  () E4 deki  e¼grisinin 2. mertebeden involütü olsun. Daha sonra

(37) nin kullan¬lmas¬yla


0
() = 3 (3.39)

elde edilir. Burada  () = 2 ()2 () türevlenebilir bir fonksiyondur. Dahas¬ (339)

un türevlerinin al¬nmas¬yla a̧sa¼g¬daki ifade elde edilir.


00
() = ¡22 + 

0
3 + 34


000
() = 121 ¡

n
22

0
+ 

0

2
o
2 (3.40)

+
n

00 ¡ 22¡ 23

o
3 +

n
23

0
+ 

0

3
o
4

Ayr¬ca

 = 12

 = 22
0
+ 

0
2

 = 
00 ¡ 22¡ 23 (3.41)

 = 23
0
+ 

0

3
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ifadeleri yerlerine yaz¬l¬rsa


000
= 1 ¡ 2 +3 +4 (3.42)

olur. 
000
nin  e göre türevi al¬n¬rsa


0000

=
n

0
+ 1

o
1 +

n
1 ¡ 2 ¡ 

0
o
2 (3.43)

+
n


0 ¡ 2¡ 3
o
3 +

n

0
+ 3

o
4

elde edilir. Dolay¬s¬yla önceki önermelerde oldu¼gu gibi baz¬ hesaplamalardan sonra

(339) ve (343), (34) ve (35) te yerine koyulursa aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir. Bu-

radan  1 ()

 1 () =

0
()°°0 ()
°° =

3


= 3

olarak elde edilir. Di¼ger yandan


0
() ^ 00 () ^ 000 () =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1 2 3 4

0 0  0

0 ¡2 
0

3

 ¡  

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

= 2 f(2 ¡ 3) 1 ¡32 ¡24g

olur. 
0
() ^ 00 () ^ 000 () in normu al¬n¬rsa

°°°0 () ^ 00 () ^ 000 ()
°°° =

q
4
©
(2 ¡ 3)

2 +2 (23 + 22)
ª

bulunur.

 = 2
q©

(2 ¡ 3)
2 +2 (23 + 22)

ª

diye ifade edilirse

 4 () =

0
() ^ 00 () ^ 000 ()°°0 () ^ 00 () ^ 000 ()

°°

=
(2 ¡ 3)1 ¡32 ¡24


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bulunur. Benzer şekilde

 4 () ^ 
0
() ^ 00 () =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1 2 3 4

2¡3


¡3


0 ¡2


0 0  0

0 ¡2 
0

3

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

=
2



8
<
:

 (23 + 22)1 + 3 (2 ¡ 3)2

+2 (2 ¡ 3)4

9
=
;

olur.  4 () ^ 
0
() ^ 00 () in normu al¬n¬rsa

°°° 4 () ^ 
0
() ^ 00 ()

°°° =
2



q
(2)

2 + (3)
2

= 2
q
(2)

2 + (3)
2

elde edilir. Buradan

 3 () =
 4 () ^ 

0
() ^ 00 ()°° 4 () ^ 
0
() ^ 00 ()

°°

=
f (23 + 22)1 + 3 (2 ¡ 3)2 + 2 (2 ¡ 3)4gq

(2)
2 + (3)

2

bulunur. Son olarak

 3 () ^  4 () ^ 
0
()

=

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1 2 3 4

 (23 + 22) 3 (2 ¡ 3) 0 2 (2 ¡ 3)

2 ¡ 3 ¡3 0 ¡2

0 0  0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1

 2

q
(2)

2 + (3)
2

=
 (34 ¡ 22)


q
(2)

2 + (3)
2

olur.  3 () ^  4 () ^ 
0
() in normu al¬n¬rsa

°°° 3 () ^  4 () ^ 
0
()
°°° =

vuut 2 (23 + 22)

 2

q
(2)

2 + (3)
2

ve

 2 () =
 3 () ^  4 () ^ 

0
()°° 3 () ^  4 () ^ 0 ()
°° =

34 ¡ 22q
(2)

2 + (3)
2
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bulunur. Sonuç olarak Frenet e¼grilikleri

1 () =

­
 2 ()  

00
()
®

°°0 ()
°°2 =

¿
34¡22p
(2)

2+(3)
2
¡22 + 

0
3 + 34

À

³p
2
´2

=

q
(2)

2 + (3)
2

jj

2 () =

­
 3 ()  

000
()
®

°°0 ()
°°3 1 ()

=

¿
f(23+22)1+3(2¡3)2+2(2¡3)4gp

(2)
2+(3)

2
 1 ¡ 2 +3 +4

À

jj2
q
(2)

2 + (3)
2

=


2 (22 + 23)

3 () =

­
 4 ()  

0000
()
®

°°0 ()
°°4 1 ()2 ()

=

D
(2¡3)1¡32¡24




©

0
+ 1

ª
1 +

©
1 ¡ 2 ¡ 

0ª
2

+
©


0 ¡ 2¡ 3
ª
3 +

©

0
+ 3

ª
4 i

4 () =
(2 ¡ 3)

¡
1+

0¢
+

¡
¡2

0
+ 3

0¢¡ 31
2

 jj4 1 ()2 ()

şeklinde bulunur [9] 

Sonuç 3.3.4 , Frenet e¼grilikleri 1 ()  2 ()  3 () ile verilen E4 deki generic bir

 e¼grisinin 2. mertebeden involütü olsun. E¼ger  bir W e¼grisi ise E4 deki bir regüler 

e¼grisinin 2. mertebeden  involütünün Frenet 4 çat¬s¬  1  2  3 ve  4 Frenet e¼grilikleri

1 2 ve 3

 1 () = 3

 2 () =
¡22 + 34q
(2)

2 + (3)
2

 3 () = 1 (3.44)

 4 () =
32 + 24q
(2)

2 + (3)
2
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ve

1 =

q
(2)

2 + (3)
2

jj
2 =

12

jj
q
(2)

2 + (3)
2

(3.45)

3 =
13

jj
q
(2)

2 + (3)
2

dir. Burada  () = 2 ()2 () dir [9] 

Sonuç 3.3.5  Frenet e¼grilikleri 1 2 ve 3 ile verilen E4 deki generic bir  e¼grisinin

2. mertebeden involütü olsun.  bir W e¼grisi ise  bir ccr e¼grisi olur [9] 

3.3.3. E4 deki 3. mertebeden involütler

E4 deki bir regüler  e¼grisinin 3. mertebeden involütü

 () =  () + 1 ()1 () + 2 ()2 () + 3 ()3 () (3.46)

parametrizasyonuna sahiptir. Burada


0

1 () = 1 () 2 ()¡ 1


0

2 () = 3 ()2 ¡ 11 (3.47)


0

3 () = ¡2 () 2 ()

dir.[9] 

(347) deki diferansiyel denklem sistemi kullan¬larak a̧sa¼g¬daki sonuç elde edilir

Sonuç 3.3.6  =  () E4 de birim h¬zl¬ W e¼grisi  e¼grisinin 3. mertebeden 

involütü, aşa¼g¬daki katsay¬ fonksiyonlar¬ ile verilen (346) parametrizasyonuna sahiptir.

1 () =
1 (2 sin ())¡ 3 cos ( ())p


+

1¡ 2 ()



2 () = 2 cos ( ())¡ 3 sin ( ()) +
1


(3.48)

3 () =
2 (2 sin ()¡ 3 cos ())p


¡ 11¡ 122 ()

2

Burada  = 21 + 22 1 2 ve 3 reel sabitlerdir [9] 
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Önerme 3.3.3  =  (), s¬f¬rdan farkl¬ Frenet e¼grilikleri 1,2,3 ile verilen E4

de bir regüler e¼gri olsun.  e¼grisinin 3. mertebeden  involütünün Frenet 4 çat¬s¬

 1  2  3 ve  4 Frenet e¼grilikleri 1,2 ve 3 olmak üzere

 1 () = 4

 2 () = ¡3

 3 () = ¡2 (3.49)

 4 () = 1

ve

1 =
3
jªj

2 =
¡2
jªj (3.50)

3 =
1
jªj

ile verilir. Burada ª () = 3 ()3 () dir [9] 

·Ispat:  =  () E4 de  e¼grisinin 3. mertebeden involütü olsun. (37) ile (38)

kullan¬larak


0
() = ª4 (3.51)

elde edilir. Burada ª = 3 ()3 () bir türevlenebilir fonksiyondur. Dahas¬ (351) in

türevlerinin al¬nmas¬yla


00
() = ª

0
()4 ()¡ª() 3 ()3 ()


000
() = 2 () 3 ()ª ()2 ()¡

n
23 ()ª

0
() + 

0

3 ()ª ()
o
3 ()

+
n
ª
00
()¡ 23 ()ª ()

o
4 ()

bulunur. E¼ger

 = 2 ()3 ()ª ()

 = 23 ()ª
0
() + 

0

3 ()ª () (3.52)

 = ª
00
()¡ 23 ()ª ()
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ise


000
() = 2 ¡ 3 +4 (3.53)


0000
() = ¡1 ()1 () +

n
2 () + 

0
o
2 () (3.54)

+
n
2 () ¡ 3 ()¡ 

0
o
3 () +

n

0 ¡ 3 ()

o
4 ()

elde edilir.  1 () hesaplan¬rsa

 1 () =

0
()°°0 ()
°°

=
ª()4 ()p

ª2 ()
= 4 ()

elde edilir. Di¼ger yandan


0
() ^ 00 () ^ 000 () =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1 2 3 4

0 0 0 ª

0 0 ¡ª ()3 () ª
0

0  ¡ 

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

= ª2 ()3 ()1 ()

bulunur. 
0
() ^ 00 () ^ 000 () in normu al¬n¬rsa

°°°0 () ^ 00 () ^ 000 ()
°°° = 2

q
ª4 ()2 ()23 ()

olur. Buradan

 4 () =

0
() ^ 00 () ^ 000 ()°°0 () ^ 00 () ^ 000 ()

°°

=
ª2 ()3 ()1 ()p
ª4 ()2 ()23 ()

= 1 ()

elde edilir. Benzer şekilde

 4 () ^ 
0
() ^ 00 () =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1 2 3 4

1 0 0 0

0 0 0 ª

0 0 ¡ª()3 () ª

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

=
©
¡ª2 ()3 ()

ª
2 ()
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elde edilir.  4 () ^ 
0
() ^ 00 () in normu al¬n¬rsa

°°° 4 () ^ 
0
() ^ 00 ()

°°° =
q
ª4 ()23 ()

bulunur. Buradan

 3 () =
 4 () ^ 

0
() ^ 00 ()°° 4 () ^ 0 () ^ 00 ()

°°

=
¡fª2 () 3 ()g2 ()p

ª4 ()23 ()
= ¡2 ()

dir. Son olarak

 3 () ^  4 () ^ 
0
() =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1 2 3 4

0 ¡1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 ª ()

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

= f¡ª()g3 ()

olur.  3 () ^  4 () ^ 
0
() in normu al¬n¬rsa

°°° 3 () ^  4 () ^ 
0
()
°°° =

p
ª2 ()

olur. Böylece

 2 () =
 3 () ^  4 () ^ 

0
()°° 3 () ^  4 () ^ 0 ()
°° = ¡3 ()

elde edilir. 1 ()  2 ()  3 () e¼grilikleri

1 () =

­
 2 ()  

00
()
®

°°0 ()
°°2

=
h¡3 () ª() 4 ()¡ª()3 () 3 ()i³p

ª2 ()
´2 =

3 ()

jª()j

2 () =

­
 3 ()  

000
()
®

°°0 ()
°°3 1 ()

=

­
¡ 2 () 2 ¡ 3 +4

®

ª()3 3()
jª()j

=
¡2 ()
jª()j
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3 () =

­
 4 ()  

0000
()
®

°°0 ()
°°4 1 ()2 ()

=

h1 () 

¡1 ()1 () +
©
2 () + 

0ª
2 () +

©
2 () ¡ 3 ()¡ 

0ª
3 () +

©

0 ¡ 3 ()

ª
4 () i

jª()j4 3()
jª()j ¢

¡2()
jª()j

=
1 ()

jª ()j

olur [9] 

Sonuç 3.3.7 E4 deki  ccr e¼grisinin 3. mertebeden  involütü ayr¬ca E4 ün bir ccr

e¼grisidir [9] 
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4. Q3 3-BOYUTLU KUATERN·IYON·IK UZAYDA ·INVOLÜTLER

3- boyutlu Öklid uzay¬ E3 Q ile gösterilen spatial kuaterniyonlar¬n uzay¬ ile tan¬m-

lan¬r.

 :  ½ E! Q

 !  ()!
3X

=1

 ()  (1 ·  · 3)

 = [0 1] aral¬¼g¬ üzerinde tan¬mlanan her mertebeden türevlenebilen bir e¼gri olsun. ,

parametresi birim büyüklü¼gü  = 
0
() olacak şekilde seçilsin. Q daki  =  ()

kuaterniyon e¼grisinin Serret- Frenet çat¬s¬ f1 ()  2 ()  3 ()g ve Frenet e¼grilikleri

f ()   ()g olmak üzere

 () =

°°0 ()£ 
00
()
°°

k0 ()k3
(4.1)

 () =

­

0
()£ 

00
()  

0
()
®

k0 ()£ 00 ()k2

ile verilir. Bu bölümde 3- boyutlu Kuaterniyonik uzay Q3 de verilen bir e¼grinin 1. ve

2. mertebeden involütleri hesaplanacakt¬r.

4.1. Q3 de 1. mertebeden ·Involütler

Teorem.4.1.1 Q3 de bir regüler birim h¬zl¬ reel kuaterniyonik e¼gri ve herhangi bir

reel kuaterniyonik di¼ger e¼gri  ise  e¼grisinin kuaterniyonik involütü olsun.  e¼grisinin

1. mertebeden  kuaterniyonik involütünün  (¤) ve  (¤) Frenet e¼grilikleri

 (
¤) =

p
2 () + 2 ()

j¡ j  ()   (
¤) =

³
()
()

´0
 ()

j¡ j 2 () + 2 ()

ile verilir.

·Ispat:

!  () =

3X

=1

 ()  (1 ·  · 3)

ifadesinin kullan¬lmas¬yla

 (¤) =  () + j¡ j1 ()
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yaz¬labilir. Bu ifadenin türevi al¬n¬rsa



¤
¤


= j¡ j  ()2 ()

2

¤2
¤

2


= ¡ ()2 () + j¡ j 0 () 2 ()

+ j¡ j  () [¡ ()1 () +  ()3 ()]

= ¡ j¡ j 2 ()1 () +
³
j¡ j 0 ()¡  ()

´
2 ()

+ j¡ j  ()  ()3 ()

3

¤3
¤

3


=

2
4 2 ()¡ j¡ j 2 () 0 ()¡

j¡ j 0 ()  () + 2 ()

3
51 ()

+

2
4 ¡ j¡ j 3 ()¡ 

0
() + j¡ j 00 ()¡ 

0
()¡

j¡ j  () 2 ()

3
5 2 ()

+

2
4 j¡ j 0 ()  ()¡  ()  ()¡  ()  () +

j¡ j 0 ()  () + j¡ j  () 0 ()

3
5 3 ()

elde edilir ve °°°°


¤
¤



°°°° = j(¡ )  ()j

olur.



¤
¤


£ 2

¤2
¤

2


=

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 () 2 () 3 ()

0 j¡ j  () 0

¡ j¡ j 2 () ¡ j¡ j 0 ()  () j¡ j  ()  ()

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

= j¡ j2 2 () [ ()1 () +  ()3 ()]

ifadesinin normu al¬n¬rsa
°°°°°


¤
¤


£ 2

¤2
¤

2



°°°°° = j¡ j2 2 ()
p
2 () + 2 ()

elde edilir.
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*


¤
¤


£ 2

¤2
¤

2



3

¤3
¤

3



+
=

*

2
6666666666666666666666666666666664

j¡ j2 2 ()

2
4  ()1 ()

+ ()3 ()

3
5 

2
6666664

2 ()

¡ j¡ j 2 () 0 ()

¡ j¡ j 0 ()  ()

+2 ()

3
7777775
1 ()

2
6664

¡ j¡ j 3 ()¡ 
0
()

+ j¡ j 00 ()¡ 
0
()

¡ j¡ j  () 2 ()

3
7775 2 ()

2
6666664

j¡ j 0 ()  ()

¡ ()  ()¡  ()  ()

+ j ¡ j 0 ()  ()

+ j ¡ j  () 0 ()

3
7777775
3 ()

3
7777777777777777777777777777777775

+

= j¡ j2 2 ()

2
6666666666666664

22 ()  ()

¡ j¡ j 2 () 0 ()  ()

¡ j¡ j 0 ()  ()  ()

+ j¡ j 0 ()  ()  ()

¡22 ()  ()

+ j¡ j 0 ()  ()  ()

+ j¡ j 2 () 0 ()

3
7777777777777775

°°°°°


¤
¤


£ 2

¤2
¤

2



3

¤3
¤

3



°°°°° = j¡ j3 3 ()
³
 () 

0
()¡  () 

0
()
´

bulunur. Bulunanlar (4.1) de yerine yaz¬l¬rsa

 (
¤) =

j¡ j2 2 () 2
p
2 () + 2 ()

j ¡ j3 3 ()

=

p
2 () + 2 ()

j¡ j  ()
ve

 (
¤) =

j¡ j3 3 ()
¡
 () 

0
()¡  () 

0
()
¢

j¡ j4 4 () (2 () + 2 ())

=

³
()
()

´0
 ()

j¡ j (2 () + 2 ())
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elde edilir.

4.2. Q3 de 2. mertebeden ·Involütler

Teorem.4.2.1  Q3 de bir regüler birim h¬zl¬ reel kuaterniyonik e¼gri ve herhangi

bir reel kuaterniyonik e¼gri  ise  e¼grisinin kuaterniyonik involütü olsun.  e¼grisinin 2.

mertebeden  kuaterniyonik involütünün  (
¤) ve  (¤) Frenet e¼grilikleri

 (
¤) =

 ( ())

j2 ()j
  (

¤) =
 ()

2 ()  ()

ile verilir.

·Ispat:

!  () =
3X

=1

 ()  (1 ·  · 3)

ifadesinin kullan¬lmas¬yla

 (¤) =  () + 1 ()1 () + 2 ()2 ()

yaz¬labilir. Bu ifade türevlenirse



¤
¤


= 1 () + 

0

1 ()1 () + 1 ()  ()2 ()

+
0

2 ()2 () + 2 () [¡ ()1 () +  ()3 ()]

=
h
1 + 

0

1 ()¡ 2 ()  ()
i
1 ()

+
h
1 ()  () + 

0

2 ()
i
2 () + 2 ()  () 3 ()

elde edilir. ¿


¤
¤


 1 ()

À
= 0,

¿


¤
¤


 2 ()

À
= 0

oldu¼gundan


¤
¤


= 2 ()  ()3 ()

olur. Bu ifadenin türevleri al¬n¬rsa

2

¤2
¤

2


= 

0

2 ()  ()3 () + 2 () 
0
()3 ()

+2 ()  () [¡ ()2 ()]

= ¡2 ()2 ()2 ()

+
h

0

2 ()  () + 2 () 
0
()
i
3 ()
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3

¤3
¤

3


= 2 ()  ()2 () 1 ()

+

2
4 ¡2 () 

0
()2 ()¡ 22 ()

0

2 ()

¡2 () 
0
()  ()

3
52 ()

+

2
4 ¡3 ()2 () + 

00

2 ()  ()

+2
0

2 () 
0
() + 2 () 

00
()

3
5 3 ()

elde edilir ve buradan °°°°


¤
¤



°°°° = j2 ()  ()j

olur. Di¼ger yandan



¤
¤


£ 2

¤2
¤

2


=

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1 () 2 () 3 ()

0 0 2 ()  ()

0 ¡2 () 2 ()

0

2 ()  ()

+2 () 
0
()

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

= 22 () 
3 ()1 ()

ifadesinin normu al¬n¬rsa
°°°°°


¤
¤


£ 2

¤2
¤

2



°°°°° = 22 () 
3 ()

elde edilir.
*


¤
¤


£ 2

¤2
¤

2



3

¤3
¤

3



+

=

*

2
6666666666664

22 () 
3 ()1 () 2

6666666664

[2 () 
2 ()  ()]1 ()2

4 ¡2 () 0 ()2 ()

¡22 () 02 ()¡ 2 () 
0
()  ()

3
52 ()

2
4 ¡3 ()2 () + 

00

2 ()  ()

+2
0

2 () 
0
() + 2 () 

00
()

3
5 3 ()

3
7777777775

3
7777777777775

+

= 32 () 
5 ()  ()

bulunur. Elde edilen ifadeler (41) de yerine yaz¬l¬rsa

 (
¤) =

22 () 
3 ()¯̄

32 () 
3 ()

¯̄ =  ( ())

j2 ()j
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ve

 (
¤) =

32 () 
5 ()  ()

42 () 
6 ()

=
 ()

2 ()  ()

bulunur.
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5. Q4 4-BOYUTLU KUATERN·IYON·IK UZAYDA ·INVOLÜTLER

4 boyutlu Öklid uzay¬ E4 Q ile gösterilen birim kuaterniyonlar¬n uzay¬ ile tan¬m-

lan¬r.

 :  ½ E! Q

 !  ()!
4X

=1

 ()  (1 ·  · 4)  4 = 1

 = [0 1] aral¬¼g¬ üzerinde tan¬mlanan her mertebeden türevlenebilen bir e¼gri olsun. ,

parametresi birim büyüklü¼gü  = 
0
() olacak şekilde seçilsin. Q daki  =  ()

kuaterniyon e¼grisinin Serret- Frenet çat¬s¬ f1 ()  2 ()  3 ()  4 ()g olsun. O zaman

Serret-Frenet eşitlikleri


0
1 () =  ()2 () (5.1)


0

2 () = ¡ () 1 () +  () 3 ()


0

3 () = ¡ () 2 () + ( ()¡ ())4 ()


0
4 () = ¡ ( ()¡ ())3 ()

dir. Burada  () =
°° 0

1 ()
°° dir [13] 

E3 deki  =  () e¼grisi için Serret-Frenet denklemleri kullan¬larak  =  () e¼grisi

için Serret-Frenet denklemleri bulunur. Burada   kuaterniyonik e¼grisinin spatial

kuaterniyonik e¼grisidir. Ayr¬ca  ve  e¼grilerinin e¼grilikleri aras¬nda ili̧ski vard¬r [13].

Bu ili̧skilerle  e¼grisinin 1. e¼grili¼gi olan ,  in torsiyonu olarak aç¬kla-nabilir. Ayn¬

zamanda  in bitorsiyonu ( ¡) d¬r. Burada   n¬n 3. e¼grili¼gi ve   in 1.

e¼grili¼gidir.
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Dahas¬  kuaterniyonik e¼grisinin Serret-Frenet denklemleri

1 () =

0
()

k0 ()k 

2 () =

°°0 ()
°°2 00 ()¡ 

¡

0
()  

00
()
¢

0
()°°°k0 ()k2 00 ()¡  (0 ()  00 ()) 0 ()
°°°


3 () = 4 () ^ 1 () ^ 2 () 

4 () = 
1 () ^ 2 () ^ 

000
()

k1 () ^ 2 () ^ 000 ()k
 ( = §1)  (5.2)

 () =

°°°
°°0 ()

°°2 00 ()¡ 
¡

0
()  

00
()
¢

0
()
°°°

k0 ()k4


 () =

°°1 () ^ 2 () ^ 000 ()
°°°°0 ()

°°
°°°k0 ()k2 00 ()¡  (0 ()  00 ()) 0 ()

°°°


( ¡) () =

¡

0000
()  4 ()

¢

k1 () ^ 2 () ^ 000 ()k k0 ()k

şeklinde verilir [15] 

Teorem.5.1  Q4 de bir regüler birim h¬zl¬ reel kuaterniyonik e¼gri olsun. Her-

hangi reel kuaterniyonik e¼gri  de  e¼grisinin kuaterniyonik involüt e¼grisiyse, o zaman

 ( ()   (¤)) = j¡ j dir. Burada  reel say¬d¬r [15] 

·Ispat: ,  :  ! Q e¼grisinin birim h¬zl¬ reel kuaterniyonik involüt e¼grisi olsun.

Tan¬m 2.3.10 dan

 (¤) =  () +  ()1 () (5.3)

yaz¬labilir.  (¤) ifadesinin türevi al¬n¬rsa



¤
¤


=
³
1 + 

0
()
´
1 () +  () ()2()

elde edilir. Bu denklem 1 () te¼get vektörü ile iç çarp¬ma tabi tutulursa

0 = 

µ


¤
¤


 1 ()

¶
=
³
1 + 

0
()
´

olur. Yani

 () =  ¡  (5.4)

olur. (53) ve (54) eşitlikleri kullan¬larak

 ( ()   (¤)) = jj = j¡ j
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yaz¬labilir. (53) ve (54) eşitliklerinden

 (¤) =  () + (¡ )1 ()

ula̧s¬labilir [15] 

5.1. Q4 de 1. mertebeden ·Involütler

Teorem.5.1.1  Q4 de regüler birim h¬zl¬ reel kuaterniyonik e¼gri olsun ve herhangi

bir reel kuaterniyonik e¼gri  Q4 de  in involütü olsun.  kuaterniyonik e¼grisinin

Serret-Frenet denklemleri  in denklemleri taraf¬ndan oluşturulabilir [15] 

·Ispat:  =  () bir birim h¬zl¬ reel kuaterniyonik e¼gri olsun. Varsayal¬m ki  =

 ()   in involütü olsun.

 (¤) =  () + (¡ )1 ()

oldu¼gu gösterilmi̧sti. Bu ifadenin türevleri al¬n¬rsa



¤
¤


= 1 ()¡ 1 () + (¡ ) ()2 () (5.5)

= (¡ ) ()2 ()

2

¤2
¤

2


= ¡ ( ¡ )2

 ()1 () (5.6)

+
h
(¡ )

0

 ()¡ ()
i
2 () + (¡ ) ()  ()3 ()

tekrar türev al¬n¬rsa

3

¤3
¤

3


=

h
22

 ()¡ 3 (¡ ) ()
0

 ()
i
1 () (5.7)

+

2
4 (¡ )

00
 ()¡ 2

0
 ()

¡ (¡ ) () [2
 () + 2 ()]

3
5 2 ()

+

2
4 2 (¡ )

0
 ()  () + (¡ ) () 

0
()

¡2 ()  ()

3
5 3 ()

+ [(¡ ) ()  () ( ()¡ ())]4 ()
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türev alma i̧slemine devam edilirse

4

¤4
¤

4


=

2
6664

9 ()
0
 ()¡ 4 (¡ ) ()

00
 ()

¡3 (¡ )
¡

0
 ()

2¢

+(¡ )2
 () [

2
 () + 2 ()]

3
77751 () (5.8)

+

2
6666664

¡3 00
 () + (¡ )

000
 ()

+33
 ()¡ 6 (¡ )2

 ()
0
 ()

+3 () 2 ()¡ 3 (¡ )
0
 () 

2 ()

¡3 (¡ ) () 
0
()  ()

3
7777775
2 ()

+

2
6666666664

¡6 0
 ()  () + 3 (¡ )

00
 ()  ()

+3 (¡ )
0
 () 

0
()¡ 3 () 

0
()

+ (¡ ) () 
00
()

¡ (¡ ) ()  () ( () ¡ ())
2

¡ (¡ ) () [2
 () + 2 ()]  ()

3
7777777775

3 ()

+

2
6666664

3 (¡ )
0
 ()  () ( ()¡ ())

¡3 ()  () ( ()¡ ())

+2 (¡ ) () 
0
() ( ()¡ ())

+ (¡ ) ()  () ( ()¡ ())
0

3
7777775
4 ()

ifadeleri elde edilir. (55) eşitli¼ginin kuaterniyonik normu al¬n¬rsa

°°°°


¤
¤



°°°°
2

= (¡ )22
 ()

olur. Dolay¬s¬yla °°°°


¤
¤



°°°° =  () j(¡ )j (5.9)

yaz¬labilir. (52), (55), (59) eşitlikleri kullan¬larak

1 (
¤) =

¤


(¡ ) ()¯̄

¤



¯̄
( () j(¡ )j)

2 ()

olur. Dolay¬s¬yla

1 (
¤) = §2 () (5.10)
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yaz¬labilir. 
³


¤

 2

¤2

´
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1
2
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oldu¼gundan

¤ (¤)¡ (
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0
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0
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¡ (¡ )
2

 () 
2
() ( ()¡ ())

3

+ (¡ )
0

 () () 
2
() ( ()¡ ())

0

¡2 (¡ )2
 ()

¡

0
()
¢2
( ()¡ ())

¡ (¡ )2
 () 

0
()  () ( ()¡ ())

0

1
CCCCCCCCCCCCA

(¡)22
()p

2
()+

2()

¡
4 () ( ()¡ ())

2 +2
 () 

2 ()

( ()¡ ())
2 +

¡

0
 ()  ()¡ () 

0
()
¢2

)

elde edilir [15] 

5.2. Q4 de 2. mertebeden ·Involütler

Teorem.5.2.1  Q4 de regüler birim h¬zl¬ reel kuaterniyonik e¼gri olsun ve herhangi

bir reel kuaternik e¼gri  de  in 2. mertebeden involütü olsun.  kuaterniyonik e¼grisinin

Serret-Frenet denklemleri  in denklemleri taraf¬ndan oluşturulabilir.

·Ispat:  =  () bir birim h¬zl¬ reel kuaterniyonik e¼gri olsun. Varsayal¬m ki  =

 ()   in 2. mertebeden involütü olsun. Dolay¬s¬yla

 (¤) =  () + 1 ()1 () + 2 () 2 () (5.15)

yaz¬labilir. Bu ifadenin türevi al¬n¬rsa



¤
¤


= 

0
() + 1 ()1 () + 1 () [ ()2 ()]

+
0

2 () 2 () + 2 () [¡ ()1 () +  ()3 ()]

=
h
1 + 

0

1 ()¡ 2 () ()
i
1 () +

h
1 () () + 

0

2 ()
i
2 ()

+2 ()  ()3 ()

elde edilir. D

0
(¤)  1 ()

E
= 0

D

0
(¤)  2 ()

E
= 0

oldu¼gundan


¤
¤


= 2 ()  () 3 () (5.16)
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olur. Türev alma i̧slemine devam edilirse

2

¤2
¤

2


= ¡2 () 2 ())2 () +

³

0

2 ()  () + 2 () 
0
()
´
3 () (5.17)

+(2 ()  () ( ()¡ ())) 4 ()

3

¤3
¤

3


=

£
2 () 

2 () ()
¤
1 () (5.18)

+
h
¡202 () 2 ()¡ 32 () 

0
()  ()

i
2 ()

+

2
6664

¡2 () 3 () + 
00

2 ()  ()

+2
0

2 () 
0
() + 2 () 

00
()

¡
¡
2 ()  () ( ()¡ ())

2¢

3
7775 3 ()

+

2
6664

2
0

2 ()  () ( ()¡ ())

+22 () 
0
() ( ()¡ ())

+2 ()  () ( ()¡ ())
0

3
77754 ()
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olur ve tekrar türev al¬n¬rsa

4

¤4
¤

4


=

2
4 3

0

2 () 
2 () ()

+52 () 
0
()  () () + 2 () 

2 ()
0
 ()

3
51 ()

+

2
6666664

2 () 
2 ()2

 ()¡ 3
00

2 () 
2 ()

¡902 () 
0
()  ()¡ 42 () 

00
()  ()

¡32 ()
¡

0
()
¢2

+ 2 () 4 ()

+2 () 
2 () ( ()¡ ())

2

3
7777775
2 () (5.19)

+

2
6666666666664

¡302 () 3 () ¡ 62 () 
2 () 

0
()

+
000

2 ()  ()

+3
00

2 () 
0
() + 3

0

2 () 
00
()

+2 () 
000
()

¡ ( ()¡ ())
2
h
3

0

2 ()  () + 32 () 
0
()
i

¡32 ()  () ( ()¡ ()) ( ()¡ ())
0

3
7777777777775

3 ()

+

2
6666666666666666664

¡2 () 3 () ( ()¡ ())

+3
00

2 ()  () ( ()¡ ())

+6
0

2 () 
0
() ( ()¡ ())

+32 () 
00
() ( ()¡ ())

+3
0

2 ()  () ( ()¡ ())
0

+32 () 
0
() ( ()¡ ())

0

+2 ()  () ( ()¡ ())
00

¡2 ()  () ( ()¡ ())
3

3
7777777777777777775

4 ()

elde edilir. (516) eşitli¼ginin kuaterniyonik normu al¬n¬rsa
°°°°


¤
¤



°°°°
2

= 22 () 
2 ()

oldu¼gundan °°°°


¤
¤



°°°° = 2 ()  () (5.20)

olur. (52), (516), (520) eşitlikleri kullan¬larak

1 (
¤) =

¤


2 ()  () 3 ()

¯̄
¤



¯̄q
22 () 

2 ()

elde edilir. Dolay¬s¬yla

1 (
¤) = 3 () (5.21)
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yaz¬labilir. 
³


¤

 2

¤2

´
ifadesi (516) ve (517) eşitlikleri kullan¬larak hesaplan¬rsa



µ


¤

2

¤2

¶
=

3

¤3
£
¡22 () 3 ()

¤
¢

[
1

2
[3 ()£ 2 () + 2 ()£ 3 ()]

+
h
2 ()

0

2 () 
2 () + 22 () 

0
()  ()

i

1

2
[3 ()£ 3 () + 3 ()£ 3 ()]

+22 () 
2 () ( ()¡ ())

1

2
[3 ()£ 4 () + 4 ()£ 3 ()]]

=
3

¤3

h
2 ()  ()

³

0

2 ()  () + 2 () 
0
()
´i

elde edilir. 2 (
¤) (52), (516), (517), (520) eşitlikleri kullan¬larak hesaplan¬rsa

2 (
¤) =

°°0 (¤)
°°2 00 (¤)¡ 

¡

0
(¤)  

00
(¤)

¢

0
(¤)°°°

°°0 (¤)
°°2 00 (¤)¡ 

¡

0
(¤)  

00
(¤)

¢

0
(¤)

°°°

olur. Buradan

°°°0 (¤)
°°°
2


00
(¤) ¡ 

³

0
(¤)  

00
(¤)

´

0
(¤) = 22 () 

2 () ¢
2
6666664

¡2 () 2 ()2 ()

+

0
@ 2 ()  ()

( ()¡ ())

1
A

4 ()

3
7777775

olur.
°°0 (¤)

°°2 00 (¤)¡ 
¡

0
(¤)  

00
(¤)

¢

0
(¤)ifadesinin normu al¬n¬rsa

°°°°
°°°0 (¤)

°°°
2


00
(¤)¡ 

³

0
(¤)  

00
(¤)

´

0
(¤)

°°°°

= 32 () 
3 ()

q
2 () + ( ()¡ ())

2

bulunur. Di¼ger yandan

2 (
¤) =

(¡ ()2 () + ( ()¡ ())4 () )q
2 () + ( ()¡ ())

2
(5.22)

olur. Ayr¬ca

4 (
¤) = 

1 (
¤) ^ 2 (¤) ^ 

000
(¤)°°1 (¤) ^ 2 (¤) ^ 

000
(¤)

°°
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formülü kullan¬larak hesaplanabilir. (58), (521), (522) eşitlikleri kullan¬larak

1 (
¤) ^ 2 (¤) ^ 

000
(¤) =

1q
2 () + ( ()¡ ())

2

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1 () 2 () 3 () 4 ()

0 0 1 0

0 ¡ () 0 ( ()¡ ())

2 () 2 ()

 ()

¡202 ()

2 ()
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
0
()  ()
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3 ()

+
00

2 ()  ()

+2
0

2 () 
0
()

+2 () 
00
()

¡2 ()  ()

( ()¡ ())
2

2
0

2 ()  ()

( ()¡ ())

+22 () 
0
()

( ()¡ ())

+2 ()  ()

( ()¡ ())
0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

=
 ()q

2 () + ( ()¡ ())
2

(5.23)

2
6666666666664

2
6664

4
0

2 ()  () ( ()¡ ())

+52 () 
0
() ( ()¡ ())

+2 ()  () ( ()¡ ())
0

3
77751 ()

2
4 ¡2 ()  () ()

( ()¡ ())

3
52 ()

[¡2 () 2 () ()]4 ()

3
7777777777775

şeklinde elde edilir. 1 (
¤) ^ 2 (¤) ^ 

000
(¤) ifadesinin normu al¬n¬rsa

°°°1 (¤) ^ 2 (¤) ^ 
000
(¤)

°°° =
 ()q

2 () + ( ()¡ ())
2

(5.24)

³
16

02

2 () 2 () ( ()¡ ())
2

+2522 () 
02
() ( ()¡ ())

2 + 22 () 
2 ()³

( ()¡ ())
0
´2

+ 
2

2 () 
2 ()2

 ()

( ()¡ ())
2 + 

2

2 () 
4 ()2

 () )
1
2

53



olur. Buradan

4 (
¤) = 
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0
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16
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2
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2 + 

2

2 () 
4 ()2

 () )
1
2

(5.25)

şeklinde elde edilir. Burada  = §1 det (1 ()  2 ()  3 ()  4 ()) = §1 i sa¼glar.

3 (
¤) (52), (521), (522), (525) eşitlikleri kullan¬larak hesaplan¬rsa

3 (
¤) =  (4 (

¤) ^ 1 (¤) ^ 2 (¤))

= 
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olarak elde edilir. Böylece Q4 de 2. mertebeden involüt e¼grinin bitorsiyonu hesap-

lanm¬̧st¬r.

5.3. Q4 de 3. mertebeden ·Involütler

Teorem.5.3.1  Q4 de regüler birim h¬zl¬ reel kuaterniyonik e¼gri olsun ve herhangi

bir reel kuaternik e¼gri ,  in 3. mertebeden involütü olsun.  kuaterniyonik e¼grisinin

Serret-Frenet denklemleri  in denklemleri taraf¬ndan oluşturulabilir.

·Ispat:  =  () bir birim h¬zl¬ reel kuaterniyonik e¼gri olsun. Varsayal¬m ki  =

 ()   in 3. mertebeden involütü olsun. Dolay¬s¬yla

 (¤) =  () + 1 () 1 () + 2 ()2 () + 3 ()3 () (5.27)
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olur. Türev alma i̧slemine devam edilirse
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elde edilir. (531) eşitli¼ginin kuaterniyonik normu al¬n¬rsa
°°°°


¤
¤



°°°° = j3 ()j ( ()¡ ()) (5.32)

bulunur. (52), (528), (532) eşitlikleri kullan¬larak

1 (
¤) =

¤


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
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elde edilir. Dolay¬s¬yla

1 (
¤) = §4 () (5.33)

yaz¬labilir. 
³


¤ 

2

¤2

´
ifadesi (528) ve (529) eşitlikleri kullan¬larak hesaplan¬rsa
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0

3 () ( ()¡ ())
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+23 () ( ()¡ ()) ( ()¡ ())
0

3
5

elde edilir. 2 (
¤) (52), (528), (529), (532) eşitlikleri kullan¬larak hesaplan¬rsa

2 (
¤) =

°°0 (¤)
°°2 00 (¤)¡ 

¡

0
(¤)  

00
(¤)

¢

0
(¤)°°°
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°°2 00 (¤)¡ 

¡

0
(¤)  
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¢

0
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°°°

formülü kullan¬larak

°°°0 (¤)
°°°
2


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(¤)¡ 

³

0
(¤)  

00
(¤)

´

0
(¤) = ¡33 () ( ()¡ ())

4 3 ()

olur. Buradan
°°°°
°°°0 (¤)

°°°
2


00
(¤)¡ 

³

0
(¤)  

00
(¤)

´

0
(¤)

°°°°
= 33 () ( ()¡ ())

4

bulunur. Böylece

2 (
¤) =

¡33 () ( ()¡ ())
4 3 ()

33 () ( ()¡ ())
4

= ¡3 () (5.34)

olur. Di¼ger yandan

4 (
¤) = 

1 (
¤) ^ 2 (¤) ^ 

000
(¤)°°1 (¤) ^ 2 (¤) ^ 

000
(¤)

°°

formülü kullan¬larak hesaplanabilir. (53), (533), (534) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

1 (
¤) ^ 2 (¤) ^ 

000
(¤) = (5.35)
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¯
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
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¯̄
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¯

=
£
3 ()  () ( ()¡ ())

2¤1 ()

şeklinde elde edilir. 1 (
¤) ^ 2 (¤) ^ 

000
(¤) ifadesinin normu al¬n¬rsa

°°°1 (¤) ^ 2 (¤) ^ 
000
(¤)

°°° = 3 ()  () ( () ¡ ())
2 (5.36)

olur. Böylece

4 (
¤) = 

£
3 ()  () ( ()¡ ())
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2 (5.37)

= 1 ()

şeklinde elde edilir. Burada  = §1 det (1 ()  2 ()  3 ()  4 ()) = §1 i sa¼glar.

3 (
¤) (52), (533), (534), (537) eşitlikleri kullan¬larak hesaplan¬rsa
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(5.38)
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elde edilir.  (¤) hesaplan¬rsa
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formülü kullan¬larak 
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oldu¼gundan

¤ (¤)¡ (
¤) = 

¡3 () () ( ()¡ ())
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olarak bulunur. Böylece Q4 de 3. mertebeden involüt e¼grinin bitorsiyonu hesaplan-

m¬̧st¬r.
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6. SONUÇ

Bu çal¬̧smada Öklidyen uzay ve Kuaterniyonik uzayda involütlerin incelenmi̧s, temel

kavramlar verilerek yap¬lan çal¬̧smaya yard¬mc¬ olaca¼g¬ düşünülen teoremler, önermeler

ve ispatlar aç¬klanm¬̧st¬r.

4. ve 5. bölümler çal¬̧sman¬n orjinal k¬sm¬ olup 4. bölümde 3- boyutlu kuaterniyonik

uzayda 1. ve 2. mertebeden involütler ve Serret-Frenet denklemleri hesaplanm¬̧st¬r.

5. bölümde ise 4-boyutlu kuaterniyonik uzayda 1. , 2. ve 3. mertebeden involütler

ve Serret-Frenet denklemleri hesaplanm¬̧st¬r.

Yap¬lan bu hesaplamalar sonucunda Öklidyen ve Kuaterniyonik uzaylarda yap¬lan

hesaplamalar¬n birbirine yak¬n sonuçlar do¼gurdu¼gu saptanm¬̧st¬r. Benzer hesaplamalar

di¼ger uzaylar için de yap¬labilir.

Bu ara̧st¬rma 3 ve 4 boyutlu Öklidyen ve Kuaterniyonik uzaylarda tan¬mlanan e¼gri-

lerinin involüt e¼grileri ile ilgili bilgi edinmek isteyen araşt¬rmac¬lar için temel bilgi,

hesaplama ve özellikler sunan bir çal¬̧sma niteli¼gindedir.
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