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OZET
Bu tez iki boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak bazi temel tanim ve

teoremler verildi.

Ikinci béliimde, klasik Sturm-Liouville operatdr farkli olarak, integral terimi
iceren bir operatdr i¢in nodal parametreler verildi. Ayrica, bu parametreler yardimiyla

ters problemin ¢oziimii incelendi.
Anahtar Kelimeler: Ters nodal problem, integro-diferansiyel operator, 6zdeger,

ozfonksiyon.
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ABSTRACT

This thesis consists of two chapters.

In the first chapter, some fundamental definitions and theorems are given
which will be used in following chapters.

In the second chapter, unlike the classical Sturm-Liouville problem, Solution of

inverse nodal problem is given for Sturm-Liouville operator contains an integral term.

Keywords: Inverse nodal problem, integral-differential operators, eigenvalues,
eigenfunctions.
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I. BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

TANIM 1.1. (Metrik Uzay): X bos olmayan bir ciimle olsun. Asagidaki 6zellikleri
saglayan, d:XxX —R  donilisimiine X {iizerinde bir metrik denir. Bu 0&zellikler

VX, Y, Ze X igin

M1) d(x, y)=0

M2) d(x, y)=0<x=y

M3) d(x, y)=d(y, x)

M4) d(x, y)<d(x, z)+d(z, y)
seklindedir. (X, d) ikilisine metrik uzay denir.

ORNEK 1.1. |_ dizi uzay1 sirh sayr dizileri uzayidir. Sunu ifade edelim |, dizi
uzaymnin her x:(fj) eleman1 K,, X ‘e bagl olabildigi halde j ye bagli olmayan reel bir

sayly1 gostermek tlizere; her =1, 2,... igin
5[< K

seklindedir. Bu dizi uzayr x=(&;), y=(n,)el, olmak iizere
d(x, V)ZSUE‘SZJ -1
je

seklinde tanimlanan metrige gore bir metrik uzaydir.

ORNEK 1.2. C[a, b], J= [a, b] araliginda tanimli siirekli reel degerli fonksiyonlar

uzayidir. Bu uzay X(t), y(t) eC [a, b] olmak uizere

(%, y)=max|x(t)-y(1)

ted

seklinde tanimlanan metrige gore bir metrik uzaydir.



NOT 1.1. Bir uzay iizerinde birden fazla metrik tanimlanabilir.

Ornegin; C[a, b] uzayi X(t), y(t)eC[a, b]olmak lizere hem

d (x, y)=max|x(t)-y()

ted

hem de
b

d (%, y) = [[x(t) -y (t)]dt

a
metriklerine gore bir metrik uzaydir.

ORNEK 1.3. Smirli ya da simirsiz kompleks terimli tiim dizilerin ciimlesi olan s

climlesi X=(§j), y=(77j)es olmak tizere

seklinde tanimlanan metrige gore bir metrik uzaydir.
ORNEK 14. L,[a, b] uzay:
b

[ (t)dt <eo

a

ozelligini saglayan karesel integrallenebilen fonksiyonlardan olusan uzaydir. Bu uzayin

elemanlari X(t), y(t),... seklinde [a, b] kapali araliginda olg¢iilebilir, kompleks degerli,

karesel integrallenebilen fonksiyonlardir.

Bu uzay, V x(t), y(t)eL,[a b]icin

d(x y)=[i (X(t)y(t))zdtf

a
seklinde tanimlanan metrige gore bir metrik uzaydir.

TANIM 1.2. (Yogun Ciimle): Bir X metrik uzayinin bir M alt ciimlesi verildiginde

eger M =X oluyor ise M ye X de yogun ciimle denir. Burada M, M nin kapans1 olarak



adlandirilir. M nin kapanisi, M climlesinin yigilma noktalarinin eklenmesi ile elde edilir.

Omegin Q rasyonel sayilar ciimlesi R de yogundur.

TANIM 1.3. (Tam Uzay): Bir metrik uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu

uzaya tam uzay denir. R", C", ¢_, c, ( C[a, b] uzaylari tam uzaylardir. Fakat QQ uzay1

p )
tam degildir.

ORNEK 1.5. X, J =[O, l] tizerinde, tim siirekli reel degerli fonksiyonlardan
olusan climle ve VX, ye X igin

a5 )= [l -y(0)e

olsun. Bu sekilde elde edilen (X, d) metrik uzayi tam degildir.

TANIM 1.4. (Normlu Uzay): Uzerinde bir norm tanimlanmis olan X vektdr uzayina

normlu uzay denir. Bir tam normlu Banach uzay1 denir. Bir X vektdr uzaymdaki norm ise X

iizerinde tanimli olup, bir X € X noktasindaki degeri ||X|| ile gosterilen ve x ve y X de keyfi

vektorler ve « bir skaler olmak tizere asagidaki ozellikleri saglayan bir reel degerli

fonksiyondur.
N1) [x|=0
N2) [X|=0<x=0
N3) o] = e ]
Na) [yl <[+ 1]
Ayrica sunu ifade edelim X vektr uzayinda tanimlanan her norm, X iizerinde

d(x y)=[x=y], xyex

ile verilen bir d metrigi tanimlar ve bu metrik, norm tarafindan dogrulan metrik olarak

adlandirilir. O halde her normlu uzay ve her Banach uzay1 bir metrik uzaydir.

ORNEK 1.6. C[a, b] uzayl X eC[a, b] icin



] =m0

ile verilen norma gore bir Banach uzayidir.

ORNEK 1.7. L, [O, 1] uzayr f (X) el, [0, 1] olmak uizere

) 1
2

||f||=(f|f|2dx}
0

ile tanimlanan norma gére bir normlu uzaydir.

TANIM 1.5. (Sir Sartlarn): Smirli bir D bdlgesinde, fiziksel bir olaymn
matematiksel davranigini kontrol etmek istiyorsak, D bdlgesinin sinirinda, genellikle bagimli
degiskene bagli baz1 sartlar yiiklememiz gerekir. Verilen bu smir degerlerine diferansiyel

denklem i¢in sinir sartlar1 denir. Sinir sartlar1 3’e ayrilir.

1) Dirichlet Simir Sarti: Bu durumda u fonksiyonu smirli D bolgesinin siniri

tizerinde tanimlidir. L uzunlugu i¢in O < X < L olmak tizere Dirichlet sinir sartlari; u(0)=«,
u(L)=p4 seklinde tanimlanir. Burada «, S sabittir. Bir dikdortgensel bolgede 0<x <L,

0 <y <L, olmak iizere Dirichlet sinir sartlari

u(o, y), u(L, y), u(x, 0), ve u(x, L,) olarak verilir. Eger bagimli degisken olan

u, smirmin herhangi bir noktasinda sifir ise bu smir sartlarina homojen sinir sartlari, aksi

taktirde homojen olmayan sinir sart1 denir.

2) Neumann Smmir Sarti: Bir L uzunlugu i¢in, Neumann sinir sartlari

u 0, t)y=c, u (L, t)=4
olarak tanimlanur.

3) Kanisik (Robin) Smmir Sarti: Bu durumda u bagimli degiskenin bir lineer
kombinasyonu ve 3—?} normal formu simir iizerinde tanimhidir. Ornegin u(0, y)+u, (0, Yy)
veya u(l, y)+u, (L, y) gibi sartlar varsa bu sinir sartlari karigik (Robin) sinir sartlaridir.

TANIM 1.6. (Baslangi¢ Sartlary): Difiizyon denklemi ve dalga denklemi gibi kismi
diferansiyel denklemlerin ¢ogu zamana baghdir. Baslangi¢c zamani olan t =0 aninda bagimh
degiskenin baslangic degerleri verilmelidir. Birinci mertebeden bir diferansiyel denklemde
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baslangic sartt u(X, 0) ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemde ise u(x, 0) veya

u,(x, 0) seklindedir.

TANIM 1.7. (Operator): Tanim ve deger kiimesi vektér uzayr olan doniisiimlere
operator denir. Diferansiyel denklem, diferansiyel operatdr ve diferansiyel ifade sirasi ile
asagidaki gosterimlere sahiptir.

d"y

dx"

d nfly
an—l

d
+3,(X) +...+an_l(x)d—i+an(x)y:0

dn dn—l

A =
dx" () dx™*

+...+anl(x)%+an(x)

dny dn—ly
A -7
y dx" a0 dx"*

d
+...+an1(x)d—i+an(x)y

TANIM 1.8. (Lineer Operator): E, ve E, iki reel (kompleks) lineer topolojik
uzay olsun. Deger bolgesi E, de bulunan ve E, de tanimli y= A operatriinii gdz oniinde

bulunduralim. A operatorii i¢in
1) x;, X, € E, olmak lizere A(X, +X,) = A(X) + A(X,)
2) 1€ R(C) olmak iizere VX € E, igin A(AX) = AA(X)
sartlarini saglaniyorsa A operatoriine lineer operator denir.

Ornegin K(t,s), 0<t, s<1 siirekli ve X(s) € C[0, 1]olmak iizere

y(t) = jf K(t, s)x(s)ds

esitligi ile taniml1 Y = AX operatdrii bir lineer operatordiir.

TANIM 1.9. (Hilbert Uzayi): Herhangi X, VY, z,... elemanlar ciimlesini H ile

gosterelim. H asagidaki kosullar1 saglasin.

1) H lineer kompleks uzaydir.

2) H da bulunan her x, y eleman ¢iftine bu elemanlarin i¢ ¢garpimi denilen ve <X, y)

ile gosterilen kompleks (reel) bir say1 karsilik gelir. Bu i¢ ¢carpim asagidaki 6zellikleri saglar.



a) (% ¥)=(¥, )

b) (%, +%, ¥)=(x, ¥)+(x, y)

c) VAeR igin (Ax y)=A(X, y)
d) (x, X)=0, (x, X)=0e>x=0

3) g(X, y):||x—y|| olacak sekilde norm anlaminda yakinsakliga gére H uzayi

tamdir.

4) Keyfi dogal n sayisi i¢in H uzaymda lineer bagimsiz n tane eleman mevcuttur.

Yani H sonsuz boyutludur.

(1), (2) ve (3) aksiyomlar1 saglaniyorsa H uzaymna Uniter Hilbert uzay1 denir. (1), (2),
(3) ve (4) ozellikleri saglaniyor ise H Uzayina Soyut Hilbert Uzay1 veya Hilbert Uzay1 denir.
Bagka bir ifade ile tam i¢ ¢arpim uzayina Hilbert Uzay1 denir.

X kiimesi iizerinde tanimlanan bir i¢ ¢arpim X {izerinde;
Xl =x x)
ile verilen bir norm ve
d(x y)=[x=y[={{x=y. x=y)
ile verilen bir metrik tanimlar. Buna gore her i¢ ¢arpim uzay1 bir normlu uzaydir.

ORNEK 1.8. H =L, [0, 1] bir Hilbert uzayidir. Eger x(t)eL, [0, 1] ise
1 2
[P(O(t) dt<eo, p(t)>0
0
Ol¢iilebilir olur. Burada i¢ ¢arpim ‘V’X(t), y(t) el,, [0, 1] icin

(x y>=j p(O)X(1) (T

olacak sekilde tanimlanir.



ORNEK 1.9. H =L, [a, b] uzay: bir Hilbert uzayidur.
b
J. f2(x)dx <oo

seklindeki karesel integrallenebilen fonksiyonlardan olusan uzaydir. Bu uzayin elemanlari

f(x), 9(x),..., seklinde [a, b] kapali araliginda olgiilebilir, kompleks degerli, karesel

integrallenebilen fonksiyonlardir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ise Vf (X), g (X) el, [a, b] icin;

(f, g):}f(x)fx)dx

seklindedir. Strum-Liouville operatdriiniin spektral teorisi genellikle L,[0, 1], L,[0, 7],

LZ[O, oo) ve LZ(—oo, oo) araliginda incelenmektedir.

LEMMA 1.1. (Schwarz Esitsizligi ve Ucgen Esitsizligi): Bir i¢c ¢arpim ve buna
karsilik gelen norm igin Schwarz esitsizligi ve Uggen esitsizligi asagida verilen hallerde

gegerlidir.

a) Esitsizlik hali ancak ve ancak {X, y} nin lineer bagimli olmasi halinde gegerli
olmak {izere, Schwarz esitsizligi

[x vl <Xyl
seklindedir.

b) S6z konusu norm esitlik hali ancak ve ancak y=0 ya da x=cy (c>0, ceR)
halinde gegerli olmak iizere, Uggen esitsizligi

byl <+l
seklindedir.

TANIM 1.10. (O, o ve ~ Sembolleri): x e R olsun. Eger

f(x)
9(x)

f ~ g ile gosterilir.

a) kesri birim degerini aliyor ise X —oo iken f(x)~g(x) veya kisaca



f(x)

9(x)

g(x) fonksiyonundan daha kiigiik derecelidir.

b) x—oo iken

—0 ise f(x)=0(g(x)) yazlir. Yani f(x) fonksiyonu

)
9(x)

g (X) fonksiyonundan daha biiyiik veya esit derecelidir.

c) x—oo iken siirh ise f(x)=0(g(x)) yazilir. Yani f(x) fonksiyonu

x2+1

XZ

ORNEK 1.10. (1+x*)=0(x?) dur. Ciinkii x —ocoiken —1 olup

1
:‘14‘?

sinirhidir. Yani (1+ X2) ~ (XZ) dir.

1
. 1 1 _ : (sz
ORNEK 1.11. — =o0| = | dir. Ciinkii X — oo iken — 0 olur.

C q

ORNEK 1.12. sinhx=0(e") dir. Ciinki;

X

e +e

—X

sinh x =

oldugundan her iki tarafi e ile boliinlirse

sinhx e e* 1 1
X = X + X =5+ 2X
e 2e* 2e 2 2e

olur. Buradan da X — oo iken

sinhx 1 1 1
=57t 2X Y
e 2 2e 2

X

. |sinh x
olur. Yani
e)(

sinirlidir. Bu nedenle sinh x = O(ex) olur.

TANIM 1.11.(Diizgiin Yakinsakhk): (f, )dizisi A iizerinde f fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir <> Ve >0, 3n, vardir 6yle ki Yn>n, ve her xe A i¢in,

f.()—f(x)|<e.



Dikkat edilecek olursa burada sozii edilen n, sadece & sayisina bagl olup, X

noktasina bagl degildir.Buna gore diizgiin yakinsak her dizi noktasal yakinsaktir. Fakat
bunun tersi her zaman dogru degildir. Eger A kiimesi sonlu ise diizgiin yakinsaklik ile

noktasal yakinsaklik birbirine denktir.

TANIM 1.12. (Siireklilik): AcR, f:A—R bir fonksiyon ve ae A olsun. f

fonksiyonu a noktasinda siireklidir << V& >0 i¢in en az bir 6 >0 vardir, dyle ki |x—a| <o

iken |f(x)—f(a)|<e.

TANIM 1.13. (Diizgiin Siireklilik): AcR, f:A—R bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonu A iizerinde diizgiin siireklidir <> Ve >0 igin en az bir 6 >0 vardir dyle ki

|X —t| < O esitsizligini saglayan VX, te A igin | f(x)—f (t)| <¢.

Simdi stireklilik ile diizgiin siireklilik arasindaki farki ifade edelim. Bu tanim ilk
bakista f fonksiyonunun A fizerinde siirekli olmasi tanimina benzemektedir. Fakat bunlar
birbirinden farklidir. Ciinkii; f fonksiyonu A {izerinde siirekli oldugunda bulunacak olan &

sayist hem &, hem de A da alinan X, noktasina baglidir. Halbuki diizgiin siirekli olmasi i¢in

o 'nin sadece ¢ sayisina bagli olmasi gerekir. Dolayisiyla diizgiin siirekli bir fonksiyon

stireklidir; fakat bunun karsit1 her zaman dogru degildir.
TANIM 1.14. (Taylor Serisi): f fonksiyonu a noktasini ihtiva eden bir aralikta her
mertebeden tiirevlenebilir olsun.

f*(a)

. (x—a)*

NgE

=~
I
o

serisine a noktasinda f fonksiyonu tarafindan tiiretilen Taylor serisi denir. Ozel olarak a=0

alinirsa

AN (O
kZ:(; TS,

serisi elde edilir ki bu seriye McLaurain serisi ad1 verilir.

TANIM 1.15. (Ozdeger, Ozfonksiyon): L sl lineer bir operatér olsun. Bu

taktirde L operatoriiniin tanim kiimesinde



L, =4y
olacak sekilde bir y=0 fonksiyonu varsa, A sayisina L operatoriinin o6zdegeri, Yy
fonksiyonuna ise A 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyon denir.

TANIM 1.16. (Sturm-Liouville Operatorleri): Matematik ve uygulamalarinda
kullanilan, Jacques Charles Francois Sturm (1803-1855) ve Joseph Liouville (1809-1882) nin

ele aldig1 ve Sturm-Liouville denklemi olarak bilinen

_di[ p(X) ﬂ} +q(x)y = Aao(x)y,
X dx

formuna sahip ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir. Burada p(x), g(X) ve @(X)
fonksiyonlari [a, b] kapali araliginda siirekli fonksiyonlardir. @(X) fonksiyonuna agirlik

veya yogunluk fonksiyonu denir. Sinir sartlarini saglayan yukaridaki denklemin asikar
olmayan ¢oziimleri i¢in A degerlerini bulmak Sturm-Liouville problemi olarak adlandirilan

problemin bir parcasidir.

_di[ p(X) ﬂ} +q(x)y = Aao(x)y,
X dx

denkleminde @(x) =1 alirsak
Lu=Au

0zdeger problemini elde ederiz. Uygulamalarda sik sik kullanilan en temel operatdrlerden

biriside q(x) reel degerli ve [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon olmak {izere,

2

d
L:—W'Fq(X)

formundaki Sturm-Liouville operatoriidiir. Bu operator igin y(x) ¢6ziim fonksiyonlari ciimlesi
diferansiyellenebilir ve aralifinin u¢ noktalarinda verilmis sartlarla belirlenir.
L operatorii i¢in en 6nemli sinir sartlari,

y(@)cosa+y'(@)sina=0

y(b)cos g+ y'(b)sin =0

seklindedir.

10



2

d
Ly =—Wy+q(><)y =1y (1.2)

denklemini ve
y(@)cosa+y'(a)sina=0
y(b)cos g+ y'(b)sin f=0 (1.3)

siir sartlarini goz Oniine alalim.(1.2)-(1.3) smir deger problemi literatiirde Sturm-Liouville

problemi olarak bilinir. (1.3) sinir sart1 sirasiyla sina = 0ve sin §#0 ile boliiniirse
y(@)cosa+y'(a)=0
y(b)cos f+y'(b)=0 (1.4)
bigiminde de yazilabilir. Burada cosa =—h ve cos = H denilirse
y'(a@)—hy(a)=0
y'(b)+Hy(b)=0 (1.5)

sinir sartlart elde edilir. Eger q(x) reel degerli ve siirekli fonksiyon; H ve h sayilar1 da sonlu
ise (1.2)-(1.5) problemine regiiler Sturm- Liouville problemi, bu sartlardan herhangi biri

bozuldugunda bu probleme singiiler Sturm-Liouville problemi denir.

TANIM 1.17. (Rezolvent Ciimlesi, Spektrum): T, H Hilbert uzayinda yogun

olan bir climlede tanimli, kapali lineer bir operator olsun. T operatoriiniin rezolventi

R, =(T — A1)~ seklindeki A degerli bir operator olarak tamimlanir.

X =& kompleks normlu uzayr ve T :D(T)— X lineer operatorii verilsin. Eger asagidaki

sartlar saglaniyor ise A ya T nin bir regiiler degeri denir.

R1) R,(T) mevcut
R2) R,(T) smurh

R3) R,(T) X de yogun

11



T nin  p(T) rezolvent ciimlesi tim A regiiler degerlerinin ciimlesidir. Bu ciimlenin
timleyeni o(T)=C—p(T) seklinde olup, T nin spektrumu adini alir. Eger Aeo(T) ise

A, T nin spektrumu olur.
TANIM1.18. (Ozfonksiyonlarin Sifirlari): Basit bir sinir deger problemi olan
y"+Ay=0
y'(0)=y'(z)=0
problemini géz oniine alalim. Bu problemin 6zfonksiyonlari
@, (X) =c0s(0x) , ¢, (x) = cos(1x) , @, (X) = cos(2x),..., @, (X) =cos(nx) ,...,
olup bu 6zfonksiyonlara karsilik gelen 6zdegerler sirasi ile
A=0 4= 1,=2°2,=3,.,4,=n"..,

seklindedir. Boylece sifirdan saymaya baglayarak artan Ozdegerlerin sirasina gore

ozfonksiyonlari siraya koymus olduk.

Asikardir ki 6zfonksiyonlarin sifirlar1 asagidaki 6zellikleri saglar

1) n. 6zfonksiyon [O, 72'] araliginda tam olarak n tane sifira sahiptir.
ii) n. ve (n+1). 6zfonksiyonlarin sifirlar1 ¢aprazlasirlar.

TANIM 1.19. (Ters Nodal Problem): qe L'(0, 1) ve &, £ €[0, 7)olmak iizere
—y )y =1y
y(0)cosa+y'(0)sina=0
y@cosp+y'@®)sin =0
seklinde verilen Sturm- Liouville problemini g6z 6niine alalim.
Jor N=Loo n. dzdeger, s, =.[4, ve x™, n. dzfonksiyon olan y, e karsilik gelen i. nodal

nokta olsun. Bagka bir ifade ile yn(Xi(")):O, i=123,...,(n—1) olsun. Sturm- Liouville

denklem sistemi sadece; A, <A <A, <..<A <.. ve limA =oc olmak {izere reel

n—oo
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ozdegerlere sahiptir. y, o6zfonksiyonu ne N igin (0, 1) araliginda (n-1) tane nodal noktaya

n

sahiptir. Bu nodal noktalar; 0 <X <x; <Xj <..<Xj 5 <1 seklindedir.

n_ .y
Ii - _Xi+l

In

X" ise nodal uzunluk olarak tanimlanir.

LEMMA 1.2. (Riemann — Lebesque lemmasi )

f ;[a, b] — R tanimli f fonksiyonu sinirli olsun.
b b
[ f(x)sin(2x)dx =0, [ f(x)cos(Ax)dx=0

dir.
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II. BOLUM
INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN SPEKTRAL TEORI

2.1. Nodal Nokta ve Spektral Karakteristiklerin Ozellikleri

ﬂy:—y"+q(x)y+iM(x,t)y(t)dt:ﬂ,y, xe[0, 7] (2.1.1)
y'(0)=0

(2.1.2)
y'(z)=0

problemini gz 6niine alalim. Burada q € L, (O, 72') ve M (X, t) reel degerli fonksiyonlar,
D, ={(x, t)¢R| 0<t<x<r|
kiimesi iizerinde integrallenebilirdir. Bu problem kisaca L (g, M) ile gsterilecektir.

{/Ln}, (1.1)-(1.2) probleminin  G6zdegerleri  ve (p(x, /’t), (2.1.1) denkleminin
(p(O,/l):l, (p'(O,l):O sartlarin1 saglayan ¢Oziimii olsun. Bdylece (o(X, l), L(q, I\/I)
operatdriiniin A, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlarni gosterir. go(X, /ln), (0, 72')
araligindan (n—1) temel sifira sahiptir. Bu sifirlara (2.1.1)-(2.1.2) probleminin nodal noktalari

denir. Bu noktalar kullanilarak Sturm-Liouville probleminde q(x) potansiyel fonksiyonu

bulunabilir.
Lemma 2.1:
y—Ay=0
y(0)=0. y'(0)=0
problemi bir tek ¢6ziime sahiptir.
Ispat: Klasik Sturm-Liouville probleminin ¢dziimii géz &niine alinirsa, p = J2 olmak iizere

iy (smp t)qt)jdt+jm(§,t)(w]d§dt

Yo,
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probleminin bir ¢6ziimii olur.

Bu ¢6ziim Volterra integralnin ¢dziimii olup tektir.
@(x, 4) ve w(x, A) (2.1.1) denkleminin
¢(0, 1)=1, ¢'(0, 1)=0
w(z, A)=1 w'(z, 2)=0

sartlarin1 saglayan ¢6ziimii olur.

Lemma 2.2: 7 =1Im p olsun. | p| — o0 i¢in asagidaki asimptotik formlar saglanir.

p(x,7) = cos px +o( g }o(erx)

(2.1.3)

@'(x,A) =—psin px +O(e‘f‘x) :O(|p

w(x,4)=cos p(7—Xx) +Q[WJ :O(e"‘(”‘x))

Al (2.1.4)

w'(x,A)=psinp(z - A)+O(e‘r‘” X)) O(|p
Ispat: (X, 1)0dzfonksiyonu

@(X,A)=cos px +

P e MO ML R

Volterra denkleminin tek ¢6ztimiidiir.

Bu sebeple (2.1.5) denkleminin x’e gore tiirevi alinirsa

@'(x,A)=—psin px+

X 2.1.6)
+J.(p(t,2,)COSp(X—t)q dt+IM t)cos p(x—&)d&dt

olur.

5(4) p(x A)e™™

ern]‘
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olsun.
Isin px| <€, |cos px| <™

oldugundan (2.1.5)’den

X

o(x, z)lsuﬁf o(t, 2)[Jat

0

ol

1X
2 [IM (&, t)ldedt
+|p|!| SR

ot A)e ™ <125 a(cfn

+5(1)m9xfe”dtﬂ|v|(t, £)ede, o[22, (xe[o, x])

ve
5(2)<1+6(2)(Vxal, +IM], )
elde edilir.
Boylece §(2)=0(1) ve ¢(x, 4)=0(e™)olur.

Bu degerler (2.1.5) ve (2.1.6) de yerine yazilirsa, (2.1.5) elde edilir. (2.1.6) de benzer sekilde
elde edilebilir.

A(A)=¢'(m,2) (2.1.7)
olsun.

A(;t) fonksiyonuna L probleminin karakteristik fonksiyonu denir. Bu fonksiyon %
dereceden bir tam fonksiyon olup sayilabilir ¢okluktaki sifirlarin bir {/1“} climlesine sahiptir.
Yani A(l) =0 esitligini saglayan A degerleri (2.1.1), (2.1.2) probleminin 6zdegerleri olur.

Lemma 2.3: A(Z) fonksiyonunun  sifirlan L probleminin  6zdegerleridir.

@(% A,) ve y(x, A,) ozfonksiyonlar ve {C }" sabitlerin dizisi olmak iizere

w(% 4)=Co(x 4) C,#0 (2.2.8)
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dir. [Yurko, 6]

Ispat: 4, A(/I) ‘nin bir sifirt olsun. Boylece (2.1.2) sartlarindan

y'(0)=0

y'(7)=0

v(x4)=Foo(x4)
olur.

p(X,4) ve w(x4,) (2.1.2) sartlarmi saglar. Dolayisiyla A, bir zdeger ve
@(X,4) ve w(x,4,) birer zfonksiyon olur. 4, L’nin bir dzdegeri ve Y, bir dzfonksiyon
olsun. Oyleyse Y,'(0)=0 ve y,'(7z)=0 olur. y,(0)=0’dir. Ciinkii y,(0)=0=>y,(0)=0
olup buradan y,=0 asikar ¢oziimii elde edilir. Genelligi bozmadan Y, (0)=1 alalim.

Oyleyse ¥,'(0)=0 ve y,(A)=¢(X, 4) olur. Bdylece A(4)=¢'(x,4,)=0 olur ve her bir

0zdegere bir 6zfonksiyon karsilik gelir.

Lemma 2.4:

A(A)=—psin pr+wcos pr+r1(p) (2.2.9)
dir. Burada

a):%Iq(x)dx (2.2.10)
ve

r(p)= %]ECOSp(ﬂ—Zt)q(t)dt—l-
’ 2.2.11)

ba b e‘r‘ﬂ
tdt| M (&,t -&£)d&éE+0O
+'(|;COSp }[ (&.t)cosp(z—&)dé+ [ pJ

dir.
Ispat: (2.1.1) ifadesi (2.1.5) ve (2.1.6)’de yerine yazilirsa,

17



cosptsinp(x—t) :%{sin px+sinp(x—2t)}

oldugundan

1 sinpx | 1 7.
p(x,A)=cospx+=——[q(t)dt+—|sinp(x—2t)q(t)dt+

0

) (2.2.12)
1 X X ] ert
+—|cosptdt| M (&,t)sinp(x—¢& d§+o( J
+ Joosptat[ (£ 0sinp(x-£)az 40|
olur. Benzer sekilde;
(0'(X,Z)=—pSinp(X)+%COSpXIq(t)dt+
0
—I—%ICOSp(X—Zt)Q(t)dt+J.COSptdtIM (&,t)cosp(x—¢&)dé+ (2.2.13)
0 0 t

el
+O[e ]
p
olur. Bu ifadelerde x =7 alinip A(/l)’da yerine yazilirsa

(o'(ﬂ,ﬂ,)z—psin p/Z'-i—%ICOSp(ﬂ'—Zt)Q(t)dt-l—
0

Va

1sinprx 175 e
+= q(t)dt+—|sinp(z—2t)q(t dt+O[ j
5o Jat)de s [sinp(z-2)a()dt+0|

ez
A(A)=-psinpz +O{e j
P

elde edilir.

Teorem 2.5. L sinir deger problemi, 6zdegerlerin sayilabilir bir kiimesi olsun. {/ln }:O:O

0zdegerleri asagidaki bagintilar1 saglar.
po=A7n =02y S (2.2.14)
n n ﬂn n L

ve n— o iken
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o(x, 4,) =cos(nx)+0(1J (2.2.15)
n
Burada {K,}”, €, seklindedir. [Yurko, 12]

2.2. Teklik Teoremi

Ozfonksiyonlarin sifirlari olan xJ) nodal noktalar1 (0,7) araliginda yogun bir

altkiime olusturur ve

NS [0, 7] = {xni

j=ff],n>NJ

olsun. Bu durumda problem (2.1.1)-(2.1.2) problemi igin ters problem asagidaki gibi

tanimlanir.
2.3. Ters Problem

Bu boliimde ters problemin ¢oziimii i¢in teklik teoremini ispatlanacaktir.

Bunun i¢in, L=L(§,M) ve L=L(g,M) problemleri ve NS[0,7] ‘nin yogun iki alt kiimesi

olsun.

Teorem 2.1. X = X olmasi durumunda

400+~ [ @t =) +=[ GOyt te(©,7)
0 70

dir.
ispat: X , (0,7) de yogun bir alt kiime olsun. Herhangi bir &€ (0,7) i¢cin K =N olmak

tizere & ’ye yaklasan bir {xkjk }k . alt dizisi vardir.

o (X) = (X, A4),

@ (X) = p(x, 4,) olsun.

— gl +ap, + [ M(x D), Ot = 4, ,
5+ 5+ [ MO, (Odt = 2,5,

burada ilk esitlik @, (x), ikinci esitlik ¢, (X) carpilarak taraf tarafa ¢ikartilirsa
19



(olgék _¢~’£¢k +J-0X M (X,t)((ﬁk (t)¢k (X) - O, (t)@k (X))dt — (q —q+ jk _ﬂk)(f)kﬂ( N (2 3 1)
+ [ IM 06t = M (x, Dl (D, ()l

elde edilir.

@, (x})=0, @ (%)) =0 olmak iizere

(@Ik PPy (bk)'z(b"k PP P D\ P — PP

="\ O — PP
olup
Jl((p|k PPk (Pk)'dX:(p'k @ -0 0 S?
R ACHACH R ACHTNEY
=0
dir. O halde

[ [ M@ 00, (9 - 0,0, ()t = [ (@00 -G09+ 4, — 2,), (D, (X
v ’ (2.3.2)

* Ioijk on M (x, t) = M (X, )¢ (t) @, (x)dtdx

son ifadeden;

0. (93, () =“L2(2k'x)+o[§j (233)

P (0o, (X) - (O (X) = 0(%) (2.34)

[ Mo t)O(%) dtde = [ (@) 609 + 4 —m(WmGde@ (235)

yeniden yazilabilir. kK — oo iken limit alinirsa, X, — & elde edilir.

l A0-0) .

k —»>ooiken, 4, -4, —> dir.

V4
Riemann-Lebesgue lemmasi ve (2.3.5) esitliginden
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0=%f@ﬂ@—ﬂ@+3@tfﬁyx (2.3.6)
T
elde edilir.

(2.3.6) ‘da & =0 alinirsa

v () =w(x,4) ve v, (X) =yw (X, 4)

3 ~ 17~

[ (q(x)—q(x)+— (@ (t)—q(t»dt}dx =0

T
olup hemen hemen her yerde q(x) =G§(x) ve q(t) =q(t) esitlikleri saglanur.
¢, (0,7) arahginda oldugundan (0,7) araliginda
L Madt =300+ (g0t
909+~ [ aOdt =300+ [ a()

elde edilir.

2.4. Potansiyel Fonksiyonlarin Elde Edilme Formiilii

Bu béliimde, nodal noktalar yardimiyla qelL,(0,7) potansiyeli i¢in bir formiil

verilecektir.

j=1..,n=1 (n>>1) olmak iizere x/ ile n. ézfonksiyonlarmin j. nodal noktasi

tanimlansin.

Lemma 4.1. Kabul edelim ki M (x,t) eW,*(D,) olsun. Bu durumda

1 ¢ex
w=§Lqmm

olmak tlizere

e 1
xh = o +2P2n jo" [1+cos(2pnt)]q(t)dt+o[p—3nj (24.1)

ve
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" =xi - x) = p£+ . ;Z [ 1+ costza]awat +o(pi3j
" " " (2.4.2)
z 1 " 1
=—+—| [1+cos(2p.t)|q(t)dt+0| —
]} ez 0aa o] 5

dir.

Ispat: (2.4.1) deki ¢(x,A) fonksiyonun asimtotik formu Sturm- Liouville operatdr sinifindaki

fonksiyonlar ile ayni oldugundan, (2.4.1) ve (2.4.2)’yi kullanarak asagidaki sonuglari elde
ederiz.

(2.4.1) den, eger @(x,4)=0 ise,

cot(,px) [1+ 0 [ED = _(i IX q(t)[1+cos(2t)] dt] +0 (iz] (2.4.3)
p 2p 0 p

olur. 1=4,, x=x!, olarak alinirsa, p,x] =(J —%jﬂwrgnj ifadesi (2.4.3)’de yerine yazilirsa

ve tekrar Taylor agilimini kullanarak

(gni +o((gnj )3))(1+0(pinﬁ - pi(%jox"j q(t)[1+ COS(ant)]dt}O(piz]

n n

elde edilir. Boylece

gl = i@ [ “ ) [L+cos2p,)] dt}+ o[in (2.4.4)
P\ 270 P

n
dir.

Teorem 4.2. X, [0,7] nin yogun bir alt kiimesi olsun. Herhangi x€[0,7] noktas1 igin,

n—co iken X’ ¢ yakisayan bir {x) | < X alt dizi bulabiliriz. Bylece

g(x) =1m(nxg" —(jn —%)ﬂ]n (2.4.5)

limit mevcuttur ve [0, 7] araliginda
L2 1 cr
a0 =200 +2 90 - () +3 [ a0t (246)
T 290
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dir.

Ispat: 1’ e karsilik gelen bir 6zfonksiyonu ¢(x,4,) oldugunda (2.2.1) ‘den

P =7f(j —%)w(l), Pr =4, neN (2.4.7)
yazilir. (2.4.6) ve (2.2.1) * den ve xyerine x!, p yerine p, yazilirsa

0=p(x!,4,) (2.4.8)

B i, sinp Xt (1
O_COSp“X”+—pn zjo q(t)dt

+2—; [ sin[p, (< ~20]adt

249
+ 2 [ cos(o,dt[ M (&, Dsin[p, (¢ &) ]dé+0[ & 249
Pn 0 " J , " " n2
elde edilir. (2.4.5) ifadesi, sinp,x/, (sin p,x! #0) ile boliiniirse
. i xi Si T2t
0=cot(pnxnl)+2ij0 q(t)dt+21 [ sinfon (%, J. J

L J. J.Ox”j cos(,ont)dtjtan M (&, t)sin[,on (xnj —g)]d§+o( 1)

— =
PaSIN(p, X, n
elde edilir. Burada Taylor formiilii uygulanip ve (2.2.7) ile bu son esitlik birlestirilirse
(. 1 1 x 1
XI=|j,—=|7+— t)dt+—&/ 2411
P, (Jn 2) anjo e+ -4, (2.4.11)

esitligine ulagilir. Buradan n —ooiken &) =o0(1) dir. (2.2.7) ifadesinde, 1 =24, alnirsa
. 1
0=—p,sinp, 7+ w@cos p,r+r(p,) +O(—2j
n

olur ve Taylor agilimi1 tekrar uygulanirsa

0=—p,(p, ~N)7+@+(-1)" r(Pn)+O(n—1zj

elde edilir.
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n—oo iken r(p,) — 0 oldugundan,

lim(p, ~)p, = i[% jo”q(t)dtj (24.12)

olur. (2.2.12) den

n—oo iken &—>1

n

seklindedir. Eger x sabitlenir

. j 7T j 7
n—>oo|kenJ”——>x,(Jn ;txj
n n

olacak sekilde bir dizi segilirse

&Xr{" =J”_ﬂ_ 44 +O(ij

n n 2n n?

elde edilir. Bu durumda, indekslerin secilen bir alt kiimesi i¢in,
n— oo iken x’ — x (2.4.13)

olur. n — oo igin

((pnxgn _[jn _%)ﬂ-j_'_ Xr{n (n _pn)Jpn
dizisini ele alalim. (2.4.11), (2.4.12) ve (2.4.13)’u kullanarak
. - .1 - 1 px X (1 px
Ih I Jn — [ —_— —
gug;([pnxn [Jn z}r} Xy (n pn)jpn ==, a0t ﬂ( Al q(t)dtj (2.4.14)
esitligini yazabiliriz. Ote yandan (2.4.10)’ nun limiti almirsa,
. i .1
g(x)=llm(nxr{" —(]n—zjﬂ'Jn (2.4.15)
dir. Boylece
1 x X (1 px
9() =5 jo q(t)dt 7(5 jo q(t)dt] (2.4.16)

ve g(x) €[0,z] dir. g(0)=0, g(7)=0 oldugu agiktir. Boylece (2.4.7) ispatlanmis olur.
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(2.4.16)’nin diferansiyelinden
. 1 101 ¢x
000 =300~ (3 [awet | (vxe[o)

yazilir. Boylece (2.4.6) ispatlanmis olur.
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