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2007, sayfa:88

Bu tez galismasi 6nbilgiler girig, kaynaklar ve ayrica 4 ayr1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde diferensiyel operatorlerin spektral teorisinde sikca kulanilan bazi temel
tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde Hill Denklemi tanimlanarak, bu denklem icin periyodik ¢oztimlerin var-
lig1, bu ¢oztimlerin simirlilik durumu, kararl, kararsiz, kosullu kararli olma kavramlar: ve
bu kavramlarla F'(\) diskriminant: arasindaki iligki incelendi. Sonra t-periyodik simir deger
problemi ele alinarak 6zdeger, 6zfonksiyon kavramlar: incelenip, Green fonksiyonu ve in-
tegral operatorler yontemi verilerek periyodik ve anti-periyodik sinir deger problemlerinin
sayilabilir sayida ozdegerlerinin varligi gosterildi, ardindan F'(\) fonksiyonunun gerekli
ozellikleri ispatlanarak bu fonksiyonun grafigi ¢izildi.

Ucgiincii boliimde Hill denklemi icin kismen cakismayan iki spektruma gore ters prob-
lemin ¢oziimii yapildi, periyodik problemler i¢in Hochstadt teoremi ispatlandi.

Doérdiincii boliimde Hill operatorii igin ters problemin esas integral denkleminin genel
dejenereligi gosterildi ve simetrik potansiyel durumunda tek spektruma gore ters problemin

¢oziimil incelendi.

Anahtar Kelimeler: Sturm Liouville denklemi, 6zdeger, 6zfonksiyon, kararlilik,
kararsizlik, periyodik fonksiyon, Hill denklemi, c¢ekirdek fonksiyonu, doniisiim operatorii,

genel dejenere, potansiyel, spektrum, spektral fonksiyon, normlagtirici sayilar.
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This thesis essentially consist of four pourts.

In the first chapter, some basic definitions and theorems are presented which are com-
menly used in spectral theory of differential operations.

In the second chapter, the stability, instability, conditional stability concepts, existance
of periodic solutions and bounded case of this solutions and F'(\) with this concepts are
examined for Hill equation. And, then the eigenvalue and eigenfunction concepts for
the t-periodic boundary value problem are investigated. After these, by using the Green
function and the integral operators method it is shown that the existance of countable
many eigenvalues for the periodic and antiperiodic boundary value problems. Furthermore,
by proving the necessary properties of the F'(\) function and the graph of this function is
drawed.

In the third chapter, the solution of invers problem’s is examined on two partially
non coinciding spectra for Hill equation and Hochstadt Theorem is proved for periodic
problems.

In the fourth chapter, the generalized degeneracy of the invers problem of the funde-
mental integral equation is shown for Hill operator and in case of symmetric potantial of

single spectrum, the solution of invers problem are solved.

Key Words: Sturm-Liouville equation, eigenvalue, eigenfunction, stability, insta-
bility, periodic function, Hill’s equation, kernel function, translation operator, general

degeneracy, potential, spectrum, spectral function, normalized numbers.
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GIRIS

Operatorlerin spektral teorisi, matematik, fizik ve mekanigin pek ¢ok alanlarinda genis
bir sekilde kullanilmaktadir. Lineer operatorlerin spektral teorisinin esas problemleri ayni
zamanda lineer cebir ve titresim teorisinin de problemleridir. Lineer cebir problemleri ve
titregim problemleri arasindaki benzerliklerin tanimlanmasi gok eskilere dayanmaktadir.
Integral denklemler teorisiyle ilgili yapilan calismalarda bu benzerliklerden yararlanan ilk
bilim adami Hilbert olmustur.

Ozellikle, Iy ve H soyut Hilbert uzay1 tanimlandiktan sonra Hilbert uzayinda lineer
self-adjoint operatorler teorisi hizla gelismeye baglamistir ve ozellikle XIX.-XX. asirlarda
bu konularda ¢aligsan bircok matematikgi tarafindan soz konusu teori oldukga geligtirilerek
iist seviyelere ulagmigtir. Bu calismalarda; 6zdegerler, 6zfonksiyonlar, spektral fonksiyon,
normlagtirici sayilar gibi spektral veriler tamimlanmig ve farkli yontemlerle asimptotik
formiiller bulunmusgtur. Ayrica, spektral teori i¢in 6nemli yere sahip olan agilim teoremleri
ispatlanmigtir.

Regiiler ve singiiler olmak {izere iki tiir diferensiyel operator tanimlanmig, bunlarin
spektral teorileri yapilandirilmigtir. Tanim bolgesi sonlu ve katsayilar: siirekli fonksiyonlar
olan diferensiyel operatore regiiler diferensiyel operatorler, tanim bolgesi sonsuz veya kat-
sayilar1 sonlu sayida siireksiz noktaya sahip olan diferensiyel operatorlere singiiler difer-
ensiyel operatorler denir. Ikinci mertebeden operatorler icin spektral teori, giintimiizde
Sturm-Liouville teorisi olarak bilinir. XIX. asrin sonlarinda ikinci mertebeden diferen-
siyel operatorler icin sonlu aralikta regiiler sinir sartlar: saglanacak sekilde keyfi mertebe-
den adi diferensiyel operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi G.D. Birkoff tarafindan incelen-
mistir. Diskret spektruma sahip ve uzayin tamaminda taniml operatorlerin 6zdegerlerinin
dagilimi, ozellikle Kuantum mekaniginde olduk¢a énem tagimaktadir. Birinci mertebeden
iki denklemin regiiler sistemleri daha sonraki yillarda ele alinmigtir. Singiiler operatorler
icin spektral teori ilk olarak H. Weyl tarafindan incelenmigtir. Daha sonra F. Riesz, J.
von Neumann, K.O. Friedrichs ve diger matematikgiler tarafindan simetrik ve self-adjoint
operatorlerin genel spektral teorisi yapilandirilmisgtir.

Ikinci mertebeden singiiler operatoérlerin spektral teorisine yeni bir yaklasimi 1946
yilinda E.C. Titchmarsh vermigtir. Dogru ekseninde tanimlhi azalan veya artan potan-

siyelli
2

dz?

Sturm-Liouville operatorleri i¢in 6zdegerlerin dagilimi formiilii Titchmarsh tarafindan bu-

L=— +q(x)



lunmugtur. Bu operatore bir boyutlu ¢ (z) potansiyelli Schrodinger operatorii de denir.
Singiiler diferensiyel operatorlerin incelenmesine iligkin ve diferensiyel operatorlerin spek-
tral teorisinde onemli yere sahip olan galigmalar 1949 yilinda B.M. Levitan tarafindan
yapilmigtir. Farklh singiiler durumlarda diferensiyel operatorlerin spektral teorisi, tzellikle
ozdegerlerin, ozfonksiyonlarin asimptotigi ve dzfonksiyonlarin tamligina iligkin konular R.
Courant, T. Carleman, M.S. Birman, M.Z. Salamyak, V.P. Maslov, M.V. Keldish gibi
matematikgiler tarafindan gelistirilmistir.

Diferensiyel operatorler igin ters problem asagidaki sekilde tanimlanir:

1) Hangi spektral verilere gore operatérii tammlamak miimkiindiir,

2) Hangi spektral verilere gore operator bire-bir olarak tanimlanmaktadir,

3) Bu verilere gore operatorlerin tanimlanmasi yontemlerinin verilmesidir.

Fizik ve teknigin bircok problemleri periyodik katsayili diferensiyel denklemlerin ince-
lenmesini gerektiriyor. Boyle problemlerin bir kismi hareketin kararliligi, diger kismi da
kat1 cisim fizigi ornegin; kristallerin kuantum mekanigi ile ilgilidir.

Periyodik katsayili diferensiyel denklemler tizerine ¢ok sayida matematik ve fizik kay-
naklar1 vardir. Ik sonuglar Floquet [1], Hill [2], Poincare [3], Liapounoff [4], Hamel [5],
Haupt [6], Bloch [7], Kramers [8] ve bagkalar1 tarafindan elde edilmistir.

1950 yillarindan baglayarak Krein [9] ve bagkalar: uygulamada ¢ok kargilagilan periy-
odik katsayili adi diferensiyel denklemlerin Hamilton sistemini incelediler. Ayni zamanda
Hill Denklemi i¢in de Titchmarsh [10], Hochstadt [11], [12], Beketov [13] ve bagkalari
tarafindan 6nemli sonuglar elde edildi. Bu sonuglarn biiyiik bir kismu Magnus [14] ve
Eastham [15] kitaplarinda ifade edilmistir.

1970 yillarinda Korteweg-de Vries tipli lineer olmayan kismi tiirevli denklemler icin
baglangi¢ degeri periyodik fonksiyon olan Cauchy probleminin ¢oziimlemesine uygulamak
amaciyla periyodik katsayili diferensiyel operatorlerin spektral teorisinde 6nemli gelismeler

oldu [16] — [22].

—y" + q(z)y = Ap(x)y (o0 <z < 0) (1)

seklindeki Sturm- Liouville denklemi, katsayilar1 periyodik olmak iizere agagidaki sartlari
saglarsa bu denkleme Hill Denklemi adi verilir.

a) A kompleks bir parametre, p(z) ve g(x), -0o < x < oo ekseni iizerinde taniml, reel
degerli, w > 0 periyotlu periyodik fonksiyonlardir. Yani,

p(z +w) =p(x), qlx+w)=q(x)dir.



b) p(z) >p, >0 ve [p(z)dr < oo, [|g(z)|dz < oo dir.
0 0

(1) denkleminin yamsira bu denklemle ilgili;

—y" 4 q(z)y = Xp(z)y, (0<z<w) (2)

periyodik ve

anti-periyodik sinir deger problemini gézoniine alalim.
Eger A kompleks parametresinin ele aliman degerinde (2) veya (3) probleminin agikar
olmayan ¢oziimii varsa bu A degerine (2) veya (3) probleminin 6zdegeri denir.

Ozdegerlerin bulunmasi igin, (1) denkleminin

0(0,)) =1, 6'(0,)) =0

©(0,A) =0, ¢'(0,))=1

baslangig sartlarim saglayan 6(z, ) ve p(z, A) ¢oziimleri ele alinarak,

F(\) = 0(w,\) + ¢ (w, \)

fonksiyonu diizenlenebilir. Buradaki F'(A) fonksiyonuna (1) Hill Denkleminin diskriminanti
adz verilir.

(2) periyodik ve (3) anti periyodik sinir deger probleminin 6zdegerleri sirasiyla

ve

denkleminin kokleri ile verilir. (2) ve (3) probleminin her biri sayilabilir sayida 6zdegerlere

sahiptir ve bu 6zdegerlerin yalnizca +o0o noktasinda yigilma noktasi vardir.



A< A< A< A< Ag< I <2< ...

ile (2) periyodik probleminin 6zdegerlerini ve

M< <A< A< <A <...

ile (3) anti-periyodik probleminin 6zdegerlerini gosterelim. Bu bagintilarda esitlik iki kath

ozdegerler i¢in soz konusudur. Ayrica,
—00 < A< A < A< A3 < <A< N <.

esitsizlikleri dogrudur.

Burada (—o00, \g), (A1, A2), (A3, \4),... araliklarina (1) denkleminin kararsizlik aralik-
lar1 denir. Bu araliklarin herhangi biri iginde bulunan bir A degeri igin (1) denkleminin
biitiin asikar olmayan ¢oziimleri sinirsizdir. (—oo, A) araligimin diginda kararsizlik aralik-
larin bir kismi veya hepsi mevcut olmayabilir.

(A2, A3), (A4, A5), ... araliklarina (1) denkleminin kararlibk aralklari denir. Bu ar-
aliklarin herhangi biri iginde bulunan bir A degeri i¢in (1) denkleminin biitiin ¢oziimleri
(—00,00) aralig iizerinde sinirhdir.

Genel halde, yani; p(z) keyfi fonksiyon ise \,, dzdegerleri hakkinda bunlarin varhigimin
diginda birgey soylemek miimkiin degildir. Eger p(z) fonksiyonunun ikinci dereceden
tiirevi varsa ve bu tiirev (0, w) iizerinde integrallenebilirse o halde (1) denklemi Liouville

doniigiimii altinda

—u"+ Q(t)u = u

seklindeki denkleme doniigtiiriilebilir ve bu denklemi kullanarak \,, 6zdegerleri icin asimp-
totik formiiller bulunabilir ve kararsizlik araliklarinin I,, uzunluklarinin n — oo oldugunda
sifira gittigi elde edilir. Fakat p(z) diferansiyellenebilir degilse Liouville doniigiimii uygu-
lanmaz.

Boylece periyodik katsayili diferensiyel operatorler icin yapilan calismalara dayanarak
bu calismada periyodik katsayili problemler i¢in kismen gakigsmayan iki spektruma gore
ters problem incelenmis, ayrica bu durumda ters problemin esas integral denklemi olan

Gelfand-Levitan denkleminin genel dejenereligi gosterilmigtir.



1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamim 1.1.1: K, R veya C olmak iizere, X bir vektor uzay: olsun.

<, >: X x X — K doniigiimii agagidaki ozelliklere sahipse <, > 'ye X {izerinde bir ig
carpim, (X, <,>) ikilisine de i¢ ¢arpim uzay:1 denir.

IL<z,2>>0, <z, x2>=0&2=0,

II. <az,y>=a<z,y> ackK

III. < z,y >=<y,z >,

IV.<z+4vy,z>=<z,2>+<y,z2>, x,y,2€X

Ayrica,

dz,y) =z -yl =vV<z—-y,v—-y>

metrigine gore tam ig garpim uzayma ise Hilbert uzay1 denir [23].
Tanmim 1.1.2: (Operator) Tanim ve deger ciimlesi vektor uzay: olan doniigiime op-
erator denir [23] .
Tanim 1.1.3: (Lineer Operatér) E, ve E, herhangi iki vektor uzay1 olsun.
A: E, — I, operator doniisiimii agsagidaki sartlar1 saglarsa;
1)z, z, € By, A(z, +x,) = A(x,) + Az,) = Az, + Ax,,
2) A(Az) = MA(z) , A € R,
A operatoriine lineerdir denir [23].
Tanim 1.1.4: (Operatériin Normu) X ve Y birer normlu uzay ve D (L) C X

olmak iizere L : D (L) — Y bir operator olsun. Eger,
[ L] < ¢l

olacak sekilde bir c reel sayis1 varsa L operatoriine sinmirhidir denir. Bu esitsizligi saglayan
en kiigiik ¢ sayisina ise L operatoriiniin normu denir [24].

Tanim 1.1.5: (Operatoriin Mutlak Normu) H Hilbert uzay1 ayrilabilir olsun.
Bu uzaym her yerinde tamimlanan A operatorii icin {fx}7° ve {e;}7° H hilbert uzayinda
iki keyfi ortonormallegtirilmig bazlar olsun. A* adjoint operator olmak iizere {e;} bazinda

(Afr,ei) de Afy vektorii Fourier katsayilari gibi gozoniine alinirsa;

Do el =D A% el (1.1.1)

i,k=1 i,k=1
> lI(A% e)])? = N(A), (1.1.2)
i,k=1



esitligini saglayan N(A) ya A operatoriiniin mutlak normu denir.
N(A*) = N(4) (1.1.3)

oldugundan (1.1.1) de f, yerine birim vektoriinii alirsak ,

o Afeenl? = I AfI?
ik=1 k=1
elde ederiz. Boylece

[Af ]l < N(A)

olur. Bu durumda A nin normu ||A|| < N(A) dir. Eger C herhangi bir sinirhi operator ise
N(CA) < ||C|| N(A) olur ve bzel olarak iiggen esitsizligini de saglar. Simdi,

N(A+ B) < N(A) + N(B)

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (1.1.2) den [25]

N(A+B) = \J|[(Af,. Bf)|
= Do (lag+ 1BA1)?
j=1

olur. Burada iiggen esitsizligini gozoniine alirsak

[CAr BN < (| DAL+ | D181
j=1 j=1

elde edilir. (1.1.2) den
N(A+B)<N(A)+ N(B)

bulunur. Bu da istenendir.
N(A) mutlak normu { fx } ve {e;} bazlarinin segiminden bagimsiz oldugu i¢in bu ifadeler

denk alabilir. Bu durumda {e;} bazinda A operatériinii gésteren matris elemanlar

(Aek,ej) = Gjk, 5, k=1,2,3,..

)
Z |aj7k| < 00

Jk=1
seklindeki sayilar olur. Bu nedenle sonlu mutlak normlu operatorler ¢ok dar bir simf

olugturur. Bu operatorler

o0
D lajrl < oo

J,k=1



ozelligini saglayan matris goriintiisii seklinde olur [23].
Tanim 1.1.6: (Laplace, Schrédinger Operatorleri)

o* 9

A= T oy

seklinde tamimlanan operatore Laplace operatorii,

L=A+V(r)
seklinde tanimlanan operatore Schrodinger operatorii,

0u  0*u  0%u
2 + 92 + 72 +o(z,y, 2) u(z,y,z) = Au(z,y, 2)

denklemine de Schrodinger denklemi denir.

Tanim 1.1.7: (Ozdeger, Ozfonksiyon) L operatsriiniin D tanim bolgesinde
Ly =)y

olmak iizere y(z) # 0 fonksiyonu mevcut olacak bigimde X'ya L operatoriiniin 6zdegeri
denir ve y(z)’e ise A dzdegerine karsilik gelen L operatoriiniin 6zfonksiyonu denir [23].
Tamim 1.1.8: (L2 [a,b] uzay1) Asagidaki ozelligi saglayan elemanlardan olusan uzaya

L?[a,b] uzay1 denir.
b

[2[a,b] = x(t):/[x(t)]2dt < 0.

Bu uzay reel olarak gozoniine alimirsa burada i¢ ¢arpim fonksiyonu

b
(f(2),g(x)) = / f(2).g(z)dz

seklinde tanimlanir. Burada f(x) ve g(x) reel fonksiyonlardir [23].

Tamim 1.1.9: (Hilbert-Schmitt Operatérii) f € L,(—oo, 00) olmak iizere K (t, s)

/ / |K(t,s)|* ds dt < oo

g=kf = /K(t,s) £(s) ds

gekirdek fonksiyonu igin,

olacak bicimde goriintiisii

seklinde olan integral operatére Hilbert-Schmitt operatorii denir [23] .



Tanim 1.1.10: (Adjoint Operatér) H, ve H, iki Hilbert uzay1 ve T': H, — H,
smurh lineer bir operator olsun. Eger 7™ : H, — H, operatorii (Ty,y) = (z,T*y) sartin
saglarsa T™ operatoriine 1" nin adjointi denir. Eger T' = T ise T operatoriine self-adjoint
operator denir [23].

Tanim 1.1.11: (Sturm-Liouville Problemi) p (z), ¢ (z) ve s (z) fonksiyonlari [a, b]

araliginda siirekli olmak tizere
d d
L=— —
& (r@5) ra@
seklinde tanimh L operatoriine Sturm-Liouville operatorii,
Ly+Xs(z)y=0

seklinde tanimh denkleme ise Sturm-Liouville diferensiyel denklemi denir. [25]
Sturm-Liouville diferensiyel operatoriiniin, spektral ozellikleri aragtirilirken agagidaki
ii¢ simir sartlar: goz oniine alinir.

I. Ayrik siir gartlar::

y(a)cosa+1vy (a)sina = 0,

y(b)cosB+19 (b)sinB = 0,

II. Periyodik ve antiperiyodik sinir gartlari

y(a) = y(b) =0,

y(a) = ¥ (b)=0

Tanim 1.1.12: (Déniisiim Operatérii) E lineer topolojik uzay, A ve B ise E den
E ye tanimlanan iki lineer operator olsun. Ayrica

E, ve E, , F nin kapali alt uzaylar1 olsunlar.

X E, — I, operatord,

1) X ve X! operatorleri E de siireklidir,

2) AX = XB,



sartlarim saglhiyorsa boyle bir operatére A ve B igin doniigiim operatorii denir [25].

Tanim 1.1.13: Bir f(z) kompleks fonksiyonu kompleks diizlemin keyfi bir z, nok-
tasmin 0 komgulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse f(z) fonksiyonuna z, noktasinda
analitiktir denir [26] .

Tanim 1.1.14: Bir f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik ise
f(z) ye tam fonksiyon denir [26].

Teorem 1.1.1: f(z) fonksiyonu G bélgesinde ve G nin simur1 olan I' egrisi iizerinde

birebir ve analitik fonksiyon oldugunda

[z =
T
dir [26].

Tanim 1.1.15: (Kutup Noktas)

lim f(z) = 00
z2—20

ise zp noktasma f(z) fonksiyonunun kutbudur denir.
¢(z) fonksiyonu z = zp noktasi da dahil olmak iizere bu bolgenin her noktasinda

analitik ve n pozitif bir tamsay1 olmak iizere

¢(2)
(z —z0)"

ise f(z) fonksiyonu z = z¢ noktasinda n. mertebeden bir kutba sahiptir denir [27].

flz) = » #(20) # 0

Teorem 1.1.2: (Rezidii Teoremi) a;’ lar bir C bélgesinde kutup yerleri olmak

lzere
=2 R
/f(z z= mzz ez,:f
C

olur. Ayrica
Rezf(z) = mzl_w [dzk lf( z)(z —a,) ]

Z=Z
0 z:ai

dir [26].
Teorem 1.1.3: (Green Teoremi) B, zoy diizleminde bir bolge ve C' de bu bolgeyi
cevreleyen pozitif yonde yonlendirilmis bir egri olsun. P ve @ fonksiyonlar1 B iizerinde

siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar ise

/ (@, y)d:z+Q:rydy—//(a—Q—a—P>d:pdy

dir [27).



Teorem 1.1.4: (RoucheTeoremi) Eger f(z) ve g(z) fonksiyonlar: kapali bir C
egrisinin iginde ve iizerinde analitik ve G de |g(z)| < f(z) ise bu takdirde f(z) + g(z) ve
f(2) nin G igerisindeki sifirlarinin sayis1 aymdir [28].

Tanim 1.1.16: (Genel Dejenerelik) s < z olacak gekilde

N

K(x,s) = ch fn(x) gn(s)

n=0

ise K(x,s) fonksiyonu genel dejeneredir [25].

Teorem 1.1.5: (Hochstadt Teoremi)

Ly=—y"+q(@)y, 0<z<l1

y(0) cosa + ¢/'(0) sina = 0, (1.1.5)

y(1)cos B+ y'(1)sin B =0, (1.1.6)
probleminin spektrumu {\;}, (1.1.6) yerine

y(1)cosy +y'(1)siny =0 (1.1.7)

alinmasiyla elde edilen yeni problemin spektrumu ise {/\;} olsun. Diger taraftan

Ly=—u"+{)y, (1.1.8)
y(0) cosa + ¢'(0) sina = 0, (1.1.9)
y(1)cos B+ 4/ (1)sin 8 =0, (1.1.10)

~

probleminin spektrumu {)\l} , (1.1.8) denklemi, (1.1.9) ve (1.1.7) sartlar1 ile olugan prob-

~/

leminin spektrumu ise {)\z} olsun. Ayrica; A jA\; # A; sartini saglayan sonlu ¢ lerin ctimlesi

A ise \; = \; sartim1 saglayan sonsuz ¢ lerin ciimlesi olsun. Bu durumda
q— q = Z(gnwn)/
AO

dir. Ayrica A, bos ise ¢ = q dir [29].
~ [e.e]
Teorem 1.1.6: (Levitan Teoremi) {)\n} ve {)\;L}go spektrumlar1 cakigsin.
0

~ oo ~! o) ~ ~!
{)\n} ve {)\n} spektrumlari ile sonlu n =0,1,2,.., N i¢in A\, # A\, ve n > N icin
0 0

An = Xn olsun. Bu takdirde ters problemin temel integral denklemi,
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K(m,t)—l—F(x,t)—i—/K(a:,s) F(s,t)ds =0 , 0<z<m
0

genel dejeneredir [30].
Tanim1.1.17: (Stieltjes Doniisiim Formiilii)
o(A) = 01(X)+ioz(A) dogru eksenin tamaminda sinirh varyasyonlu kompleks fonksiyon
olsun. Dolayisiyla 01(A) ve o2(\) reel fonksiyonlar: simirli varyasyonlara sahiptirler.
o0
p(z) = / i%(/\i
Zoo
olmak tizere Stieltjes doniigiim formiilii o(\) nin ¢(2) ile ifade edilmesi yontemini gosterir.

z = 0 + 17 olacak bigimde

Csgme(x)—ez) 1 rlde(N)
vloor) == 2i B 77/()\—0)2+T2

dir [31].
Teorem 1.1.7: a ve b noktalar1 o(\) fonksiyonunun siireklilik noktalar ise

b
o(b) —o(a) = hH(l) — (o, 7) do
dir [31].
Tanim 1.1.18: © — oo iken eger ]gi(%l — 0 ise f(x) = o(g(z)) ve £ — oo iken

‘% ifadesi siirh ise f () = O (g (z)) olarak ifade edilir [25].

Tanim 1.1.19: (Tam Fonksiyonun Mertebesi) Bir f(z) fonksiyonuna karsiik A

ve a pozitif sayilar1 bulunabiliyorsa, 6yle ki r = |z| — oo
f(2)] < Ae™

ise f(z) fonksiyonu sonlu mertebeden bir tam fonksiyondur, a sayilarinn en kiigiigiine p

dersek p ya tam fonksiyonun mertebesi denir [32].
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2.HILL DENKLEMININ GENEL TEORIiSi

2.1.Floquet Teorisi.
A kompleks bir parametre, p(z), ¢(x) (—oo,00) araliginda tanmimli, reel degerli w > 0

icin w periyotlu fonksiyonlar yani p(x + w) = p(z), q(z +w) = q(x), ayrica p, sabit
w

pozitif bir say1 olacak sekilde p(z) > p, > 0, Vo € (—o0,00) i¢in ve [p(z)dz < oo,
0

Z|Q(l‘)| dx < oo olsun.
—¥" +al@)y = pla)y (—o0 <z < 00) (2.1.1)

diferensiyel denklemini gozoniine alalim. Bu gartlarla tanimlanan (2.1.1) denklemine Hill
denklemi denir.
Teorem 2.1.1: (Varlik ve Teklik Teoremi) z, € (—00,00), ¢, ve ¢, sabit sayilar

olmak iizere (2.1.1) denkleminin,

y(xy, A) = ¢, Y (x,,\) = ¢, (2.1.2)

sartlarini saglayan tek bir coziimii vardir.

Tamim 2.1.1. y(z,\) ve z(x, ) fonksiyonlarimin Wronskiyani,

W ly(x, ), 2(z,N)] = y(x, \) 2'(z,\) — /' (z,\) z(x, )

olarak tamimlanir.

Lemma 2.1.1: (2.1.1) denkleminin herhangi iki ¢oziimiiniin Wronskiyan1 z’e bagh
degildir.

Ispat: y(z,\) ve z(x,)), (2.1.1) denkleminin herhangi iki ¢oziimii olsun. Yani,

-y +ql@)y = p(x)y

2" +q(x)z = Mp(z) 2

olsun. Birinci denklemi z ile, ikinci denklemi g ile carpip farkini alirsak

z"y _y//z —0

buluruz. Bu durumda {2’y — zy’}’ = 0 oldugundan W [y, z] sabittir.
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Lemma 2.1.2: (2.1.1) denkleminin herhangi iki y(xz,\) ve z(z,\) ¢oziimlerinin
lineer bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter gsart, onlarin Wronskiyaninin sifirdan farkh ol-
masidir.

Ispat: = W [y(z,\), z(z,\)] # 0 oldugunu kabul edelim. O halde y(z,\) ve z(z,\)
¢oziim fonksiyonlarimin lineer bagimsiz oldugunu gosterelim. Aksini varsayalim, yani
y(x,\) ve z(z,A) lineer bagimh olsun. Dolayisiyla ¢ ve d sabitler olmak iizere

y(x,\) =c z(xz,\) veya z(z,\)=dy(z,\) olsun. Bu takdirde

Wly(z, N), z(x,\)] = W [ez(x, N), z(x, N)] = W [2(x, ), 2(z,\)] =0

elde edilir. Bu ise bir geligkidir. Benzer sekilde z(z,A) = d y(xz,\) alirsak yine geligki
elde edilir.

<: y(z,A\) ve z(x,A), (2.1.1) denkleminin herhangi iki lineer bagimsiz ¢oziimii olsun.
Onlarin Wronskiyaninin sifirdan farkli oldugunu gosterelim:

Tekrar aksini varsayalim, yani; W [y(z, A), z(xz,\)] = 0 olsun. z, € (—o0, 00) noktasini

ele alarak a, ve a, sayilarna gore asagidaki denklem sistemini gozoniine alalim:

ay y($07>‘)+a2 Z(xoa)‘) =0

a, y(xy,\) +a, 2'(z,,\) = 0

Varsayim tizerine,

y(zg, A) - 2(20, ) =Wly(z,, A), 2(z,,A)] =0
V(@) (N

olur. Determinant sifir oldugundan sistemin sifirdan farkl en az bir a,, a, ¢oziimii vardir.

Sifirdan farkh bu a,, a, ¢oziimiinii ele aldigimizda

v(x, ) = a,y(z, \) + ayz(z, \)
(2.1.1) denkleminin ¢6ziimii olur.

v(zy,\) =0, v(z,,\)=0
oldugundan varlik ve teklik teoremine gore

a,y(z, A) + a,z(x,\) =0

13



bulunur. Burada a,, a, lerden en az biri sifirdan farkhidir. Boylece y(xz,\) ve z(z, )
lineer bagimh olur. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde Wronskian sifir olamaz.

Lemma 2.1.3: (2.1.1) denkleminin iki tane lineer bagimsiz ¢ziimii her zaman vardir.
Bu denklemin herhangi ¢oziimii ise adi gegen c¢oziimlerin lineer kombinasyonu seklinde
gosterilir.

ispat:

y(xov)‘) = 1 y/(l‘o,)\):O

2(xy, A) = 0, Y(z,,A) =1

baglangi¢ sartlariyla verilen y(x,\) ve z(z,A) c¢oziimleri (2.1.1) denkleminin lineer
bagimsiz ¢oziimleri olsun. Bu takdirde ¢(z, A), (2.1.1) denkleminin herhangi bir ¢ziimii
olacak bigimde, ¢(x, \) nin y(x,\) ile z(z,A) nm lineer birlesimi olarak yazlabilecegini

gosterelim. z, € (—o0,00) olmak iizere, ¢, ve ¢, ye gore

¢ y(x()’)‘) +c Z(xm)‘) = 90(:1:7 )‘)

¢ y/(xm)‘) +c Z/(xm)‘) = 90/(3%)\)

denklem sistemini ele alalim. Burada ¢, ve ¢, bulunmasi gereken ¢oziimlerdir.

=W y(z,y, A), 2(, A)] # 0

oldugundan sistemin bir ¢,, ¢, ¢oztimleri vardir. Bu ¢oztimlerden faydalanarak,

y (@A) = cy(@, M) + ¢2(2,A)

fonksiyonunu olugturalim. Bu fonksiyon (2.1.1) denkleminin bir ¢oztimiidiir.

y*(aco, )‘) = 90(3307 )‘) y*,<$07 )‘) = ‘Pl(xm )‘)

oldugundan ¢oziimiin tekligi teoremi geregince y*(x, A\) = ¢(z,A) olmalidir. O halde

o(x,N) = c,y(z, A) + ¢y z(z, A)

olur. Boylece ispat tamamlanir.
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Tanim 2.1.2: Eger )\ parametresinin bir sabit degerinde (2.1.1) denkleminin her
¢oziimii (—oo, 00) araliginda siirl ise (2.1.1) denklemi bu A degeri igin kararhdir denir. A
noktasima da (2.1.1) denkleminin kararlihk noktasi denir.

Tanim 2.1.3: Eger A parametresinin bir sabit degerinde (2.1.1) denkleminin sifir-
dan farkli her ¢oziimii (—oo,00) araliginda sinirsiz ise (2.1.1) denklemi bu A\ degeri i¢in
kararsizdir denir. A noktasma ise (2.1.1) denkleminin kararsizlik noktas: denir.

Tanim 2.1.4: Eger A parametresinin bir sabit degerinde (2.1.1) denkleminin sifirdan
farkli en az bir ¢dziimii (—o0,00) araliginda simrh ise (2.1.1) denklemi bu A\ degeri i¢in
kogullu kararlhidir denir. A noktasima ise (2.1.1) denkleminin kogullu kararlilik noktas: denir.

Teorem 2.1.2: Her kompleks A igin

ylx +w, ) =B y(z, A), (—o0 <z < 00) (2.1.3)

olmak tizere 35 € () sayist ve (2.1.1) denkleminin agikar olmayan y(z,\) ¢ozlimii
vardir.
Ispat:Teoremi ispatlamak icin (2.1.1) denkleminin bir temel ¢oziimler sistemini alalim.

Dolayisiyla boyle coziimler sirasiyla,

0(0,)) =1, #'(0,)) =0 (2.1.4)

90(07 )‘) =0, 90,(07 )‘) =1

kogullarim saglayan 6(x,\) ve ¢(x,A) fonksiyonlar: olsunlar.

W [9(‘737 A)7 90(‘737 A)] = 9(‘737 )‘) 90/(‘%'7 )‘) - Hl(xv )‘) So(xv )‘)

ve

W [0(0,\), (0, \)] = 0(0, ) ¢'(0,\) —6'(0,\) ©(0,\) =1#£0

oldugu i¢in 6(x, ), ¢(z,A) mnin (2.1.1) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri olduklar:
acgiktir. O halde ¢, ve ¢, ler sabitler olmak iizere (2.1.1) denkleminin herhangi y(z, \)

¢OzUimiinlin gorintiis,

y(x, \) = ¢, 0(x, \) + c,o(x, N) (2.1.47)
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olur. ¢, vec, sabitlerini y(z,\), (2.1.3) 6zelligini saglayacak sekilde segersek,

c,0(x +w,\) + cap(x +w,\) = [¢,0(x, A) + c,o(z, \)] (2.1.5)

olur. f(z+w,\) ve p(x+w, ) (2.1.1) denkleminin ¢oziimiidiir. Bu sebeple a,,, a,,, a,,, @y,

ler sabitler olmak iizere,

O(z +w,\) =a,0(x,\) +a,,o(x, ) (2.1.6)

(p((l? + w, )‘) = a219($7 A) + azz@(xv A)

sistemini olugturabiliriz. (2.1.6) formiiliiniin katsayilarim (2.1.4) esitliklerinden yararla-

narak bulabiliriz.

a,, =0(w,\), a,, =0(w,\) (2.1.7)

Ay = <p(w, )‘)a Ayy = <p'(w, )‘)

(2.1.6) y1 (2.1.5) in sol tarafinda yerine yazarsak,

¢y [an0(2, A) + a,9(2, A)] + ¢ a5, 0(2, A) + agp (2, A)] = B [¢,6(, A) + ¢, 0(2, M)

bulunur. Buradan

(cla’ll + CyQyy — BCI) 9(567 )‘) + (C1a12 + Cylyy — 662) (p(:L‘, )‘) =0

elde edilir. §(z,\) ve ¢(x,\) lineer bagimsiz ¢oziimler olduklar: i¢in

(a,, = B)e, +a,c, = 0 (2.1.8)

a1201+(a22_ﬁ)62 =0

yazilir. ¢, ve ¢,, (2.1.8) in ¢oziimii ise o zaman (2.1.4) egitligi ile tammlanan y(z, A)
fonksiyonu (2.1.1) denkleminin (2.1.3) &zelligini saglayan bir ¢oziimii olur. Bu ozelligi
saglayan agikar ¢oziim vardir. Biz ¢, ve ¢, nin en az birinin sifirdan farkl olmasinm

istiyoruz. Sistemin sifirdan farklh ¢oziimiiniin olmasi i¢in sistemin determinanti sifir ol-

malidir. O halde
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oldugundan

52 - (all + azz)ﬁ T Ay Agy = A0y = 0

B2 = (0(w, A) + ¢ (w, \) B+ 0(w,\) ¢ (w,A) — ' (w, A) p(w,\) =0

elde edilir.

F(A) = 0(w,\) + ¢'(w, \) (2.1.9)

olarak tanimlandiginda

B2 —F(\B+1=0 (2.1.10)

olup, buradan

8= (2.1.11)

elde edilir.

(a,, — B) ¢, +ayc, =0 denkleminin sonsuz sayida ¢oziimii vardir. ¢, = 1 olsun.

 B-a,  B—0(w, )  F(A)—20(w,\) £/F2()\)—4

’ ay  plw,N) 2¢p(w, \)

& (W, A) + 0w, X) £ 1/ (¢ (w, A) + 0w, \))? — 4 — 20w, A)
20(w, \) ’

Plw, A) = 8w, A) \/(w’(w, A) + 0w, \)? — 4
2p(w, A) 2p0(w, \) ’

my ()‘) =

) = £ D) =) V@ w,) +0(w, 1) — 4
2 20w, ) 20(w, \)

olarak tanimlandiginda (2.1.1) denkleminin (2.1.3) 6zelligine sahip
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Y, (a:? )‘) = 9<$7 )‘) +m, ()‘)(P(wv A)

Yo (:U, )‘) = 9($7 )‘) +m, ()\)QD(’LU, >‘)

seklinde ¢oziimleri bulunur. Bununla ispat tamamlanmigtir.
Tamim 2.1.5: (2.1.9) formiilii ile tammli  F'(\) fonksiyonuna (2.1.1) denkleminin Hill
diskriminant1 (veya Lyapunov fonksiyonu) denir.

Tanim 2.1.6: (2.1.10) denkleminin kokleri olan

F(O\) +F?(\) —4
2 9

sayllarina (2.1.1) denkleminin garpanlar1 denir.

B, =B, = B,=8,A) =

Lemma 2.1.1: F?()\) # 4 ise, birbirinden farkh B, ve B, ¢oziimleri i¢in

yl(x—"_w?)\) = Bl yl(x’)\)

yz(x+w,)\) = Bg yz(x’)‘)

sartlarin saglayan y, (z,\) ve y,(z,A) c¢oziimleri lineer bagimsizdir.

Ispat: y,(z,)\) ve y,(z,\) ¢oziimlerinin lineer bagiml oldugunu kabul edelim.
Y, (,A) + ey, (z,A) =0
esitliginde x yerine z + w alirsak,
ey (x+w,\) + ey, (x +w,\) = ¢, B,y (2, A) + ¢, 8,1y, (2, )

buluruz. Bu sebeple,

ay, (@A) + 6y, (z,A) = 0
0161y1(x7)‘)+62/82y2($7/\) =0

sistemi elde edilir. Buradan c, (/31 — ,82) Yy, (2, A) = 0 bulunur. Boylece 3, # 3, oldugu
icin ¢, =0 dir. Benzer sekilde ¢, =0 dir. O halde y,(x,\) ve y,(x,A) mn lineer
bagimsiz oldugu goriiliir. (2.1.10) denkleminin her g kokiiniin sifirdan farkli oldugu agiktir.

Tanim 2.1.7: 3, # 0 ve 3, # 0 oldugunda &yle p, = pu, (X) ve p, = p, (A) olmak
tizere (3, = et () e B, = 2™ olur, py, = i, (A) ve p, = p, (A) sayilarma (2.1.1)

denkleminin karakteristik tisleri denir.
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B,8, =1 oldugundan p, = —p, kabul edebiliriz. Boylece 3 = () icin B, = ek(w)
ve 3, = e M) (x) elde edilir.

X, (@ 2) = ey, (2,2)
X, (2 8) = ey, ()

olarak tanimlayalim.

Tanim 2.1.8: (Floquet Formiilii) ¢, ve ¢, herhangi iki sabit say1 ve

y (2, A) = @y (2,)),  yy(a, ) = e POy, (z,))

olmak iizere (2.1.1) denkleminin genel ¢oziimiiniin goriintiisii

y(z,\) =¢, e“(x)xl (x,\) + cze*"(‘”)x2 (x,\)
olur.Bu formiile Floquet Formiilii denir.

Teorem 2.1.3: x,(z,\) ve x,(z,\) fonksiyonlar1 z e gére w periyodiktir.

Ispat: Gergekten, () dan 3 L= et oldugunu kullamrsak,

X, (x+w,\) = e*“(”’”w)y1 (x4+w,\) =e " e "B y (x,N)

= e M e M ety (x, M) = x, (z,\)
olur. Benzer sekilde 3, = e @) oldugunu kullanirsak,

X (LE +w, )‘) = eu(m+w)y2 (J: +w, )‘) = el e,uxwﬁ2y2 (LE, )‘)

= el e ey, (2, N) = x, (2, A)

elde edilir.

Teorem 2.1.3: (Floquet Teoremi)

a) A € (—oo,00) olsun.

i) [F(N)| > 2 ise, (2.1.1) diferensiyel denkleminin agikar olmayan biitiin ¢oziimleri
(—00,00) da smursiz ve (2.1.1) denklemi A degeri igin kararsizdir.

ii) [F(\)] < 2 ise, (2.1.1) diferensiyel denkleminin biitiin ¢oztimleri (—oo, c0) da sinirh
ve (2.1.1) denklemi bu A degeri i¢in kararhdur.

iii) |F(\)| =2 ise, (2.1.1) diferensiyel denklemi,

0 (w,\) = o(w,\) = 0 olacak sekilde kararli, ¢'(w,\) ve @(w,)) lardan en az biri

sifirdan farkl olacak sekilde kogullu kararli olur.
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b) Im A # 0 ise, bu A degeri igin (2.1.1) diferensiyel denklemi kararsizdir.

Ispat:\ parametresinin reel degerlerini ele aldigimizda boyle A degerleri icin  6(z, \)
ve @(z,\) reel degerli fonksiyon olur. Bu sebeple 0(z,\) ve ¢'(z,)) da reel degerli
fonksiyon olur. Boylece F(A), A parametresinin reel degerleri igin reel degerli fonksiyon
olur.

i) F(\)>2 ise B, #6, ve B,,B, reeldir. Ayrica §, >0, 8, >0 olur. p#0 ve
sadece reel olacak sekilde 8, = e/, B8, = e™#" olur. e** ve e #* smirsiz fonksiyonlar

oldugundan her z € (—o0,0) i¢in

Y (@, A) = e"x (2, A) ve y,(x,A) =e Hx, (z,\)

smirsiz fonksiyonlardir. Acik olarak y, (z, \) ve y,(x,A) nin agikar olmayan herhangi bir
lineer birlegimi © — oo ya da z — —oo iken (ya da her ikisi iken) smirsizdir.

F(\) <=2 ise B, #8, ve B, <0, 8, <0olur. p, € (-00,00), p, #0 olacak
sekilde,

— el tig)w — e (myTiw
B, =e'o B, =e Yo

)

olur.

) — ] . o
et ve oMot gmiraiz fonksiyonlar oldugundan

() = Wty (2,0

g () = e oty (2, )

fonksiyonlar: siirsizdir. O halde A, (2.1.1) denkleminin kararsizlik noktasidir. Boylece (i)
kismu ispatlanir.

ii) [F(\)| <2 ise B, ve J, kompleks sayllar olur. B, = 38, dir. 8,3, =1

1

oldugundan ‘ ,6’1’ = ! 62‘ =1 bulunur. « € (—o0,00) reel sayisi igin

51 _ ez'oa'w7 62 — e—iaw

olur.

—iax

10 ve e

sinirli fonksiyonlar oldugundan

y,(x, \) = emxxl (x,\) ve y,(x,\)= e*“””x2 (x, )
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fonksiyonlar1 simirhdir.
lyr(z, A =[x, (@,A)| (k =1,2) dir. Gergekten de,
1 (2, N)| = | x, (@, A)] = || |x, (@, A)] = |cos ax + isinaz| |x, (z, N)]

= V/cos? ax + i sin® Ix, (@, )| = |x, (@,
(@, M) = [e7x, (2, M) = e [x, (2, A)| = [x, (2, A)] dir.
X, (x,A) ve x,(x,) , (—00,00) arahgnda simirh ve w periyotludur. Buradan y;(z, )
ve ya(x,\) (—o00,00) da smirhdir ve bundan dolay1 onlarmm biitiin lineer kombinasyonlar:
da smirhdir. Buradan A, (2.1.1) denkleminin kararhilik noktasidir. Boylece (i) kismi

ispatlanir.

iii) |F(\)| =2 ise,

1, F(A\) =2 ise
B, =8, ==
-1, F(\)=-2 ise

olur. (2.1.1) denkleminin y,(z + w,\) = 5 y,(z,\) olacak sekilde en az bir y,(z,\)
¢oziimii vardir. (2.1.1) denklemi iki tane lineer bagimsiz ¢oziime sahiptir. Ikinci ¢oziimiin
bazi hallerde sinirli, bazi hallerde sinirsiz oldugunu gosterecegiz.

y, (x, ) ile lineer bagimsiz olacak gekilde y*(x, A), (2.1.1) denkleminin ¢oziimii olsun.

y*(x +w,\) fonksiyonu da (2.1.1) in ¢oziimii oldugu i¢in d, ve d, sabitler olmak iizere

v (z+w,\) =dy, (2, A) + dyy* (2, \) (2.1.12)

olur.

Wl (et ), v @t w ] = Wy @+ wd), dy,(@0) +dy* (23]
= d,W [y, (x4+w,N), y,(z,\)]
+d,W [y, (x +w, \),y"(x,\)]
= 4,8 W [y,(z,A), y,(2,N)]
+d,8 W [y, (z,A),y"(z,A)]

oldugundan

w [yl(x+w7A)’ y*($+w’>‘)] =d,0 W [yl(l‘?)‘)ay*(va)]

elde edilir. Wronskiyan noktadan bagimsiz oldugundan d,3 = 1 bulunur. Boylece 5 =d,

oldugundan
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yi(z+w, ) = dyy, (2, A) + 6y (2, A) (2.1.13)

elde edilir.
a) d, =0ise y*(x +w,\) =0 y*(z,\) oldugundan

" (@ +w, M| = [y"(z, M)

elde edilir. |y*(xz, A)| periyodik bir fonksiyon oldugundan siirhdir. O halde A kararli bir
noktadir.
b) d, # 0 olsun. = e/ olmak iizere x, (z,\) = e **y, (z, \) alalm.

0, F(\)=2 ise
H= ‘
I F(A\)=-2 ise

W

_ N d
Xg(xaA) =e M Yy (:Ev)‘) - w—lﬁl‘ X1($7>‘)

olarak tamimlansin. x, (x, ) ve x,(z,A) fonksiyonu periyodiktir. x,(x,A) fonksiyonunun

periyodik fonksiyon oldugunu gosterelim:

X, (@ +w,\) = eTHEFW) (g 4w, N) — wd—lﬂ(a:—i-w) X, (z +w,X)
—px —pw « d d
= e " e dy (z,\) + By (z,\)] - w—bx X, (2, \) — El X, (z,A)
—pr ,—pw —pTr ,—pw * d d
= e et dlyl(xa)‘) +e He e H B Yy ($,)\) - w_llgx Xl(xa)‘) - El Xl(x>)‘)

—pw —pux ok d d
= ¢ K d1X1(1‘>>\)+€ K y(fB;A)—w—%l’Xl(%)\)—ﬁXl(l‘)\)

1 —px ok dl dl _
= Blel(wv)\) +e K Yy (:U> )‘) - w_ﬂx Xl(xa)‘) - F Xl(x> )‘) - Xg(wa)‘)

(2.1.1) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢dziimii agagidadir;

yi(z,A) = ex (2, A)
* T d
e = ot { Sy e
Bu ¢oziimlerden birincisi yani y, (z, A) siurhdir., ikinci ¢oziim y*(z, A) ise

sinirsizdir. O halde A, kogullu kararli nokta olur.

Simdi, d, =0 <= 6'(w,\) = p(w,\) =0 oldugunu ispatlayalim:

22



d, =0 olsun. Bu durumda,

y(r+wA) = By(z,A) ve

yl(x—i—w,)\) = 5 y1<$7A)

esitliklerine sahibiz. O halde (2.1.1) denkleminin her ¢6ziimii bu 6zellige sahiptir. Ozel
olarak 6O(xz,\) ve @(z,\) fonksiyonlar1 da bu 6zellige sahiptir. Boylece

O(x +w,\) =B 0(z,\), px+w,\) =0 px,N), 0(x+w ) =786\

olur. z =0 ise 0'(w,\) =0, @(w,\) = 0 bulunur. Yani bu kosullar gerekli
kosullardir.

Simdi bu kogullarin yeterli oldugunu gosterelim:

0 (w,\) = ¢(w, ) = 0 olsun. Wronskiyanin degiskene bagh olmamasindan

O(w, \) @' (w,\) — 0 (w,\) p(w,\) =1

bulunur. Boylece 6(w,\) ¢'(w,\) =1 elde edilir. F(\) =20 ise,

O(w,\) + ¢ (w,\) = 28
0w, \) [28 — 0w, \)] = 1

bulunur. Buradan,

[O(w,\) — B> =0

olacak bicimde
O(w,\) =8 ve ¢'(w,\) =2

elde edilir.

Q(w, )‘) = ﬁ 0(07 )‘)> So(wa)‘) = ﬁ 90(07 )‘)
Hl(ij) = /B 9/<07)‘)7 (pl(wvA) = /8 ‘P,(()? )‘)

oldugundan coziimiin tekligi teoreminden

O(x+w,\) =6 0(z,\), @x+w,\)=75p(A)
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esitlikleri elde edilir. 6(z,\) ve @(w,\) lineer bagimsiz ¢oziimler oldugundan (2.1.1)

denkleminin herhangi bir y(z, \) ¢oziimii,

y(z +w,\) = B y(z,\)

ozelligini saglar. Ozel olarak y*(x,\) ¢oziimii de

esitligini saglar. Sonuncu esitligi (2.1.13) ile karsilagtirirsak d, = 0 olur.

b) i) F()) reel olsun. Bu halde A nin kararsiz oldugu daha sonra gosterilecektir.

ii) F()\) reel olmasm. Bu halde F?*(\) —4 # 0 ve J, # 3, olur. Bu koklerin
modiilleri 1 den farkli olur. Ciinkii 3,3, = 1 esitliginden yararlanarak o € (—o0,0c0)
olmak tizere (3, = e ve B, = e~ aldigmmizda F(\) = B, +8,= e 4+ 7 = 2 cos o
nin reel oldugu anlagilir. Bu ise geligkidir. Bu nedenle 3, = e/, 5, = e #¥, Repu # 0

gosterimleri dogrudur. O halde (2.1.1) diferensiyel denkleminin

Yy (337 A) = GWXI (a:? )‘)7 Yy (377 )‘) = ef,uxxz (a:? )‘)

seklinde iki tane lineer bagimsiz ¢oziimii olur. x,(z,A) ve x,(x,\), e gore periyodik
olduklarindan Rep # 0 oldugunda her iki ¢oziim de smirsizdir. O halde bu durumda
diferensiyel denklem kararsizdir.

¢(z) fonksiyonunun g¢ift olma durumu:

Eger (2.1.1) de g(x) fonksiyonu ¢ift ise, yani;

ise v = 5 devex =mded,op, ', " degerleri arasinda bagmtilar kurmak miimkiindiir. Bu
bagintilar periyodik c¢oziimlerin daha ayrintili incelenmesini saglar.
Teorem 2.1.4: 0(z,\) ve ¢(z,A), (2.1.1) in ¢oziimleri olsun ve ¢(z) = g(—=x)

saglansin. Bu takdirde

O(m,\) = 20(5.3) ¢(5.0) =1 = 1+20/(5.) (5. )

™

p(m,N) = 20(5. ) ¢(5, )

0 (m, \) = 29(%, A) 9/(%, A)

[\

90,(7[-7 )‘) = 9(77’ )‘)
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bagintilar: saglanir. Biitiin hallerde 6(z) = 0(—z), ¢(x) = —p(—2z) dir.
Ispat: Eger q(z) cift ise ve y(x) (2.1.1) in bir ¢oziimii ise bu takdirde y(—z) de
bir ¢dziimdiir. §(—z) ve O(x) aynm1 zamanda ¢(x) ve —p(—z) aym baglangig sartlara sahip

oldugundan 6(z) in ¢ift () in tek oldugu goriiliir. Bundan dolay1 = —7 icin

O(z +m) = 0(m) O(z) + 0'(7) p(x) (2.1.14)
oz +7) = p(x) 6(z) +¢' (1) p(2) (2.1.15)
den
6(5) = 0(r) 6(3) +0'(x) o(3) (2.1.16)
?(5) = (™) 8(3) +¢(m) ¢(3) (2.1.17)

bulunur. Acik olarak #'(x) ift ve ¢'(x) tektir. (2.1.14) ve (2.1.15) esitliklerinin her iki

tarafi x’e gore diferansiyellenip ve x = —7 alimirsa

0'(5) = —b(r) 0'(5)+0'(r) ¢(3) (2.1.18)
¢(3) = —p(m O(3) + () ¢(3) (2.1.19)

bulunur. (2.1.16) dan (2.1.19) a kadar olan esitliklerden faydalanarak

™ ™

6(3) @'(5) —0(3) e(5) =1

v |3

bulunur ki bu da bize teoremin ispatini vermis olur.

Teorem 2.1.5: Eger Teorem 2.1.4 iin sartlar1 saglanirsa bu takdirde (2.1.1) in agikar
olmayan periyodik bir ¢oziimii mevcuttur.

i) ¢ift ve 7 periyotlu olmasi i¢in gerek ve yeter sart 6'(3) = 0 olmasidir.

ii) tek ve 7 periyotlu olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ (%) = 0 olmasidir.

iii) cift ve 27 periyotlu olmasi icin gerek ve yeter sart 6(5) = 0 olmasidir.

iv) tek ve 27 periyotlu olmas igin gerek ve yeter sart (%) = 0 olmasidur.

Teorem 2.1.6: ¢(z), m periyotlu siurl, integrallenebilir ve

™

/q(a:) de =0

0
sartin1 saglayan bir fonksiyon, \, (n=0,1,2,...) degerleri F(A\) = 2 nin kokleri ve A/,

(m=1,2,...) degerleri ise F'(\) = —2 nin kokleri olmak iizere,
A <A <A< <A<
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seklinde siralansin.
Vnen, /mel,

dizileri simirh olacak sgekilde e, ve £/, negatif olmayan sayilarin dizisi mevcuttur.

Ayrica,
) Aop—1 — 277,) < En, ‘ Aoy, — 277,) < é€p
o — -1 < [Phu-em-n] <4,
dir.

2.2. t- Periyodik Simir Deger Problemi:
p(z), q(x), [0,w] arahg iizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlar, ¢ sabit bir reel say1
w
ve p,y, p(x) > po >0, [p(z)de < oo, |¢(z)] < ¢ < oo kogullar saglanacak bi¢imde sabit
0

bir say1 olmak tizere

—y" +q(x)y = X p(x)y, O<z<w) (22.1)

y(w) = e'y(0), y'(w) = e"y'(0) (222)
problemini gozoniine alalim.

Tanim 2.2.1:

a) t = 0 oldugunda (2.2.1) - (2.2.2) problemine periyodik sinir deger problemi, (2.2.2)
sinir kogullarina periyodik sinir kosullar: denir.

b) t = 7 oldugunda (2.2.1) - (2.2.2) problemine anti-periyodik siir deger problemi,
(2.2.2) sir kogullarima anti-periyodik smir kogullar: denir.

c) Genel halde (2.2.1) - (2.2.2) problemine t—periyodik smir deger problemi, (2.2.2)
sinir kosullarina t—periyodik sinir kosullar: denir.

Tanim 2.2.2: Eger A kompleks parametresinin bir sabit degerinde (2.2.1) -(2.2.2)
probleminin sifirdan farkl bir y(x) ¢oztimii varsa bu A degerine (2.2.1) -(2.2.2) probleminin
ozdegeri ve y(x) fonksiyonuna da bu 6zdegere kargi gelen 6zfonksiyonu denir.

Bu sekildeki probleme spektral problem, bu sekildeki A\ larin kiimesine ise spektrum
denir.

Lemma 2.2.1: (2.2.1) - (2.2.2) probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat: A kompleks sayis1 (2.2.1) - (2.2.2) probleminin bir 6zdegeri, y(z) fonksiyonu
da bu tzdegere karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. Bu takdirde (2.2.1.) in her ik tarafin1 y

ile carpip, 0 dan w ya kadar integrallersek,
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w w w

- / y'(z) y(@) da + / a(@) [y(@)? dz = A / p(@) y(@)2 de
0 0 0

elde ederiz. Daha sonra birinci integralde kismi integrasyon uygulanirsa

- / (@) @ de = —y (@)
0

(=1

+/‘y'(33)‘2 dz
0

bulunur. Boylece

J{W@l +a@ w@Phie =2 s b @
0 0

olur. Buradan

o—=&

{IW@P +a@) ly@)}dz

Jp()ly(@)]* de
0

elde edilir. Bu kesrin tammbh olmasi i¢in [p(x) ly(z)|* dx # 0 olmahdir. Aksi halde, yani
0

/ p(a) ly(@) dz = 0
0
ise
p(z) [y(z)]> =0
dolayisiyla
y(z) =0

olur. Bu ise geligkidir. O halde kesir tamimhdir. Pay ve paydadaki ifadeler reel oldugundan
A reel olur.

Lemma 2.2.2: (2.2.1) - (2.2.2) probleminin farkli 6zdegerlerine kargihik gelen 6z-
fonksiyonlar p(z) fonksiyonuna gore ortogonaldir. Bir bagka ifadeyle A, # A, 6zdegerler,

y,(z) ve y,(x) de bu dzdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olmak iizere
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/p(ﬂf) y, () y,(z) dz =0
0

olur.
ispat: Birbirinden farkh A, ve A\, ozdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar sirasiyla

y,(x) ve y,(x) olsun. O halde

—y, T a(@)y, = A p(@)y,, (0 <z <w) (2.2.3)
v, (w) = "y, (0), ¥, (w) = ey, (0) (22.3)
—y, +a(@)y, = A; p()ys, (0 <z <w) (2.2.4)
y,(w) = ey, (0), y(w) = ey, (0) (2.2.4)

denklemleri saglanir. (2.2.3) denklemi 7; ile, (2.2.4) iin kompleks eslenigi ise y, ile ¢arpilip

taraf tarafa gikarilir ve 0 dan w ya kadar integrallenirse

[ i@ 5@ @ @] do= 0, %) [p(a) () 517 de
0 0

elde edilir. Buradan ve (2.2.3') - (2.2.4") smur kosullarindan

= —e"y (0) e "y, (0) +4,(0) y,(0) + e "y (0) ey, (0) — 1,(0) ¥, (0) =0

bulunur. Dolayisiyla

()‘1 - /\2) /p(.’L') Y (x) yz(x) dr =0
0

olur. A\, # A, oldugundan

w

/ p(z) 4, (z) ,(@) da = 0

0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 2.2.3: (2.2.1) ve (2.2.2) probleminin 6zdegerleri;
F(X\) =2cost (2.2.5)
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denkleminin A kokleriyle cakisir.
Ispat: ) degerinin ne zaman (2.2.1) ve (2.2.2) probleminin bir dzdegeri olacagin
inceleyelim. A min (2.2.1) - (2.2.2) probleminin 6zdegeri olmasi i¢in bu A ya kargilik gelen

(2.2.1) ve (2.2.2) probleminin sifirdan farkh y(z) ¢6ziimii olmahdir ve bu ¢oziim
y(z,A) = ¢, 0(x,A) + ¢, p(x,A)

seklinde ifade edilebilir. Burada ¢, ve ¢, katsayilar: ayn1 zamanda sifir olmamahdir. (2.2.2)

sinir koguluna gore

¢, B(w, ) + e, p(w, ) = e, 00,0 + ¢, (0, M),

¢, 0'(w,\) +c, @ (w,A) = €ele, 0(0,\)+¢, ¢0,N)],

denklemleri saglanir. Buradan 6(0,\) = ¢/(0,A) =1 ve 6(0,\) = ¢(0,\) =0 oldugu

icin
[0(w, A) — €] ¢, + p(w,A) ¢, = 0,

0'(w,A) ¢, + [¢/(w,\) —€"] ¢, = 0,
elde edilir. Bu sistemin sifirdan farkl en az bir ¢oziimiiniin olmas icin

O(w, \) — et o(w, \) 0
0 (w, \) o' (w, \) — et
olmalidir. Bu durumda F'(\) = 2cost elde edilir.

Lemma 2.2.4: Im A # 0, F()) reel ise |F(\)| > 2 dir.

Ispat: |F()\)| <2 olsun. Bu durumda F(\) = 2cost olacak sekilde bir ¢ reel sayisi
bulabiliriz. O halde A degeri t—periyodik problemin bir 6zdegeri olur. Fakat ImA # 0
oldugundan A reel degildir. Bu ise Lemma 2.2.1 ile geligir. O halde |[F(\)| > 2 olmaldur.

Tamim 2.2.3: Bir A o6zdegerine karsilik gelen lineer bagimsiz 6zfonksiyonlarin maksi-
mal sayisina bu 6zdegerin kati denir. Eger tzdegerin kati bire egit ise ona basit 6zdeger
denir.

Lemma 2.2.5: ¢ # mm (m =0,F1,F2,...) igin t—periyodik problemin zdegerleri
bir kathdir, yani; basittirler.

Ispat: )\ sayisi t—periyodik problemin ozdegeri olsun. t # mm (m = 0,F1,F2,...)
olmak iizere bir A degeri igin (2.2.1)-(2.2.2) probleminin iki tane lineer bagimsiz y, (z) ve
Y,(x) ¢oziimiiniin oldugunu varsayalim. (2.2.1) in y(x) genel ¢oziimi y,(x) ve y,(x)

¢oziimlerinin lineer birlegimi geklinde gosterildiginden (2.2.2) siir kogullarini saglar.
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Yani ozel olarak 6(z,A) ve o(z,\) igin de

O(w,\) = €t 0(0,)), pw,\)=e" 90,
0'(w,\) = € 00,)), ¢ (w)\)=e"¢(0,N)

esitlikleri saglanir. Buna gore
F(X) = 0(w, \) + ¢ (w, \) = 2¢™

olur. Diger yandan F()\) = 2cost idi. O halde 2cost = 2 = cost = e =
cost +isint, sint =0 = t=mm (m =0,F1,F2,...) bulunur. Bu ise celigkidir.
Lemma 2.2.6: Periyodik ve anti-periyodik sinir deger probleminin A\, 6zdegerinin iki

katli olmasi icin gerek ve yeter sart
0 (w,\,) = @(w,\,) =0

kogullarinin saglanmasidir.
Ispat: Ispati periyodik problem icin verecegiz. Anti-periyodik problem icin de ispat

benzerdir.

—y" +al@)y = Ap@)y, (0 <z <w) (2.2.6)
y(w) = y(0), y'(w)=1y'(0) (2.2.7)
problemin iki tane lineer bagimsiz y, (z) ve y,(z) ¢oziimlerinin oldugunu kabul edelim.
O halde (2.2.6) denkleminin keyfi y(z) ¢oziimii, y,(z) ve y,(x) c¢ozlimlerinin lineer
birlesimi seklinde gosterilebildigi igin (2.2.7) kogullarini saglar. Ozel olarak  6(z,),) ve
o(x,\,) coziimleri de (2.2.7) kogullarini saglar. Yani,
O(w,N,) = 0(0,N) =1, o(w,\,)=p0,A)=0
gl(wﬂ)‘o) = 9,(07 Ao) =0, (Pl(w’ Ao) = (p/(O, Ag) =1
kosullar1 saglanir. Boylece 6'(w, \,) = ¢(w, A,) = 0 olur. Dolayisiyla énermedeki kosullarin
gerekli oldugunu gosterdik. Simdi ise bu kosullarin yeterli oldugunu gosterelim.

A, 6zdegeri igin 6'(w,\,) = ¢(w,\,) = 0 olsun. A, m iki kath 6zdeger oldugunu
gosterelim. A, (2.2.6)-(2.2.7) probleminin 6zdegeri oldugu i¢in

G(ZU, )‘0) + Sol(w7 )‘0) =2 (2’2'8)
esitligi saglanir. Ayrica W [0, ¢] = 1 oldugu i¢in 0(w, A,) ¢'(w, A,) = 1 olur. Buna gore
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[6(w, A) + ¢ (w, A,)]” = 4 8(w, Ay) @' (w, X,)

olur. Buradan

2
[9(w7 )‘0) - (Pl(wv )‘0)] =
bulunur, dolayisiyla 6(w, \,) = ¢'(w, A,) dir. Bu sonuncu esitligi (2.2.8) ile kargilagtirirsak
O(w,A,) =1 ve (P/(wvAo) =1
bulunur. Buradan

g(wv)‘o) = 0(07)‘0)7 @(wv)‘o):@(oﬂ)‘o)
el(wv)‘o) = 9,(07)‘0)7 (P/(w’)‘o):(p/(ov)‘o)

bulunur. Bu ise 6(z,),) ve ¢(x,),) fonksiyonlarmn (2.2.6)-(2.2.7) probleminin &z-
fonksiyonlar1 oldugunu gosterir. Bundan bagka bu ¢oziimlerin lineer bagimsiz oldugunu

biliyoruz. Bu ise A\, 6zdegerinin iki kath olmasi demektir.
2.3.Integral Operatérler Yontemi, Green Fonksiyonu:

Teorem 2.3.1: ¢(z) smurh fonksiyon olmak tizere q(z) + C p(x) > 0 olacak sekilde bir
C > 0 sayist igin (2.2.1)-(2.2.2) probleminin ¢oziimii

= (A +0C) |G y(€) dé (2.3.1)

o\é

denklemini saglar.

Ispat: (A4 C)p(x) y = f(x) olmak iizere
—y"+(q(2) + Cp(x))y = f(z), (0<z<w) (2:3.2)

y(w) =" y(0), y'(w)=e"y(0) (2.3.3)

sinir deger problemini gdzoniine alalim.
—y" + (q(z) + Cp(x))y =0 (2.3.4)

denkleminin



sartlarii saglayan 0,(z) ve ¢, (x) ¢oztimleri var ve tektir. O halde (2.3.4) denkleminin

genel ¢oziimiinii
y(x) =G (.’L’) 90 (x) +c (:U) Yo (.’L’)

alarak belirsiz katsayilar yontemini kullanalim.
y=aq 90 +¢, @,
ise
y’:c'1 00—1—0; 0, +¢ 9(')—1—02 go(')

olur.

d 0, +c o, =0 (2.3.5)
kabul edelim. O halde
v =c 93+c2 (pg
bulunur. Buradan
y'=¢ 0+, o+ b+,
elde edilir. y ve y" ifadelerini (2.3.2) de yazip, 0, ve ¢, m (2.3.4) denklemini sagladig:

kullanilirsa
— (& 0, + ¢, @+, 0) +c, ¢)) + (a(z) + Cp(a)) (¢, b, + ¢, ) = f(x),

0+, o =—f(x) (2.3.6)

elde edilir. Simdi de (2.3.5) ve (2.3.6) esitliklerini ¢] ve ¢, ya gore bir denklem sistemi

olarak gozoniine alalim. Bu takdirde

dbO,+c, ¢, = 0

/ / / /
=21 90 +C2 Yo = _f<x)
denklem sisteminden Cramer kuralina gére

a(x) = ¢,(z) (o) (2.3.7)
(@) = —0,(z) f(z)

bulunur. (2.3.7) denklemleri 0 dan x e kadar integrallenirse,
T T
Jete e = [, 1o ag
0 0
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elde edilir. Buradan

e(m) = e(0)+ / o0 (6) F(6) d (2.3.8)

0
a@) = - [, £ d
0

olur. Ayrica y(z) ¢oziimii sinir kogullarimi sagladigindan

y(w) = G (w) (90 (w) +c (w) Yo (w) =" [Cl (0) 60 (0) +c (O) Po (0)]

y(w) = ¢ (w) 0 (w) +c,(w) @ (w) = e [¢,(0) 6,(0) +¢,(0) ¢, (0)]
elde edilir. Boylece

¢ (w) 90 (w) +c (w) Po (w) = ¢ ¢ (O) (239)

¢, (w) by (w) + ¢y (w) @h(w) = € ¢(0)

olur. (2.3.7) denklemleri z den w ya kadar integrallenirse,

70’1 (&) d¢ = 7% (&) f(&) d¢

olur. Buradan

(@) = ofw)- / 00 (6) F(€) dt (2.3.10)

bulunur. (2.3.10) esitliklerinde birinci denklem 6, (w) ile, ikincisi ¢ (w) ile ¢arpilip taraf

tarafa toplanirsa

¢, (2) b, (w) + 6, (z) @, (w) = ¢ (w) Oy (w) + ¢ (w) ¢, (w) —

0,(w) / 00 (6) F(€) dE + o, (w) / 6,(6) F() d

33



elde edilir. Ayrica (2.3.8) in birinci esitligi e’ ile carpilirsa

xT

e, (2)eit = ¢, (0)e™ + e / o0 (E)F(€)de

0

bulunur. Bu son iki egitlik taraf tarafa gikariir ve (2.3.9) un birinci egitligi kullanilirsa

oy () / 0,(6) f(¢) dE — et / 00 (6) F(6) de

T 0
yazilir. (2.3.10) esitliklerinde birinci denklem 6! (w) ile, ikincisi ¢/ (w) ile arpilir, taraf

tarafa toplanirsa

¢ (x) Oy (w) +c,(z) g (w) = ¢ (w) O (w) + ¢, (w) ¢y (w) -

) [0,(6) 1) de + i) [0, 16 de

elde edilir. Bu son esitlik, (2.3.8) in ikinci esitligini e’ ile garpar, taraf tarafa gikarir ve

(2.3.9) un ikinci esitligi kullanihirsa

w

e,(@) 0. (w) + (& (w) — ) cy(z) = 6 (w) / 0, (6) F(6) de + (2.3.12)
o (w) [6,(6) £(6) e+ et [6,() £(o) de
/ /

bulunur. Simdi (2.3.11) ve (2.3.12) bagmtilari ¢, () ve ¢, (x) e gore denklem sistemi olarak

gozoniine alimirsa ve Cramer yontemi uygulanirsa

T

0,() F(€) d — e / 0, (6) F(€) dt

0
T

0,(6) F(€) de + e / 6,(6) () de

©, (&) f(&) dE + o (w)

©, (&) f(§) dE+ @ (w)

H\S H\S




olmak tizere

(A(g) (w) — €") = By, (w))

(B0, (w) - €') — A} (w))

0

»—‘O
S
~
|
e

elde edilir.
Burada simdi A # 0 oldugunu gosterelim. 6,(x) ve ¢ () fonksiyonlar1 (2.3.4) den-

kleminin ¢oziimleri oldugu ic¢in

—05(z) + [q(z) + Cp(z)] O,(x) = 0,
-l (x) + [q(z) + Cp(z)] ¢ (z) = 0

dir. Bu denklemler 0 dan z e kadar integrallenirse

/9" de = / €) + Cp(e)] 0, (€) de
ve

/ d5/ )+ Cple)] o, (€) d

elde edilir. 6 (0) =0 ve ¢/ (0) =1 oldugu i¢in son bagmtilardan

x

6y(a) = [ la(€)+ CrlE)] 6,(6) dg 2813
0
dhle) =1+ [5(6) ¢, ©) de (2.3.14)
0

bulunur. 6,(0) =1 > 0 ve §,(&) siirekli fonksiyon oldugundan dolay1 0 m ¢ > 0 komsu-
lugunun sag kisminda 6,(£) > 0 olur. O halde V¢ igin ¢(§) + Cp(§) > 0 oldugundan ve
Vo € [0,¢] igin (2.3.13) den 6 (z) > 0 dir. Dolayisiyla 6,(x), [0,¢] iizerinde artandir.
Bu durumda 6,(x) in biitiin [0,¢] iizerinde artan oldugunu gosterelim. Gergekten, eger
€ in bir sag komsulugunda 6, (z) artmasayd: bu komsulukta 6/ (z) < 0 olmas gerekirdi.
Bunun igin stz konusu komsulukta (2.3.13) den dolay1 6,(£) < 0 olmasi gerekir. Bu ise
olamaz, ¢iinkii € nin sol komsulugunda 6,(x) > 0 ve artandir. Boylece 6,(w) > 6,(0) =1
elde edilir. ¢/ (0) = 1 > 0 oldugundan z, 0 m yeterince kiigiik [0,¢] sag komsulugunda
oldugunda da ¢ () > 0 olur. O halde [0, ] tizerinde ¢, () artandir ve ¢ (0) = 0 oldugun-
dan ¢ (z) > 0,(xz € [0,¢]) dir. Biitin 2 € [0,w] igin ¢ (x) > 0 oldugunu gosterelim.
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Gergekten ¢ in bir sag komgulugunda ¢/ (x) < 0 olsaydi bu komsulukta (2.3.14) den dolay:
©,(€) < 0 olmasi gerekirdi. Bu ise olamaz, ¢iinkii ¢ (0) = 0 ve [0,¢] tizerinde ¢ (z) ar-
tandir. Boylece ¢ (z) > 0, Vo € [0,w] ve ¢ (z), [0, w] lizerinde artandir. O halde (2.3.14)

den ¢} (w) > 1 bulunur. Boylece,

0,(w) + ¢} (w) > 2
olur. e* — ¢ (6, (w) + ¢/ (w)) +1 =0 oldugunu kabul eder ve esitligin her iki yam =%

ile carpilirsa

0,(w) + ¢} (w) = e + e " =2cost
elde edilir. Boylece
|0, (w) + 5 (w)] <2
bulunur. Bu ise 0, (w) + ¢/ (w) > 2 olmasi ile geligir. O halde A # 0 dir. Boylece

. (2) = 5 [Ag(w) — ) — B, (w)]

bagintisinda A ve B yerine yazilirsa

w

0, (w) [0, (€) £(€) dE + o, (w) [6,(€) F(€) de
et (¢! (w) — 1) Z% () £(6) de(g! (w) — e

(0 (w) [, () FIE) dE + ol (w) [6,(€) F(€) dE + {e (©) 1(6) dE)p, (w)

8 ~—=g

Pl=

G (LE) =

o) = %

(60, () (1) — 0! (w)sp, (1)) / oo (E)F(€)de

il (w) / o, <s>f<§>d5]
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w

=T, (€) £(6) de — el (w )Z@O (©) 1(6) de+
€0, (w) [0, (€) F(€) dé—

w

e”gpo (w){@o (&) f(&) d¢ + 62&2% (&) f(&) d¢

bulunur. Benzer gekilde

e T6,(6) 1(€) a0, () — ) = (-0, 0),(6) £(€) de+
) 0,(9) 566 e = s, (©) 166) a9, <w>>}

—1 [790@) 7€) de + ¢t (u zsoo €) de + ei*0, (w) [0,(€) F(6) de—
e (w)[0,(6) F16) d 2”f0 7© df]

olur. Buradan

=0,(2) & [ Je,(6) — e (w f% §) dé+
60, (w) [0, (€) F(€) de — e, (w feo d£+e2’t{<po &) £(9) d&]
oy o) & / 00(6) 1(6) dé -+ 0 w) [6,(6) 116) de+

"0, (w) [ 6,( — el (w) [ 0,(€) f(€) dE —e* [6,(€) f(€) df]
o o ] J

oldugundan
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Gla6) = < [0, (x)e, )6, (€) + €', ()0 (w)i, ()]

—0,(2)¢), (), (€) + €210, ()0, (€)
1L +ettp, ()0, (w)0, (§) — 62”%4(51?)90 € , 0<¢<z<w %‘3?3‘15)
A 0, ()2, (€) + €0, ()0, (w)ep, (€)+
0 (2)8,(6) — e, (), ()8, (€) . 0<é<z<wise
olmak iizere "
) = 1+ €) [ Gl €) pl6) w(e) de
0

bulunur. Béylece teorem ispatlanmis olur.

Tanim 2.3.2: (2.3.1) denklemindeki (2.3.5) formiilii ile tanmimli G(z,£) fonksiyonuna
Green fonksiyonu denir.

Eger bir A degeri i¢in (2.3.1) denkleminin sifirdan farkh y(x) ¢oziimii varsa (A + C)
degerine (2.3.1) denkleminin karakteristik degeri y(x) ¢oziimiine de (2.3.1) denkleminin
karakteristik fonksiyonu denir.

K(z,8),a < z,£ <bkaresinde taniml iki degigkenli, 6lgiilebilir fonksiyon olmak iizere

b
) = [ K(2,) o(e) de (2:3.16)
a
integral denklemini alahm. Burada K(z,£) fonksiyonuna integral denklemin gekirdegi
denir.
Tanim 2.3.3:

b b
// K (2,€)]? dz dé < oo (2.3.17)

kogulunu sagladiginda K (z, &) cekirdegine Hilbert-Schmit ¢ekirdegi denir.
Tanim 2.3.4: K(z,¢) kompeks degerli fonksiyon oldugunda

K(z,8§) = K(§,x) (2.3.18)

kosulu saglandiginda K (x, &) ye Hermityen cekirdegi denir. K (x,&) reel degerli fonksiyon
oldugunda
K(z,§) = K(&,x)

kosulu saglanir. Bu durumda K (z, &) ye simetrik gekirdek denir.
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Teorem 2.3.2: (2.3.16) integral denklemini gozoniine alalim. Eger bu denklemin
K(x,&) cekirdegi icin (2.3.17) ve (2.3.18) kogullar: saglanirsa,

1) (2.3.16) denkleminin en az bir tane A\ karakteristik degeri vardur.

2) (2.3.16) denkleminin biitiin karakteristik degerleri reeldir. Karakteristik degerler
sonlu veya sonsuz sayida olabilir. Eger karakteristik degerler sonsuz sayida ise onlar mutlak
sayilabilir sayidadir.

3) (2.3.16) denkleminin &zfonksiyonlar1 birbirine ikiger ikiser ortoganaldir, ayrica;
normlar1 da bire egittir.

4)
b
N={f@) e /K(:z:,f) FE) de=0% € 12[ab) (2.3.19)

olsun. dim N < oo ise (2.3.16) denkleminin mutlaka sonsuz ama sayilabilir sayida karak-
teristik degerleri vardir.

Lemma 2.3.1: Periyodik ve antiperiyodik sinir deger probleminin karakteristik deger-
leri vardir ve sayilabilir sayidadir.

Ispat: (2.2.1) ve (2.2.2) t-periyodik siir deger problemine denk olarak (2.3.1) integral
denklemini gozoniine alalim. Burada ¢ = 0, t = 7 oldugunda yani, periyodik ve antiperiy-
odik problemleri ele aldigimizda (2.3.15) den G(z,§) = G(§,x) kosulunun saglandig
goriiliir. (2.3.1) integral denkleminin her iki yam \/m ile carpildiginda

Vi@ () = (A +C) / G, O)V/p(@) v/p(©) V(O u(e) de
0

olur. z(z) = /p(z)y(x), K(z,£) = G(x,&)\/p(z) \/p(§) olarak tammlandiginda

2(@) = (A +C) / K, €) =€) d

0
bulunur. Burada K(z,&) = K(, x) dir.
[ [ @R de <222 [par [pepie < oo
00 0 0
olur. Simdi N kiimesini inceleyelim:
K@ 5(6) dc =0
0

denkleminin yalmzca f(£) =0 ¢oziimii vardir. Bunu gosterelim:
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w

y(z) = / G, €) /P f(€) de

0

olarak tanimlayalim. Bu fonksiyon
—y" +q(z)y = Vp(2) f ()

y(w) =" y(0) .  y'(w) = e’ y'(0)
probleminin bir ¢oziimiidiir. y = 0 oldugu igin \/m f(x) =0 olur. Buradan f(z) =0
olur. O halde Teorem 2.3.2 dan dolay1 periyodik ve antiperiyodik sinir deger problemlerinin
sayilabilir sayida 6zdegerleri vardir.
Teorem 2.3.3: Eger ¢(x),
/ q(z) de =0
0
sartim saglarsa, VA [F (A) —2cos W\/X} fonksiyonunun mutlak degeri A — oo iken sifira
gider.
Bu teorem, biitiin sinirh, karesi integrallenebilen ¢(z) fonksiyonlar: i¢in dogrudur. A >
0 i¢in, A — oo iken F'(\) min asimptotik yaklagimina ait olan daha iyi sonuglar elde etmek
icin ¢(x) in

oo
q(x): Z gne2mx

n=—oo

T
seklinde Fourier serilerine genigletilebilecegini kabul edebiliriz. Burada g(z) reel ve [q(z)
0

dx = 0 dir, bunun yaninda g, sabitleri ise her n icin

g—n = Gn

o0
olmak tizere > |gn| < oo ve lim n2g, = 0 sartim saglar.
n——o0 n—=+oo

Teorem 2.3.4: (Agilim Teoremi)

Eger f(x) stirekli, ikinci tiireve sahip ise ve
y(0) cosa + '(0) sina = 0 (2.3.20)

y(m) cos B+ ¢/ (m)sin 3 =0 (2.3.21)

sinir sartlarini saglarsa, bu takdirde

™

flx) = anvn(T) , an = [ f(x)v,(x) dx
()= Y amtn(o [ @

0
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olacak gekilde
v +{A—q(x)}y=0 (2.3.22)

denklemi (2.3.20) (2.3.21) sinir deger probleminin 6z fonksiyonlarima gire mutlak ve diizgiin
yakinsak Fourier serilerine agilabilir.

Ispat: Periyodik siir sartlarim saglayan fonksiyonlar,

2
Ty gy =0,
(0) = y(m), 4/(0) = /() (2.3.23)

probleminin 6z fonksiyonlarina gore serilere genisletilebilir yani, (2.3.23) problemine inte-
gral denklemlerin metodu uygulanir. Ik 6nce,

o0
Zvn(m) U?’L(C) <2324)
An

n=0
diizgiin ve mutlak yakinsak seriler olacagini ispatlayacagiz.
A0, A1, A2, ......probleminin 6zdegeri ve wv,(x),v,(z),... bunlara karsilik gelen ortonor-

mallesmis dzfonksiyonlar olsunlar.

1 (1] 1]
c=— §/q(7)d7 , a—%/q(T)dT
0 0
olmak tiizere
c 1
n n

Sp=n+=2+0 <—2>
n n
asimptotik formiillerinden problemin \,, 6zdegerleri hakkinda bilgi elde edebiliriz. %’21 —1
dir.
Bu nedenle (2.3.24) serilerinin diizgiin ve mutlak yakimsakhigim ispatlamak icin vy, (z)
oz fonksiyonlarinin diizgiin siirh oldugunu ispatlamak yeterlidir. Ispati kolaylastirmak

icin iki degiskenli zdeger halini hari¢ tutup A = s? alalm. Bu takdirde

y" + 5%y = q(z)y

denklemini

x

y(x,\) = ¢y sin sx + ¢ cos st + %/y(t, A) q(t) sins(x —t) dt
0
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seklinde yazabiliriz. cjve cy sabitleri

™

1

Co = €1 Sin 8T + €2 COS ST + —/y(t, A) q(t) sins(m —t) dt

s
0

bagintisi ile tanimlanir.
™
y(x, \) fonksiyonlarmin normallestirilmis yani [y*(z,\) dz = 1 oldugunu kullanarak
0
c1ve ¢ yi secebiliriz. s2 = A, icin y(x, A) bir normallestirilmis 6zfonksiyon olabilir. Gercek-
ten

Y +{—q(@)}y=0

denkleminin higbir ¢ziimii araligin ug noktalarinda saglanmaz (y = 0 asikar ¢oziimleri harig).

Buradan ve

den
un(0) = cy(0) = va(m) — cy(m) = 0
olacak sekilde ¢ bulabiliriz. Boylece

vp(z) —cy(z) =0

olur. Sonugta s2 = \,, icin y(x, \) normalized fonksiyonu bir normallestirilmis 6z fonksiy-

ona dzdestir. Simdi, Holder esitsizliginden

s 2 ™ s
y(t,\) q(t) sins(m—t) dt | < [42(t,\) dt [¢*(t) dt <c
/ Jrexe]

elde ederiz. Buradan,

y(x,\) = c1 (s)sin sz + ¢ (s) cos sx + O(é)

olur. O(%) yi sol yana gecirerek, karesini ve integralini alarak

S

™ 1 2 o T . 1 . 7" 1 i
[{y(;c,)\)—O(—)} dr =1 2{y( ) O(s)d +[Oz(8)d

= / (c1 (s)sin sz 4 o (s) cos sz)? da
0

™

= / (cf (s) sin® sz + 2¢1 (8) c2 (s) sin sz cos sz + ¢ (s) cos? sx)2 dx

0
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m ™

=ci(s) / sin? sz dx + 2¢; (s) ¢2 (s / sin sx cos sx) dx + c3 (s) /cos2 sa2da
0 0

S 2

1 2
(2— 1n25x+:£> lo + ac (sm o7 —51n25x+:£> lo

= (— s1n257r+7r> + 2c1c0 <51n 87T> + < SlIl287T+7T>
n T
2

iy
—cos?2 1 1 sin® ) 1
/< coS S:L‘+ )dw—i—ch (s) s (S)gsm ST b el (S)/<C05 ST + )da:
0

N’l»—lm

2
]
2
2
)
2

wm

= ( — sm 2s7r> + 2c1c9 (sm il + c — sm 2$7T>

=2 (g—i-O (é)) +201020( > c ( +0 <1>>
elde edilir. Buradan,

Z {y(x, A)O(é)}2 dz < Zyz(g;, ) dx.Zmé) dr =0 (%2) (2.3.25)
dir.

c1 ve cg sayilan (2.3.25) ¢oziimiinde simetrik olarak alindiginda, drnegin; |c1| > |co|

kabul edebiliriz. Bu takdirde )
n= <9> , n<1
C1

olarak gozoniine alimirsa (2.3.25) ifadesini ¢} ye bolersek,

“(Gro(d) 2o () (2) (Go())

elde ederiz.

Bu esitsizlik ¢ ve ¢z nin sinirli oldugunu gosterir. Bu da 6zfonksiyonlarin diizgiin sinir-

hiligini ispatlar. Boylece (2.3.24) serilerin diizgiin ve mutlak yakinsak oldugunu ispatlamig

oluruz.
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2.4.Kararhlik ve Kararsizlik Bolgeleri:

Lemma 2.4.1:

-y +aq(@)y = Ap)y + f(z), (o0 <z < 00) (2.4.1)
y(0) = ¥'(0)=0 (2.4.2)

homojen olmayan problemin ¢6ziimii,

T

y(z,\) = / 0(2,0) 0 (60) — ¢ (2,00 (6, N)] [(€) de

0
seklinde gosterilebilir.
Ispat: Bulemma belirsiz katsayilar metodu ile ispatlanir. Yani, homojen olmayan den-
klemin ¢oziimii, homojen denklemin ¢oziimlerinin lineer kombinasyonlari seklinde aranilir.
Fakat bu kombinasyonun katsayilar1 « in fonksiyonlaridir.

y=y(z,A), ¢, =c¢,(z,7), ¢, =c,(z,A), 0=10(z,A), p=p(z,\) olmak {izere

y=c0+cp (2.4.3)
y =0+ cp+c,0 +c,¢ (2.4.4)

elde edilir.
dO0+cp=0 (2.4.5)

olsun. O halde (2.4.4) esitligi = e gore diferansiyellenirse

y' =0 + o +c,0" + " (2.4.6)

bulunur. (2.4.3) ve (2.4.6 ifadelerini (2.4.1) denkleminde yerine yazilir, 6 ve ¢ nin homojen

denklemin ¢6ziimii oldugu kullanilirsa

—c 0 — ' — 0" — e, 0" + () (¢,0 + c,0) = A p(x) [e,0 + 0] + f
—d0 =+ [—0"+q(x)0 — X p(x)0] + ¢, [-¢" + a(z)p — X p(x)p] = f
0+ =—f (2.4.7)

bulunur. ¢, ve ¢, belirsiz fonksiyonlarini bulmak i¢in (2.4.5) ve (2.4.7) kosullar: kullanilirsa

¢ = fo=f(z) oz, ) (2.4.8)
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ve
&, = —fio = —f(x) O(x,))

elde edilir. (2.4.3) ifadesinde y(0) = 0 yazarak ¢, (0,\) = 0, (2.4.4) ifadesinde de
y'(0) = 0 yazarak ¢,(0,\) =0 bulunur. (2.4.8) denklemleri 0 dan x e kadar integrallenir
ve ¢ (0,\) =0, ¢, (0,\) =0 oldugu kullanilirsa

e(,)) = / F(©)p (€.)) de,
0

Cz(x’ )‘) == f(§)9 (57)‘) dg,
/

elde edilir. Bu esitlikler (2.4.3) de yerine yazilirsa, bu takdirde Lemma 2.4.1 de istenilen

formiile ulagilmig olunur.

Teorem 2.4.1:
TR~ [ @@ e+ w0 - ¢ 2] 66N e
0
—p (w, A) 0% (6, 1) } p(&)de (2.4.9)
dir.
ispat:

—(,0” (xv )‘) + Q<$) 14 (377 )‘) =A p<$) 14 (377 )‘) ’
90(07 A) =0, 90/(0’ A =1

problemi A ya gore diferansiyellenirse

_ <ago g; A)) + q(@% - Ap@)% o(e) o (@A), 2410
Ip (0,A) o9 (0,\)
o =0 Ty =0 (2.4.11)

bulunur. (2.4.10) ve (2.4.11) problemine Lemma 2.4.1 uygulanirsa,

Gend) 7{0 (2N (€N — 0@ NIENI O ENdE  (2412)

elde edilir. Benzer §ek0ilde,
—0" (2, \) + q(x) 0 (2, ) = A p(z) 0 (z, \) (2.4.13)
6(0,0) =0, 6'(0,)) =1 (2.4.14)
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problemi A ya gore diferansiyellenirse,

_ (%) +a@) 2PN @) PEN e 0,0 (24.10)
90(0,0) _, 9000 _, (2.4.11")

o 7 O
bulunur. (2.4.10") ve (2.4.11’) problemine tekrar Lemma 2.4.1 uygulanirsa,

- / (02, 0) 0 (6. 3) — (2, ) 0 (6, M)} p(€) 0(€,)) de (2.4.15)
0

elde edilir. Ayrica
dFE(N) 00 (w,N\)  0¢' (w,\)
dx 0O\ oA
9¢' (w,\)

oldugundan ==—5*=* nin hesaplanmas1 gerekir. Boylece,

Mt - £ () - / 10,0 9 (62) — (2,0 66 1)} p(€) 0 (€ 1) e

(2.4.16)

_ d%&(oc,»/so(m p(E) o (€)de — () /9 60 p(E) ¢ (€)dt

0

0
— 0 (@) /som) P(E) ¢ (€)dé +0 (2, \) ¢ (2, )) p(a) o (x)
0
X >/ (60 p(©) @ (€)dE — p(2.0) 8 (2.)) pla) @ (2)
0

x

:/{0’ (2,0 0 (6, 0) — N} p() o (€N de (2.4.17)
0
olur. (2.4.15) ve (2.4.17) esitlikleri, (2.4.16) da yerine yazilirsa teorem ispatlanmig olur.

Teorem 2.4.2: (Ossilasyon Teoremi) (2.1.1) Hill denkleminin 7 periyotlu bir
goziime sahip olmasi igin gerek ve yeter sart bu denklemin X = X, n = 0,1,2, ... ola-
cak sekilde

A0, A1, A2, ... (2.4.18)

ve

UV (2.4.19)

reel sayilarimin monoton artan sonsuz iki dizisini icermesidir. Burada A, ve A},

A <A <A <A< <A <N <. (2.4.20)
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ve

limA, ' =0, lim(\,) " =0 (2.4.21)

n—00 n—00

bagintilarini saglar. Denklemin ¢oziimleri ise

(30 A1) s (Mo A1) (s Xy) s (Vs As) s o (2.4.22)

araliklarinda kararhdir [14] .
Ispat: Ilk 6nce A min kompleks degeri halinde denklemin kararli ¢oziimlerinin olup
olmadigini inceleyelim. ¢ = u + iv olmak iizere (2.1.1) in bir ¢dzlimiiniin A = p + iv (u, v

reel) oldugunu kabul edelim. « reel ve P(x) ise m periyotlu olmak iizere
o(x) = " P(z) = u + v (2.4.23)

dir. Floquet teoremine gore (2.1.1) denkleminin ¢oziimleri kararhliga sahipseler, boyle bir

p(x) ¢oztimii mevcuttur. (2.1.1) den

u" 4+ [u+q@)|u = ou, (2.4.24)

'+ lptg@)]v = —vu
bulunur. Bu denklem sisteminde birinci denklem v ile ikincisi ise w ile carpilip cikarilirsa
u'v —v"u = v(u® 4 v?)

elde edilir. Her iki tarafin integrali alinirsa

wo—v'u= U/ [uQ(t) + ’UQ(t)] dt + ¢ (2.4.25)

0
oldugu goriiliir. (2.4.23) deki P(z), periyodik bir fonksiyon oldugundan |u|, |v|, |u/| ve |v

'

fonksiyonlar: simirhdir. Bu yiizden |uv” — va/| igin bir {ist smir meveuttur. O halde

x

I(x) = / [u(t) + v*(t)] dt

0

de siurh olmahdir. Ancak u2+4v? = |p|? oldugundan 2 — oo iken I(x) — oo dir. Buradan

nm

I(mr)—/[u2(t)+v2(t)] dt—n/yp(t)ﬁdt, n=1,2,3..
0

0

olur. O halde A kompleks ise kararh bir ¢oziim yoktur.
Ayni zamanda herhangi bir A < A* i¢in (2.1.1) ¢oziimleri kararsiz olacak sekilde reel bir

A* sayist mevcuttur. Eger A < A\* ise bu takdirde z — oo iken ¢(x, \) — oo dir. Buradan,
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eger A kompleks ya da A < \* ise, a reel olmak iizere (2.4.23) tipinde (2.1.1) in ¢oziimii
mevcut degildir.

Boylece FI(A) —2 =0 ve F(\) 4+ 2 = 0 denkleminin tiim kokleri reel ve A* dan biiyiik
olup (2.4.18) ve (2.4.19) dizilerinin varlhigi ortaya ¢ikar. Simdi (2.4.20) esitsizliklerinin
dogrulugunu ispatlayalim. Bunun i¢in agagidaki lemmadan faydalanacagiz.

Lemma 2.4.2: F(\) nin A ya gore tiirevi F'(\) olmak iizere A\, negatif ya da sifir
olacak gekilde A = \¢ i¢in F'(A) = 2 denkleminin bir kokii olsun. Bu takdirde herhangi bir
Ao < A < A7 acik araliginda F’(\) < 0 olup, buradan F(\) > —2 elde edilir. Benzer olarak

0, F(A\) = —2 nin bir kokii ve F'(\j) > 0 olsun. Bu takdirde herhangi bir \j < A < A}
acik araliginda F’'(\) > 0 dir ve F(\) < 2 dir.

ispat:
D pe Ny = 2@ X, (e, A) = 2o )
@A) =2z, A),  Fre@,A) = 2z,
2’ — o o
a)\e ((E )‘) Zl(x7A)7 8}\§0 (xv)‘) *22(3”.7)‘)

alahm. Burada z] = 8%,21 ve zh = 8%22 dir. Aym zamanda 6(m, \), ¢(m,\), 0 (7, \),

(7, \) ¢oztim fonksiyonlar1 olsunlar. F’(\), \ ya gore tiirev olmak {izere
F'(A) = z1(m, A) + 25(m, A)

dir. Teorem 2.4.1 den

F'(A) = (0(m, A) — 0 (m,\)) /93:)\ o(x, \) de— g07r)\/92a:)\ dx+97r)\/g02
0 0 0
(2.4.26)

esitligi yazilabilir. Her z icin Wronskiyan 6¢’ — 8’ = 1 oldugundan z = 7 icin
O(m, N/ (m, ) — p(m, \)0' (m, A) = 1
olarak bilindiginden, bdoylece

F2 ) =4 = (0(m,\) + ¢/ (m, X)) = 4(8(m, ) @'(7,A) — o(mr, A) 0'(7, A))
= (0(m, A) = 0'(m, \)) + 40 (7, A) o(m, A)

olur. Eger ¢'(m,\) > 0 ise sgnf'(m,\) = 1, C< 0 ise sgnd’(m,\) = —1 ve 6'(7,\) = 0 ise
sgnd'(m, \) = 0 alarak ve 6’ (m,\) # 0 kabul ederek (2.4.26) dan

F'(\) = sgnb/(m, \)
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™

; , O(m,\) — ¢'(m,
/< 0 0o \) + sgnfl (7, \) (2/\) ¢ A)e(w,x)> da— 4‘9'7”\/92

0 |60'(7, \)

(2.4.27)
yazilir. Bu denklem F”()) nin herhangi bir aralikta 6'(r, \) ile aym isarete sahip oldugunu
ve 0/ (m,\) # 0 ve F2()\) < 4 oldugunu gosterir. Simdi F()\g) = 2 ve F'(\g) < 0 olacak
sekilde bir \g degerini gozoniine alalim. Yeterince kiigiik bir § igin F'(A) nin A\g < A < Ag+0
araliginda azalan oldugu gergegini kullanmak istiyoruz. Eger F'()\g) < 0 ise bu agiktir.
Simdi F(\g) = 2 ve F'()\g) = 0 olsun. Bu halde (2.4.27) ye gore 0'(, \g) elde etmeliyiz.

Ayn zamanda
F2(\) — 4= (0(r,3) — ¢/ (m, ) + 46 (m, Np(m, ) =

olup,
O(m, Xo) — ¢’ (7, M) =0 (2.4.28)

ve O(m, \)' (m, A) — (7, \)0' (7, \) = 1 oldugundan 0(m, \g) = (7, \g) = 1 elde edilir. Bu
takdirde (2.4.26)

™

FO0) = ~p(m,X) (2. 3) do
0
esitligini verir ve bundan dolay1 F'(A\g) = 0 ise ¢(m, A\g) = 0 dir. Bu lemma agagida verilen

sonuglar1 da gerektirir.

Sonug 2.4.1: |F (\,)| =2 ise % =0 olmas: i¢in gerek ve yeter sart,
0 (77’ )‘0) =@ (ﬂ-’ )‘0) =0

olmasidir.
Sonug 2.4.2: |F(\)] <2 ise p(m, ) #0, ¢ (m,\) #0 ve aym zamanda dF )‘) £0
dar.

ispat: |F(\)| <2ise |[F(\)|* <4 dir
6 (7, \) + ¢ (, )\)]2 <4 ise,

W{0 (m,\) +¢(m,\)} =1 oldugu igin

[0 (m,2) + & (1, M)]? <4 [0(mA) ¢ (m,A) =6 (m,0) @ (m,\)]

yazilir. Bu takdirde
6% (m, X) + ¢ (m, X) +20 (m, X) ¢ (m,0) <4[0(m, ) ¢ (7, ) =0 (7, 7) @ (7, \)]
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oldugundan

[0 (7, A) = (1, )]” < =46 (7, A) ¢ ()
elde edilir. Boylece,

0/ (m,A) #0, @(mA)#0

bulunur.fkinci kismin ispati ise,
| F(N\)| < 2 ise Lemma 2.4.1 geregi ¢ (m,A) # 0 dir. Teorem 2.4.1 deki (2.4.22)

formiilii, ¢ (7, \) = ¢, ¢’ (m,\) =, 0 (m,\) = 6 olmak iizere

o _ /{ en-2 (fA)} ) de — Q) 7& €) de
0 0

seklinde yazilabilir.
dF())
ax

Eger = 0 olarak varsayilirsa, bu takdirde her iki integral de sifira egit olur.
Boylece

fgoQ (6,0 p(€) dE =0 = ¢ (£, ) = 0 olmahdir. Bu ise geligkidir. O halde, €)= ¢

olmahdlr Bu ise yine bir geligkidir. O halde, 7é 0 olmalidir.
Simdi (2.4.20) esitsizliklerin kararlihigini daha net ortaya gikarmak igin agagidaki lem-
may1 verelim.

Lemma 2.4.2: A\ = ) i¢in

0 (m,M0) = @ (m,Ag) =0, 0O(m, o) =¢ (m,N) =1 (2.4.29)
olmak iizere,
a) F(A) =2, ) ¢ ise £L00) 0 qn.
b) F(A) = —2, 200 — g jse ZE00) 5 0 dur.

Ispat: a) F()\,) = 2, %’—) =0 ise Sonug 2.4.1 geregi 0 (m,\,) = ¢ (m,A,) =0

dir. Ayrica (2.4.28) esitligi ve FI(X\,) = 0(m,A)) + ¢ (7, A,) = 2 kosulu kullamlarak
0(m,N,) =1, ¢ (m,A\,) =1 bulunur.

0 = 0(mN), op=¢(m, N
0 = 0 (m N, ¢ =¢ (7N

olmak iizere
/{9' TG (EN) + [0 N) — ¢ (mN] 0(EN) 96N

@ (m,A) 6% (&, N)} p(€)de
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formiiliinden

2 n ! T - .

d;(z%) _ /{ae (m,AO) ¢2(€’A°)+[a€(8)’\)\0)_8¢ (a)\,)\o) BEN) o(E )
0

-2 (87;7%) 0 (E,Ao)}p(é) d¢ (2.4.30)

bulunur. Ikinci dereceden homojen olmayan lineer diferensiyel denklemlerin ¢oziimii

- / [0(,3) 9(EN) — @ (@A) 06N} 06N p(e) de
0

ae’ (, A /{9, 2,0) 9 (EN) — ¢ (1,N) 0(EN)} (6N p(€) de

- / [0.3) 9(EN) — (@A) 06N} @ (€N p(e) de
0

zA) _ / (0@, o(E&N) = (1,0 0(EN} (&N p(E) de
0

esitliklerini sagladigindan,

™

% _ /Mg,%) 0(¢ ) p(€) de
0

™

o0’ (87;,%) _ _/92 (&,\) p(&) dE
0

™

B (87;,%0) _ /(p2 (& \) p(€) dE
0

™

% _ _/9 (€,2) @ (&) P(E) de
0

elde edilir. Bu ifadeler (2.4.30) n sag tarafinda yerine yazilirsa,

d2F(\,)
d)\?

- / 02 (€. 0) p(6) dé} 2 (6, 0) p(€) de

0

{2/0 £0) p(€) 5} (€.0) @ (. 0) p(€) de

/{/gp2 (& 2) p(€) d5}02 (& Ao) p(E) d€
0

0
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=2 { [/92 (6 2) P(€) df] {/@2 (6 2) P(€) dg] T [/9 (6:0) 9 (€, 2) (&) dg] }

0 0 0
bulunur. Cauchy-Schwartz esitsizligine ve 6 (&, \,) ile ¢ (&, A,) lineer bagimsiz olduguna

gore,

™ 2 ™ ™

{/9 (& A0) @ (€, X0) p(&) dﬁ] < /92 (& A0) p(8) df] {/902 (&5 A0) P(§) dﬁ]

0 0 0
esitsizliginden

PEO) _,
dN?
bulunur.
b) F(\,) = -2, % = 0 ise Sonug 2.4.1 geregi 6 (m,\,) = ¢(m,A,) =0

dir. Ayrica, (2.4.28) esitligi ve FI(\,) = 0 (m, \,) + ¢’ (m,\,) = —2 kosulu kullamlarak
0(m,N)=-1, ¢'(m,A,) = —1 bulunur. Buradan

0 = 0(mA), p=p(mA)

0 = 0 (m N, ¢ =¢ (7N

olmak tizere

89(g),\)\o) _/w(g,AO) 0(€,7,) p(§) d€
0
00’ (awA M) :/92 (& N) p(&) d¢
0
dp ((;;,Ao) _ _/<p2 (&) (&) dE
0

elde edilir. Bu ifadeler (2.4.30) un sag tarafinda yerine yazilirsa,

d2§;;\°) = /{/92(&)\0)19(5) d£}¢2(£,A0)p(g) de

0 0

/{2/9 (6:0) 0 (6. 20) p(€) d&}ﬂ(&%) o (€, 0) p(6) de
0 0

+ / { / 7 (6, 2) P(€) d&} 02 (£, 2,) p(€) dE

0 0
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71" T e 2

=28 | [e2ean© | | [ €n)n) de| — | [o160)0€0)p(6) de
0 0 0
bulunur. Cauchy-Schwartz esitsizliginden ve 6 (£, ;) ile ¢ (&, A,) fonksiyonlarmin lineer

bagimsiz olmalari dolayisiyla,

K 2 ™

/9(5,A0>¢<5,A0>p(§> de| < /02<5,A0>p<5> ¢ /¢2<5,A0>p<£> ¢
0 0 0
esitsizliginden
2F(),
F) >

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.
Lemma 2.4.2: F?(\)—4 = 0 denkleminin kokleri ya basittir ya da cift kathdir. Eger

A = Ao nin 6zel bir degeri i¢in
F2(X\o) =4, F'(M\) =0 (2.4.31)

ve F(\o) = 2 ise bu takdirde F”"(\g) < 0 ve F(X\g) = —2 ise F"()\g) > 0 dur.

Lemma 2.4.3: \g, F?()\) — 4 = 0 denkleminin en kiigiik kokii olsun. Bu takdirde A
basit bir koktiir ve F'(A\) < 0 dur.

Ispat: )\ < )\g icin F(\) > 2 oldugunu biliyoruz. Bu nedenle eger F()\g) = 2 ise
A= Ao, F(N\) nin bir maksimumu olamaz. Fakat Lemma 2.4.2, eger F'()\g) = 0 ise F'(\)
nin A = Ag da bir maksimuma sahip olacagin gosterir. Bu ise bir geligkidir ve bu nedenle
Lemma 2.4.3 dogrudur.

Buradan, (2.1.1) Hill denkleminin 7 ya da 27 periyotlu lineer bagimsiz periyodik iki
¢oziime sahip olmasi igin F2(\) —4 = 0 denkleminin bir ¢ift kat koke sahip olmas: gerektigi
sonucuna ulagilir, dolayisiyla Lemma 2.4.2 de kullanilarak (2.1.1) in ¢oziimlerinin A =
Aont1 ya da X = ), i¢in kararh olmasi igin gerek ve yeter sartin Agp 41 ya da A5, in
F2()\) — 4 in ¢ift kat kokii olmasi gerektigi, yani Aant1 = Aotz ya da Mo, 1 = Ay
oldugunu gosterir. Boylece (2.4.20) esitsizliginin dogru oldugu ve (2.4.22) araliklarinin
kararli araliklar oldugu kesin olarak ortaya cikar.

Teorem 2.4.5: VA € (—oo,A) i¢in F(A) > 2 olmak iizere negatif reel bir A sayisi
vardir.

Ispat: ¢(z) smrhve p(z) >p, > 0 oldugundan, g(x)—Ap(z) >0, Vz € (—o0,0),
VA € (—o0, A) olacak sekilde bir negatif A sayisi segilebilir. O halde A € (—o0, 4) igin

4"+ [g(z) = Mp(x)] =0
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denklemine bilinen yontem uygulanarak
F(A) =10 (wv)‘o) 901 (wv)‘o) =2

elde edilir. F'(\) fonksiyonunun goriintiisii yukarda ispatlanan 6zelliklerden dolay1 yaklagik

olarak Sekil-1 deki gibidir.

F{a)

AR /

}h________
';':hh__ —_—_—— - =

Sekil-1
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Teorem 2.4.6: Ozel olarak (2.1.1) denkleminde ¢(z) =0 halinde A\ < 0 ise F()\) > 2
ve F(0)=2 dir.
ispat:
—0"(z,\) = Ap(z) 0(x, ) (2.4.32)

-, A) = Ap(x) o (z,N)

denklemlerini 0 dan x e kadar integrallersek,

/ 0(¢.0) de = —\ / p(€) 0(£,N) de, (2.4.33)
0 0

/ S(EN) dE = —\ / p(€) 9 (6,) de,
0 0

elde edilir. Buradan,

0z, \) = A / p(€) 0(6,)) de, (2.4.34)
0

Fa ) =12 [p6) €N (2.4.35)
0

bulunur. 6(0,\) =1 > 0 oldugundan 6#(£,A) nin siirekli fonksiyon olmasindan dolay1
0 mn yeteri kadar kiigiik [0,¢] sag komsulugunda da 6(§,A) > 0 olur. O halde V¢ icin
p(€) > p, >0 oldugundan (2.4.34) den 6(z,\) >0 (z € [0,¢]) dir. Dolayisiyla 6(z, \),
[0,¢] iizerinde artandir. Simdi 6(x, A) in biitiin [0,¢] iizerinde artan oldugunu gosterelim.
Gergekten, eger ¢ in bir sag komsulugunda 6(z, A) artmasaydi bu komgulukta 6(z,A) <0
olmasi gerekirdi. Bunun i¢in s6z konusu komgulukta (2.4.34) den dolay1 6(£,\) < 0 olmasi
gerekir. Bu ise olamaz, ¢iinkii ¢ nin sol komgulugunda 6(x,\) > 0 ve artandir. Boylece
O(w,\) > 6(0,\) =1 elde edilir. 0(0,\) =1 > 0 oldugundan z,0 mn bir kiiciik [0, €]
sag komsulugunda oldugunda da ¢(z,A) > 0 olur. O halde [0,¢] tizerinde ¢(z, \)
artandir ve (0, ) = 0 oldugundan ¢(z,A) > 0, (xz € [0,¢]) dir. Biitiin z € [0,w] i¢in
¢ (x,\) > 0 oldugunu gosterelim. Gergekten e in bir sag komgulugunda ¢'(z,A) < 0
olsaydi bu komsgulukta (2.4.35) den dolay1 ¢(&, A) < 0 olmasi gerekirdi. Bu ise olamaz,
giinkii p(0, A) = 0 ve [0,¢] iizerinde ¢(x, \) artandir. Dolayisiyla ¢(x,A) > 0, Vz € [0, w]
ve ¢(x,A), [0,w] iizerinde artandir. O halde (2.4.35) den ¢'(w,\) > 1 bulunur. Boylece,

0 (w,\) + ¢ (w,\) >2

95



olur. F(0) =60 (w,0)+¢ (w,0) dir. 6(x,0) ve ¢'(z,0), —y” =0 denkleminin ¢dziimii

olur. y(z) = ax +b oldugundan 6(x,0) =1, p(x,0) = x dir. O halde F(0) =2 dir.

g(z) =0 halinde F()) fonksiyonunun yaklagik olarak grafigi Sekil 2’de verilmigtir.
Gergekten grafik, 2 noktasinin sag tarafinda +2 dogrusunun iist kisminda kalamaz.

Ciinkii aksi halde 0 noktasinda grafik 2 noktasinda teget olmak zorunda olur. Boylece,

d’F(0)

o < 0 olmalidir.

F(0) =2, dl;—f\o) = 0 durumu gergeklestigi i¢cin Lemma 2.4.2 ye gore
Yani A = 0 noktasi yerel maksimum noktasi olmalidir. Bu ise gerceklesemeyecegi icin
grafik A = 0 noktasimin kiigiik sag komgulugunda 42 dogrusunun agagisina inmelidir.
Grafik +2 dogrusunun altina indikten sonra —2 dogrusuna ulagana kadar siirekli agagiya
gitmelidir. Ciinkii bu ara bolgede grafik yukariya dogru yoneldiginde grafigin A ekse-
nine paralel tegeti ¢izilebilir. Bu ise Lemma 2.4.2 ye aykiridir. Grafik —2 dogrusuna
vardiginda 2 hal miimkiindiir. Birincisi bu varig noktasinda grafigin —2 dogrusuna teget
olarak donme hali ikincisi ise grafigin —2 dogrusuna vardiginda bu dogrunun altina ge¢me
halidir. Antiperiyodik problemin 6zdegerleri sayilabilir ¢oklukta oldugu igin F'(A) nin
grafigi —2 dogrusunun altinda her zaman kalamaz. Mutlaka yukariya donerek en az bir
defa —2 dogrusunu kesmelidir. Bu kesme noktasinda iki hal ortaya cikabilir. Birinci halde
grafik —2 dogrusunu keserek yukariya dogru gidebilir. Ikinci halde ise grafik —2 dogrusuna

teget olarak asagiya dogru gidebilir. Ikinci halin miimkiin olmadigin gosterelim.Gercekten
d2F(),)
d\?

ikinci hali kabul edelim. Lemma 2.4.2 den bu durumda > 0 dir. Yani bu nokta
grafik icin minimum nokta olmahdir. Ote yandan grafigin ikinci halde soyledigimiz duru-
mundan yerel maksimum oldugu agiktir. O halde geligki elde edilir. Bu durumda ikinci

hal olamaz.

>l _T=
>

A, 3.:. A:z ! l’\i.?\s: - AB\T’AF A
. o o
N . |
oo\ 1 \: I
L WS A
Sekil-2
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3. HILL DENKLEMI ICiN KISMEN CAKISMAYAN SPEKTRUMA GORE
TERS PROBLEM

3.1.Periyodik Problemler Icin Hochstadt Teoremi.
q(z) ve G(x) potansiyelleri [0, 7] araliginda 7 periyodik, karesi integrallenebilir olmak
uzere

Lu=—u"+ q(x)u,

u(0) cosa + u/(0) sina = 0 (3.1.1)
Lu = —u" + §(z)u,
u(0) cos @ + u'(0) sinc = 0 (3.1.2)
seklinde Lq [0, 0o] iizerinde iki singiiler self adjoint operatérleri gozoniine alalim. Burada

a ve & acilar da

sin o

0<

< 00 (3.1.3)

sin &

sartim saglasin. o« = & = 0 oldugu zaman bu oran bire egittir. Ayrica

W+ AN—q(x)u = 0, (3.1.4)

v+ (N=gx))u = 0, (3.1.5)

Hill Denklemleri ayn1 F'(\) diskriminantina sahip olsun. F'(\) diskriminanti,

F(\) =C(m\) + S'(m, \) (3.1.6)

seklinde tanimhdir. Burada C(x, ) ve S(z,\),

C(0) = §'(0) =1, S(0)=C"(0)=0 (3.1.7)

1

5.dereceden tam bir fonksiyondur [47].

kosullarim saglayan (3.1.4) iin ¢oziimleri, F'(\) ise
{07, F(A) —2 nin sifirlar, {)\,n}c;o ise F'(A) 4 2 nin sifirlar1 olsun. Bunlar agagidaki
gibi siralidirlar.

M <A <A <A <A< <N, <. (3.1.8)
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F(X\) min basit spekrumu A9 dan ve F(\) nin ¢ift kath spekrumu geri kalan sifirlardan
olugup bunlar, n > 0 igin Ag9pt1 < Aopgo ve )\’Qn 11 < )\’Qn 1o sartlarini saglar.

Floquet teoremine gore eger A basit spektruma ait degilse (3.1.4) denklemi

plx+m) =B, (N)ep(r) vep(z+m) = Ba(A)(x) (3.1.9)

esitliklerini saglayan ¢oziimlere sahiptir. Burada [;(\) ve By()),

B2—FMNB+1=0 (3.1.10)

karakteristik denkleminin kokleridir. (3.1.4) iin spektrumu, sonsuz sayida kararl

(Aos A))s (Noy A1), (Mo, AL), (N, Ag), .. (3.1.11)

araliklarindan olusur. Bunlarin herhangi birindeki bir A igin |[F(\)| < 2 dir ve (3.1.10)

mutlak degeri bire esit kompleks ¢oziime sahiptir. (3.1.4) iin kararsiz araliklari,
<_007 )‘0)7 ()‘,17 A/2)7 <)‘17 )‘2)7 (Aé’n )‘21)7 (3'1'12)

seklindedir. Bu araliklardan ilki ya pozitif sonlu bir uzunluga sahip olur ya da kaybolur.
Eger A, kararsiz arahgim diginda ise [F(A)] > 2 dir ve (3.1.10), |3, (A)| > 1 ve |By(N)] < 1
sartlarini saglayan reel ¢oziimlere sahiptir. Ayrica (3.1.4) iin ¢oziimii olan ¢ (x, ) fonksiy-

onu L9 [0,00) a aittir. (3.1.11) ve (3.1.12) araliklarimin siralamigi Sekil-3 de gosterilmigtir.

F{a)
\ i S

i 2 ' I I
| | |
I | I
[ | [
! A A | A, A, !

! l
| I
| 1
[ I
1 1
A, A A, A,

Sekil-3
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Hochstadt [31] tarafindan gosterildigi gibi (3.1.1) ile tanimlanan L operatoriiniin spek-
trumu, siirekli spektrumlardan ve {,, } noktasal 6zdegerlerinden olugur. Siirekli spektrum,
kararlh araliklardan faydalanarak verilir. Noktasal 6zdegerler ise kaybolmayan (3.1.12) ile
tanimlh kararsiz araliklarin icinde olmalidir. Ayrica, bu araliklarin hicbiri birden fazla pu,,
iceremez.

L ve L spektrasinda baz sartlar altinda,

H(0) = H(m) = 2[cot & — cot a] (3.1.13)
H'(z) = q(x) — ¢'(z) (3.1.14)

sartlarin saglayan bir H(x) fonksiyonu tanimlamamiz gerekir. Ayni zamanda biz, F'())
spektrumunun yok olmayan kararsiz araliklarinin sonlu sayida olmasi durumunda H(z) i
tam olarak tamimlayacagiz ve ¢(z) ya da ¢(x) in minimal periyodunu bulacagz.

L [0, 1] uzaymda verilen iki regiiler operatoriin karsilagtirilmasindan, H(z) e benzer
fonksiyonun tanimlanmasi ilk olarak Hochstadt [29] tarafindan gosterilmistir.

Bu tezde q(z + 7) = q(x) ve §(z + 7) = ¢(z) ve q(x), §(x) € Lo [0, 7] olacak gekilde
potansiyeller fark: i¢in calisma yapilmigtar.

Lemma 3.1.1: (1(u,) ve Bo(pn)s |81(1n)| > 1,|82(1y,)| < 1 olacak gekilde (3.1.10)
un reel ¢oziimleri ve A = p,, igin wy () ve gn(x) sirasiyla (3.1.4) ve (3.1.5) denklemlerinin

¢oziimleri olmak tizere

gn(z+7) = pi(p)in (@), (3.1.15)

wp(z+m) = p_(y)wn(z), (3.1.16)

saglar. wy(x) ve yp(x), H(z) i

sin o«

H(r) = —— > wal(@) fn() (3.1.17)
nelg

seklinde tanimlar.

Ispat: G(z,t) Green fonksiyonu, L nin,

82
ﬁG(x, t)+ A—q(z)]G(z,t) = d(x—1)
cos aG(0,t) + sin OJEG(ZL‘,O)ZZO =0 (3.1.18)

ox
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/ﬁG@ngdx<cm
0

sartlari saglar [44]. Im A # 0 i¢in < = min(z,t) ve x> = max(z,t) olmak iizere

_ w(z<)p(r)
Gl t) = (3.1.19)
dir. Burada, w(z) ve ¥(z);
w(z) = sinaC(z)— cosaS(x) (3.1.20)
(z) = S(m)C(x)+ [B2(A) — C(m)] S(x) (3.1.21)

seklinde taniml olup, (3.1.4) denkleminin ¢oziimleridir, ¥ (z) ve By(N), [B2(A)] < 1 ve
vlatm) =BG [ (o) do < oc (31.22)
0

sartlarin saglayacak sekilde segildiginde, w(x) sifirda (3.1.18) siur sartim saglar.
(3.1.19) daki W [w, 9] ; w(x), ¢ (z) in Wronskiyamdir ve,

W w,¥] =sina [By(N) — C(w)] + cosa S(m) (3.1.23)

dir. $imdi w(\) y1

w(A) = w(rm) cosa + w'(7) sin o (3.1.24)

seklinde tanimlayalim. Boylece

A
1 .
o(A) —o(p) = UIE&E Im m(u+ iv)du
I
olup,
_ [do(w)
m“*‘/x_u (3.1.25)
bi¢imde tanimlandiginda a # 0 igin, (m(A) = G(0,0) dan)
_ sina{[fBs(\) = C(7)]sina — S(7) cos ar} (3.1.26)

m(A\) = = ()

ve a = 0 igin,
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B o2 B Ba(A) — C()
= 557 C100) lpmimy = P2

olur. Burada o(\), A € (—00,00) i¢in L nin monoton azalan spektral fonksiyonudur.

m(\) (3.1.27)

o(A), Stieltjes doniigiim formiilii ile m(A) dan elde edilebilir. Im(A) > 0 ve Im(X) < 0
icin m(A) analitiktir ve eger kutuplar1 mevcutsa, bunlarin basit olmasi gerekir ve reel dogru
iizerinde bulunurlar. (3.1.26) ve (3.1.27) da m(\), F(\) nin basit spektrumuna ait olan
tiim A lar i¢in dal noktalarina sahiptir. o(A) nin sicrama siireksizligine kargilik gelen L
nin {u,, } 6zdegerleri, m(\) nin kutuplarina ézdestir. Boylece p,, nin F'(A) min bir kararsiz

aralig1 icerisinde bulunmasi ve

@ (k) =0 (3.1.28)

sartin saglamasi gerekir[36]. Ayrica bir kararsiz aralik en ¢ok bir 6zdeger igerir. A = p,,
icin (3.1.20) deki w(z) ¢oziimii, wy(z) seklinde bir dzfonksiyon olarak gosterilebilir. Bu

fonksiyon Lo [0,00) a aittir. Bu nedenle, |55(1,,)| < 1 olmak iizere

wp(z + ) = Bay(pty,)wn () (3.1.29)

sartini saglar. Boylece (3.1.16) ispatlanmig olur.
(3.1.17) y1 ispatlamak icin, (3.1.5) in A = p,, icin sirasiyla C(0) = 57(0) = 1,C"(0) =
S(0) = 0 baglangi¢ sartlarim saglayan ¢oziimleri C(z) ve S(z) olsun. Bu takdirde
Zu(z) = sina C(z) — cos& S(x)
ve
iin(z) = — | 5'(m) sin & 4 S(7) cos &] C(z) + {C"(w) sina + C(n) cosa| S(xz)

seklinde taniml 4, (x) ve Z,(z) degerleri

in(z) = 2 [Un(x) — knZn(z)]

w(An)
esitliginde yerine yazilirsa,
() = 2 { (~[5 () sina+5(r) cos &] ég()jn[)é,(ﬂ) sina+C(r) cos | S())
 kn(sind C(x)—cos@ S(x)) }
@(An)

bulunur ve k, = — 3;(u,,) olmak {izere,

) [(S/(ﬂ) — B(py,)) sin & + S(m) cos d} C(x)

Un(z) = 2 500

[é'(w) sind + (C(r) — By (u,,)) cos @} S()

- S0

(3.1.29)

61



elde edilir. Boylece(3.1.29) dan

n(m) = B1 (1) (0), () = B1 (1) 7,,(0)

olur. O halde,

n(x +m) = B1 (1 )9n ()

oldugu ispatlanmig olur.

Lemma 3.1.2: L operatorii (3.1.1) deki gibi tanimlansim. Ayrica F'(A) diskrimi-
nant1 ve F(\) nin herbir sonlu kaybolmayan kararsiz araligi bir p,, icerecek sekilde {u,,}
ozdegerleri verilsin. 1,0 < o < 7 igin (—o0, \g) arahigimda bulunsun. Bu takdirde g(z)
potansiyeli ve « acis1 tek olarak tanimlidir.

Teorem 3.1.1: ¢(z) ve ¢(z) potansiyelleri = periyodik ve L [0, 7] den @ & agilar
(3.1.3) kogulunu saglamak iizere, L ve L operatorleri sirasiyla (3.1.1) ve (3.1.2) ile tanimh
olsun. (3.1.4)-(3.1.5) Hill denklemleri ayni F'(\) diskriminantina sahip olsun. F(A) ve
L nin {p,} ve L nm {fi,} ayrik noktalardan olusan spektrumlari (noktasal dzdegerleri)
verilsin. Ayrica 0 < o < 7 igin (p,, fz,) Giftinin (—oo, Ag) araligmin i¢inde bulundugunu
kabul edelim. Bunlara ilaveten n nin sonlu sayida degerleri hari¢ p,, = fi,, olsun. Ag ile
Wy, 7 [, bagintisini saglayan sonlu indeksler ciimlesini gosterelim.

A =, i¢in wy(x) ve gn(z) sirasiyla (3.1.4) ve (3.1.5) denklemlerinin ¢oziimleri olmak

lizere,

H(r) = 2 % wn(@) fulc)
nelg

seklinde tanimli  H (z) fonksiyonu = periyodiktir ve (3.1.13)-(3.1.14) ii saglar.

Ispat: o = & = 0 halinde (3.1.15) deki H(z) in S22 katsayisi bire esit ve (3.1.13)
bagintist H(0) = H(w) = 0 dur.

L2 [0,00) da singiiler self-adjoint L operatorii ile Ly [0, 7] de bir regiiler self-adjoint

Pu=—u"+q(x)u

uw(0)cosa +u'(0)sina = 0 (3.1.30)

u(m)cosa+ v/ (m)sina = 0
P operatoriinii kargilagtirahm. P nin spektrumu {v;},
w(v;) =0 (3.1.31)
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sartin saglar. Bu nedenle (3.1.28) den herhangi 7 igin
1, = v; (3.1.32)

elde edilir. Ayrica iki 6zdeger aynm kaybolmayan kararsiz araliga ait olamaz. Aksi takdirde
Ossilasyon Teoreminden dolayi, onlara kargilik gelen 6zfonksiyonlar (0, 7) araliginda ayni
sayida sifirlara sahip olacaktir. Bu ise bir celigkidir. Diger yandan eger varsa, F'(A) dan
iki kath {gj} spektrumu elde edilebilirdir. A = ¢; igin (3.1.4) Hill denkleminin biitiin

¢oztimleri ya periyodiktir ya da yar1 periyodiktir. Bu nedenle, &,
w(&;) =0 (3.1.33)
denklemini saglar ki, buda, herhangi bir ¢ i¢gin,
§j =i (3.1.34)

olmasi demektir.
Kabulden, F'(\) nin biitiin kaybolmayan kararsiz araliklari L nin bir p, noktasal

ozdegerini igerir. Bu nedenle,
{vi} = {u,} U {§;} (3.1.35)
dir. v; 6zdegeri ile 6zdeg olan k; sabiti,

—sina -0 igin
kl — { W'Ll(ﬂ')

()

(3.1.36)

a=0 igin
seklinde tanimlanir. Burada w;(x),
wi(0) =sina,  W;(0) = —cosa (3.1.37)

baslangic degerleri ile verilen P nin v; ye kargilik gelen 6zfonksiyonudur. Bu sartlar (3.1.29)

da yerine yazilirsa,
wi(m) = By(vi)sina,  Wi(m) = —B4(v;) cosa (3.1.38)

elde edilir. Ayrica (3.1.10) dan
Ba(vi) Br(vi) =1 (3.1.39)

yazilir. (3.1.36) da, (3.1.38) ve (3.1.39) kullanmlirsa

—B1(vy) (3.1.40)



elde edilir. Burada 34 (v;),

F(v;) + sgnF(v;) |/ F?%(v;) — 4‘

Bi(vi) = 5 (3.1.41)

seklinde tammhdir. Benzer sekilde, Ly [0, 00) daki singiiler L operatorii ile Ly [0, 7] de
verilen regiiler

Pu=—u"+{(z)u,

uw(0)cos@ +u'(0)sina = 0, (3.1.42)

u(m)cosa +u'(m)sina = 0,

P operatoriinii karsilagtiralim. Ay sekilde {i,} ve F'(\) dan P operatériiniin spektrumu

{0;} ve {INCZ} sabitleri elde edilir. Bunlar da,

{vit ={m}u{§}, ki o=-pi(0:) (3.1.43)

esitliklerini saglar. Hipotezden dolayi, n nin sonlu sayida degerleri harig, u, = f,, dir.
Wy, 7 [y, i¢in sonlu index kiimesi Ag ile gosterilir. Bu nedenle, P ve P nin igaret sabitleri
sirasiyla {k,} ve {l%n} olmak tizere sonlu n degerleri disinda p,, = f,, ve ky = ky dir. A,
Ao nin tiimleyenini gostermek tizere (3.1.17) de verilen H(x) fonksiyonu elde edilir. H(x)
de kullanilan g, (), A = p,, i¢in (3.1.5) in bir ¢oziimii iken ve

esitligini saglarken wy,(z), (3.1.38) baslangi¢ sartlarimi saglayan ve p,, 6zdegerine kargilik

gelen L nin ¢zfonksiyonudur. Boylece

H(0) = 2[cot & — cot o],
H(l)=2 cot B — cot B,
H'(z) = q(z) — ¢ (),

esitliklerinden (3.1.13) ve (3.1.14) ii elde edilir. Bu sonuglar ile birlikte ¢(x) ve ¢(z) in
periyodikligi de kullamlarak H(z) in 7 periyodik oldugunu buluruz.

Uygulamalar:

@, reel, integrallenebilir, w periyodik, g(x) potansiyeli (3.1.4) Hill denklemi ile aym

F(\) diskriminantin1 paylaganlarmm ailesi olsun. Ayni zamanda, I,
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Ip= (_OO7>‘O)’ L= (>‘/17>‘/2)a I = (>‘17>‘2)7 (3144)

olacak gekilde F(A)'mn n kararsiz araligini ve C(x, A) ve S(z, \) swrasiyla C(0) = S’(0) =
1,C"(0) = S(0) = 0 baglangic sartlariyla (3.1.4) iin ¢oziimleri olsun. C(z,\) ve S(z,\) da
(3.1.5) in ¢oziimleridir. Son olarak ¢(x,\), (3.1.4) iin

p(z,A) = [B1(A) = Bo(M)] C(z, A) + C,(Tr> A)S(z,A) (3.1.45)

seklinde ¢oziimii olsun. Bu takdirde asagidaki sonuclar: gésterebiliriz.
Lemma 3.1.3: Eger () potansiyeller ailesine kargilik gelen F'(A) diskriminanti, kay-
bolmayan kararsiz araliklarinin sonlu bir sayisina sahipse ve eger ¢(x) ve ¢(z) de @ nun

herhangi iki elemani ise, 0 < 7 < 7 gartini saglayan bazi 7 lar igin
4(z) =q(z+71) (3.1.46)
elde edilir.
Ispat: @ nun biitiin ¢(x) potansiyellerinin,

q(x) = qe(+2 +7) (3.1.47)

seklinde verildigi bilinir. Burada g.(z), @ nun ¢ift bir potansiyelidir ve 7 da keyfi sabittir.
@ da herhangi iki ¢(z) ve ¢(x) potansiyeli i¢in (3.1.47), (3.1.46) y1 gerektirir. Ciinkii, g.(x)
cifttir ve @ nun biitiin elemanlar1 7 periyodiktir.

Teorem 3.1.2 : Teorem 3.1.1 de eger & = & = 0 ve F'(\) diskriminantinin kaybol-

mayan kararsiz araliklarinin sayisi sonlu ise,

H(ﬁ) — Z 251(:“%) S(mvﬂn) S(Tnun) <P($+T»Mn)

(3.1.48)
nelg Hs(xvlun)’F

seklindedir. Burada 7, §(z) = ¢(z + 7) bagmtisindan elde edilir.

Ispat: Teorem 3.1.1 den, a = & = 0 icin
H(z) =Y wn(z) fn() (3.1.49)
nelg
elde edilir. (3.1.20) ve (3.1.46) dan wy,(x) ve gn(x),
wn(x, 1y,) =sina C(x, u,) — cosa S(z, w,),
olup burada a = 0 alinirsa

wn(x’“n) =sin0 O(xnun) —cos0 S(mnu’n)a
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yazilir. Boylece

wn(l‘nun) == S(l‘nun% (3150)
bulunur. Diger yandan (3.1.29’) de & = 0 alirsa g, (x)

~ —2([(8" (7, p1,) = B1 (1)) 50 045 (70,11, ) cos 0] C (g, )+
yn(x7ﬂn)~: (5 u~) 1(p ))w()\n)( “_) | Cla,pn)
[Cl(ﬂ-uu‘n) sin OJr(C(ﬂ',,LLn)*,Bl(Mn)) cos 0] S(l’,/,l,n) )
@(An)

- —2{8(m ) Cla ) + [B1(a) = Clro )| S ) |

In(, i) = 500 (3.1.51)
bigiminde elde edilir. (3.1.46) y1 kullanarak, (3.1.5) den,
C(z,\) = S'(r,NC(xz+71,\)—C'(1,\)S(x+7,)\) (3.1.52)
S(xz,\) = CT,NS(@+7,)\)—ST,NC(x+7,)) (3.1.53)
elde edilir. Aynm1 zamanda burada
Cr+1,\) = C(m,\)C(1,\) = C'(m,\)S(7, ) (3.1.54)
S(r+71,A) = S(m,NC(1,\) = S(m,\)S(7,\) (3.1.55)

oldugunu not edelim. (3.1.29) da « = 7 alinir ve (3.1.50) esitligi birlikte kullanilirsa,
wn<27r) = 52<Mn)wn(7r) = _/32(Mn)5<7-r7 :U’n)

0= —By(kp)S(m, py)

S(m, py,) =0

w;L(Qﬂ-) = _52(#71)8/(7[-7 iun)

1= _62(Mn)5,(7rvun) )

oldugundan,

S'(m, p1) = B1(pin) (3.1.56)

bulunur. (3.1.10) dan, F(X) = 51(p,,) + B2(p,,) yazilir. Diger yandan bu bagint1 FI(\) =
C(m)+ S'(r) bagmtisi ile kargilagtirihirsa

C(Waun) = 62(/1’71) (3157)
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elde edilir. Hochstadt [29] calismasinda

1

. _ dw(N) _ 2 _ 2

w(\p) = = k:n/ lwn|” dz = Ky, ||wn|
0

esitligini gostermigtir. Bu formiilde A = p, A, = p,, alinirsa

1

. dowo

By = EW g [ oal? 2 = e ol
0

dp

bulunur. Daha sonra bu ifadede (3.1.40) ve (3.1.50) yerine yazilirsa,

(1) = =B1(1) 1S (2, 1) | (3.1.58)

elde edilir. (3.1.55) de ise S(m, ,,), C(, ), S(7, ), C(, ) ve w(p,) yerine yazilirsa,

Qn(fﬂ,un) _ _2ﬁ2(:un)s(7—nun)90(x+7-vﬂ'n) (3.1‘59)

1S (, )12
bulunur. Sonug olarak (3.1.59) ve (3.1.50) ifadeleri (3.1.49) da yerine konulursa,

H(:B) — Z QBQ(Mn)S($>Mn)S(T>Mn)(p($ + Tmun)

(3.1.60)
nelo ||S<$7Mn)H2

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Sonug 3.1.1: Teorem 3.1.2 deki gibi eger F'(\) diskriminantinin, yok ollmayan kararsiz
araliklarinin sayis1 sonlu ise, n > 1 i¢in bu araliklar I, ile gosterilirse bu takdirde ¢(x) ve

¢(x) minimal T periyoduna sahip olup, 0 <7 < I ve
(z)=q(z+7) (3.1.61)

olacak sekilde bir tek 7 sabiti mevcuttur.

Ispat: (3.1.60) de elde edilen H(x) fonksiyonu

H(:L‘) — 2/82(:un)5(x> :un)s(7_> Mn)‘:@(x + T, Mn)
1S, p) |12

seklinde yazilabilir. Ossilasyon teoreminden, S(7,u,,) nin [0,7) araliginda n-tane sifira

(3.1.62)

sahip oldugu bilindiginden
O=19g<T1<T2< ..... <Tp1<Tp=Tm (3.1.63)

kolayca yazilir. 7 = 71 i¢in H(z) = 0 olur. Bu nedenle Teorem 3.1.1 den ¢(z) = §(x) =
q(x + 71) elde edilir. g(z + 271) = q(x + 71) = ¢(x) den de 7 = 277 bulunur. Benzer
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sekilde, 7,, = nT; = 7 oldugunu gostermek de miimkiindiir. Bu nedenle ¢(z) ve ¢(z) in

minimal periyodu Z dir ve (3.1.61) ispatlanmig olur. Simdi ise 7 sabitinin tek oldugunu
gosterelim. 0 <v < 7 ve

q(z) = q(z + 0) (3.1.64)

olacak sekilde en az bir © oldugunu kabul edelim. Bu durumda (3.1.61) ve (3.1.64) den

d=10—7]ve 0 << I olmak iizere
q(z) = q(z +0) (3.1.65)

elde edilir. Boylece q(x), & den daha kiigiik bir periyoda sahiptir. Bu ise bir geligkidir.

Boylece T sabiti tektir.
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4.HILL OPERATORU ICIN TERS PROBLEMIN ESAS INTEGRAL DEN-
KLEMININ GENEL DEJENERELIGi

4.1.K(x,t) ve F(x,t) nin Genel Dejenereligi.
Teorem 4.1.1: Hern > Nicin A, = A\, ven = 1,2,, . N icin A, # A, q(z+7) = q(z)

ve {(z + m) = ¢(x) olacak bigimde ters problemin

K (z,t) + F(z,t) —|—/K(x,3)F(t,3)d8 =0, (0<z<s<m)
0
esas integral denklemi genel dejeneredir. Dolaysiyla K (x,t), F(x,t) yi

N
K(x,t) = chfn(x)gn(t)

N
F(x,t) = ch pn(x) Gn(t)
n=1

seklinde gostermek miimkiindiir. Burada f,,(z), pn(x) ve gn(t), 6, (t) ler sirasiyla periyodik
Sturm Liouville denklemlerinin g(x) ve ¢(z) potansiyellerine karsilik gelen ¢oziimleridir.
Ispat: g(x) potansiyeli 7 periyotlu diizgiin periyodik bir fonksiyon yani g(z+7) = ¢(x)

olsun. Diger yandan

-+ q(z)y = My, (4.1.1)

y(0) = y(m), y'(0) =y'(m) (4.1.2)
- +q(x)y = My, (4.1.1)

y(0) = —y(n), ¥'(0) =~y (m) (4.1.3)

seklinde iki Sturm-Liouville problemini gozoniine alalm. Ilk probleme periyodik Sturm-

Liouville problemi, ikincisine ise anti-periyodik Sturm-Liouville problemi denir. Simdi,

A <A< <A< <.

ile ilk problemin spektrumunu,

M <A< A< <A <.

ile de ikinci problemin spektrumunu gosterelim. Her iki spektrum,
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)\0<)\1§>\2<)\3§)\4<..

seklinde tek bir esitsizlik zinciri olarak siralidir. (4.1.1) - (4.1.2) ve (4.1.1) - (4.1.3) prob-

lemlerine ilaveten

y(0) =y(m) =0 (4.1.2)

problemini gozoniine alalim. Bu problemin spektrumunu da

V1 <vg <rvg<..

ile gosterelim. Ayrica {v,};” spektrumun,

M <A< A<y <<l

bagintisim sagladigi iyice bilinmektedir [41]. Eger

AoN41 = AaN42 5 A2N43 = Ao2N44, -

ise ¢(x) potansiyeline N-zonlu potansiyel denir. Bu takdirde N-zonlu potansiyel halinde

Vn > N igin

>\2n+1 = UVUp = A2n+2 (414)
esitligini yazmak miimkiindiir.
Once, C(x,\) ve S(z,N) ile; C(0,\) = S'(0,\) = 1 ve C'(0,\) = S(0,\) =0

baglangi¢ sartlarim saglayan (4.1.1) denkleminin ¢oziimlerini gosterelim. Daha sonra,
F(A\) =S (7, A) + C(m, \) (4.1.5)

olacak sekilde F'(\) Hill diskriminantini tanimlayalim. Periyodik problemin 6zdegerleri
F(X\) = 2 denkleminin kokleri, anti-periyodik problemlerin 6zdegerleri F(A) = —2 den-
kleminin kokleridir. Eger (4.1.4) esitligi saglanirsa  Aajp11(= A2p+2) nin bir katsayiya
karsihk geldigi agikardir. v, sayilarn S(w,A) = 0 denkleminin kokleridir. Wronskiyan

sabit oldugu icin
c

w{C,S} = ¢ g =C(m,\) S'(m, \) = C'(m,\) S(m,\) =1 (4.1.6)
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elde edilir. (4.1.5) ve (4.1.6) da A = v, alinirsa

S'(m,vp) + C(m,vp)

I

T
—

S
3
S~—

C(m,vy) S'(myvy) = 1

denklemler sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi coziildiigiinde,

1

S'(mvp) = m

_1
C(m,vn)

C%(m,vy) — F(v,)C(m,v,) +1=0

C(m,vn) = F(vy) FVF2(vn) — 1 (4.1.7)

olup, bu degerler S'(m,v,) = W de yerine yazilirsa

S'(m,vn) = F(vn) £V F2(vy) — 1 (4.1.8)

elde edilir. Eger (4.1.4) saglanirsa F?2(v,,) = 1 elde edilir. Bu nedenle (4.1.7) ve (4.1.8)

+ C(m,vy) = F(vy)

den ve asimptotik formiillerden, C(x, A) ve S'(x, \) igin
S'(m,vn) = C(m,vy) = (=1)" (4.1.9)

oldugu goriiliir.

Lemma (4.1.1): S(z,vy,) ¢oziim fonksiyonu ise

—S"(x, An) +q(2)S(z, \n) = A S(z, M),

=8"(z,va) +q(@)S(,vn) = vn S(@va),

dir.

Birinci denklem S(z,v,,), ikinci denklem S(x, \,,) ile garpihip farklar: alinirsa,
—S”(.’L', )\n)S(x’ l/n) + Sl’(‘%" ]/n)S(:B, )‘n) = (/\n - Vn) S($, )\n)S($7 Vn)

bulunur. Son ifade 0 dan 7 ye integre edilirse,

™

(A — V) /S(m, An)S(z,vp)de = / (=S8"(z, An)S (@, vn) + 8" (x,v0)S (2, M) da,
0 0

™

/S(w,)\n)S(x,un)dx = (4.1.10)
0
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n — 0o i¢in A, — v, oldugundan sag taraf % belirsizligini verir. L’hospital kurali geregi

A ya gore pay ve paydanin tiirevi alinirsa
/a%Mw@Wmm—yuywm@Myswmwa%%)
0
Apn = vy alimirsa
[ S, v)iz = ' @,0)3(@,va) — 2,02 S(z.02)
0

x =7 almir ve S(m, vy,) = 0 oldugu kullanilirsa

Cn = /SQ(ZL‘,Z/n) de = S'(m,vn) S(m,vn) (4.1.11)
0

normlagtirict sayilar: bulunur. Aym Hill diskriminantina sahip olan pek¢ok denklem mev-
cuttur. Potansiyel fonksiyonunu tek olarak hesaplamak icin verilen bir Hill diskriminan-
tia gore herbir kararsiz araliginda bulunmak iizere bir v,, segmemiz ve (4.1.7) ve (4.1.8)
den igaretini keyfi olarak (4) ya da (-) olacak gekilde olugturmamiz gerekir. Bu se¢imin
sonucu olarak (4.1.2") probleminin {v,} spektrumunu ve aym zamanda (4.1.7)-(4.1.8) ve
(4.1.11) esitliklerinden normalize faktorleri tayin edebiliriz. Boylece spektral fonksiyonu
ve ayni zamanda potansiyeli hesaplayabiliriz [37] .

Simdi ¢(z) ve ¢(x) in aym Hill diskriminantina sahip iki potansiyel oldugunu kabul
edelim. S(z,\); S(0,\) =0, S'(0,\) = 1 baglangi¢ sartlari saglayan

-y +q(x)y = Ny

denkleminin S(0,A) = 0, S’(0,\) = 1 baglangi¢ sartlarim saglayan ¢oziimii S(x, \),
—y" +d(z)y = My

denklemin S(x, \); S(0,\) =0, 5’(0,\) = 1 baslangi¢ sartlarim saglayan ¢oziimii S(x, \)

olsun. Siwrasiyla {v,}, S(m, A\) = 0 denkleminin kokiinii, {Z,,} , S(m,A) = 0 denkleminin

kokiinii gostersin. Buna gore bu iki problem arasindaki doniisiim operatorii

XW@Aﬂ:Q%M:ﬂ%M+/K@ﬂS@Mﬁ (4.1.12)
0
olup burada K(z,t) fonksiyonu,

WK_ K

922 q(z)K = 2z q(t)K
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denklemini ve

0
sartlarini saglar. Bunu ispat etmek icin
72
A= 2 +q(x)
72
B = el +q(z)

seklinde iki operatorii gozoniine alalim. (4.1.12) nin her iki yaninin = e gore diferansiyeli
alinirsa,

T

(X5) =80 = §'(@.3) + K(z.2)S(.)) + /
0

0K (z,t)
ox

S(t, \)dt (4.1.13)

(X 8) =800 = 8" (@ N) + K (,2) S (0,0 + K (2,0) 8 (2,)  (41.14)

x

+W |t=z S(t,)\)+/%5(t,>\)dt
0
A(XS)=AS (z,\) = 85" (z,\) — G (x) S (z,)) (4.1.15)

olup ayni zamanda (4.1.14) esitligi (4.1.15)’de yerine yazilirsa

AX (S)=95" (2, )+ K' (z,2) S (2, \)+ K (x,2) S (=, )\)—i—% li=z S (z,A) (4.1.16)
xT 2 xT
[ (3 a8 @) -0 [ K .05 0.3 d
0 0
bulunur. Simdi ise X (BS)’ yi hesaplayalim.
BS=-5"+q(x)S
oldugundan
X (BS)=XB(S)=-5"(z,\) +q(x) S (x,\) (4.1.17)

T

- / K (2,0) [S" (8,7) — ¢ (£) 5 (t, \)] dt

0
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T

olup, (4.1.17) ifadesinde [ K (x,t)S” (¢, \) dt integraline iki kez kismi integrasyon uygu-
0

lanip daha sonra bu (4.1.16) da yerine yazilirsa ve doniigiim operatoriiniin A (X.S) =

X (BS) ozelliginden yararlanilirsa

S"(x,\) — K' (z,2) S (z,\) + K (z,2) S (x,\) + W lt=z S (z,\)
[ 0°K (2,1) ) o

+ [ ———=S({t,N)dt—G(z) S (z,\) —q(z) | K(x,t)S (x,\)dt
[53 /

= S"(x,\)—q(x)S(z,\) + K (z,2) S (x,\) — % l,_, S(t,\) — K (z,0) 5" (0,\)

[ 02K (z,1) i

+ | ——=S({t,Ndt— [ q(t) K (x,t) S (¢, \)dt
[Fartsenn]

elde edilir. Son bagintida egit olan terimlerin sadelegmesi ve benzer terimlerin katsayilarinin

esitligi prensibinden,

PK PK
oz q(z)K = o q(t) K
bulunur. Daha sonra S lerin katsayilar1 egitlenirse
0K (x,t
e+ D )] s
ox
B 0K (z,t)
- [P o] s
0K (x,t) 0K (z,t)

= K (z,z) + T e lt=a + o ’f:x
= q(x)—q()

elde edilir.
Eger q(z) ve G(x) potansiyelleri bir ve aym1 N-zonlu Lyapunov fonksiyonuna sahipse,
bu takdirde
Up = Un, (n> N icin) (4.1.18)

S'(m,vn) =S (m,vn) = (—=1)7, (n> N igin ) (4.1.19)

dir. Simdi K (z,t) fonksiyonunun yapisim1 bulmak icin (4.1.18) ve (4.1.19) i kullanalim.

(4.1.11) de z = w ve A = v,, yazilirsa

S(m,va) = S(mvn) + [ K(m ) S(t,va)i
0
bulunur. Burada S(r,v,) = S(r, vy,) oldugundan,

/ K(rt) Stun)dt =0  (n> N icin)
0
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/ K(m,t) St,vm)dt = §(m,vm)  (n< N icin)
0
(n < N igin &, # vy, olup S(m,7,) # S(m,vy) dir. Ayrica S(w,7,) = 0 oldugundan

S(m,vp) # 0 dir.) elde edilir. Bu nedenle;

N -
ZS S(t,vn) (4.1.20)

n=1

dir. (4.1.11) in her iki yamnn tiirevi alimir z = 7w ve A = v,, yazilirsa

', vm) = S (7, vm) + K (0, 1) S(m, vm) /— S(t, ) dt

%—KS(t vp)dt = S'(m,v,) — S' (7, vy) (n > N icin)
x
bulunur. Buradan,
OK RS (m,vn) — S (7, v0)
v ; - S(t,vy) (4.1.21)

olur. Boylece (4.1.20) ve (4.1.21) den (0 < z < s < ) i¢in B(z, ) ve @(z, \); O(m, \) =

& (m ) =1, 7 (m,A) = @(m, A) = 0 smur sartlarin saglayan
—y"+(x)y =Ny

denkleminin ¢oziimleri olmak tizere
Mo ~ ~ S(t,vn)
K(x,t) = Z {S(TI‘, vn)0(x,vy) + | S (7, vp) — S (7, yn)} o(x, yn)} — " (4.1.22)

St’ n
Z B

elde edilir. Boylece K (x,t) fonksiyonunun genel dejenereligi gosterilmis olunur.

Simdi ise F(z,t) nin genel dejenereligini gosterelim.

Teorem 4.1.2: Her n =0,1,2,... igin A, ve An spektrumlarinin tamami gakigsin. p,,
ve [i,, spektrumlariin ise sonlu n’ler i¢in farklh olacak gekilde yani n > N i¢in v,, = v, ve

n=20,1,2,..N igin v,, # Uy,

F(zut)=/s<x,A>s<t,A>d{b<A>—p(A)}
0
EASVET ) - s 1.
n_o{éns( ,)\n)S(t,)\n> =5 ,)\n)S(t,)\n)} (4.1.23)

olmak {izere
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F(z,t) + K (z,t) + /K(x,s)F(s,t) ds =0 (4.1.24)

ters problemin esas integral (Gelfand-Levitan-Marchenko) denklemi genel dejenere den-
klemdir.

Ispat: (4.1.18) integral denkleminde z = 7 almirsa
Fmt) = —K (1) —/K(W, §) F (s,t) ds (4.1.25)

olur. (4.1.25) denkleminde K (m,t) yerine (4.1.20) esitligini, F' yerine (4.1.23) agilimini,

An Ve A, yerine sirasiyla v, ve U, alinirsa, bu takdirde

- o
o — S (m,vn) — S (7T7Vn)7 cn = |IS (¢, ,/n)HQ (4.1.26)

olmak tizere

_ S (wwn)=S"(7,vn)
F(m,t)= {n:o —stn)u 2o obn) §

1S(s,vm) |2 (5,vn)

M=
@
:1
S
’;
5

w0
=~
X
N
_l’_
O—3
M=

N TN © 4

n »n n y¥n - 7~n7 ,~n 412
Z%oz Sty )+/2%oz S (s, vn) E%CHS(SV VS (o) ds  (41.27)
n= 0 n= n=

TN oo 1
- / Z)Oan (t,vn) z:o ES (s,vn) S (t,vy) ds
0 n= n=

elde edilir. Farkl ¢zdegerlere kargilik gelen 6zfonksiyonlarin ortogonalliginden

T N N
1 -
= —Zan t,v _/Zans(s”/n)Zé_S(Ska)S(Ska)dS
n n=0 k=0 *
T N N
+/Zan5(t,yn) {Z—S(s,yn)S(s,un)}ds
0 n=0 n:OCn
TN N 4
— —Zan (t,vn) /ZanS(s,yn)Zé—S(s,ﬂk)S(s,yk)ds
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™
J1S (s, v )2ds =S (s,v,)||> = ¢, oldugu gozoniine ahnirsa
0

™

N
_ _/ZanS(s,un)Z%S(S,Dk)b’(s,ﬁk)ds’ (4.1.28)

o n=0 k=0 %
bulunur.
Teorem 4.1.3: (4.1.1) denkleminin ¢oziimleri S (s, vy,) ve S (s, y,) olmak iizere k < N
icin vy, # vy, ise

/S(s, V) S (s,54) ds — ST vn) ST (m: P) = S (1, va) S (. 71) (4.1.29)
0

Up — Vg

dir.
Ispat: Farkli v, ve i7’lara karsihk gelen S (s,v,) ve S (s,7,), (4.1.1) denkleminin

¢oziimleri olmak tizere

[—=S5" (s,vn) + q(z)S (s,vn) = v, S (s,vn)]
[—S" (s,7,) + q(2)S (s,07,) = 1,5 (5, 7,)]

bi¢iminde yazilir. Birinci denklem S (s,7y) ile ikinci denklemi ise S (s,vy,) ile carpilir,

taraf tarafa cikarilirsa
(vn — k) S (8,00) S (s,0%) = [S" (5,0%) S (5,v0) — 8" (s,v) S (s, 74)]
elde edilir. Diger yandan
[S" (s,0%) S (s,vm) — 8" (s,vn) S (5,01)] = [S" (s, 7%) S (s,v) — 5 (5,v0) S (s, Dk)]/
olup, son egitligin her iki yaninin 0 ’dan 7’ ye integrali alinirsa

s

(v — ) / S(s.v,)S(s.00) ds =[5 (5,72) S (s.va) = 8 (5,0) S (. 7)] |
0

/S(S,I/n) S(s.7%) ds = S (m,vg) S (m,vn) — ?’ (myvn) S (7, 0k)
0

Up — Uk
bulunur. F (m,t) igin
N _ N _
1 S (m,v,) S (m,v,)
ap = — 1 =S (m, v, ap———>> + 5" (7, v, a———>~ 4.1.30
AR e RETETA) ST SRR

olacak gekilde



yazilir. Diger yandan (4.1.30) kullanilarak

Zzans t, k (ﬂ-vf/k)s(ﬂ-ﬂ/n)_S,(ﬂ-ayn)s(ﬂ-af/k)

Uy — U
n=0 k=0 " k

N N ~
L Smv) S(m ) _
3|y Sl S 5, S s

elde edilir. (4.1.30) goz oniine alindiginda

N
mt)=> anS(ti,) (4.1.31)
n=0

olur. (4.1.24) denkleminin her iki yaninin z ’e gore diferensiyeli alinirsa

OK OF oK
8—+8——|—K($ﬂ$ /8_ s=0
0
veya
OF OK OK
%= or K@) F /a_
0

bulunur. Bu son egitlikte = m, K (7, 7) yerine sabit, %_sz yerine (4.1.21) ve F yerine ise

(4.1.23) esitligindeki degerler yazilirsa,

oF B N g (myvpn) — S (m,vp) al N
g o= = ;_:0 S ;ans (o)
T g (myvp) =S (7, vm)
— S (t,vn,
0/ D I T
{Z (éS (s,0x) S (t,0) — —S (s,vx) S (¢, Uk)> } ds
n=0
N N
g—i o=r = D> _anS (L) = > anS (L, )
n=0 n=0
TN [e'S) 1
_/ZanS(t, Vn) {Z <6—kS(s ) S (t, i) — —S (s,vp) S (t m)}ds
n=0 n=0
No
= > (an—an) S (t,m)
n=0
7r N 1 [e'¢)
_/{ZanS(t,yn)aZS(s v) S (¢ I/k)}d
0 n=0 n=0



elde edilir. Oz fonksiyonlarm ortogonalligi ve (4.1.21) esitligi kullanilir, (4.1.20) icin

yapilan iglemlerin benzeri burada tekrarlanirsa

N
OF ~
% |:c:7r — nz:% (an - an) S (t7 Vn)
N N o n
332 () [ () S (s, ds
n=0 k=0 ¥ ;
N
OF ~
ar o= = D len—a—al S
bulunur. Diger yandan
bn = ay, — 2ay,
olmak iizere N
F
n=0

(4.1.23) ile tammh F (z,t) nin

O?F (x,t)
0x?

2 X
(@) F(2,t) = az«;—;,t) g () F (1) (4.1.33)

denklemini sagladigini gostermek miimkiindiir. 6 (z, \) ve ¢ (z,A), 0 (7, \) = (m,\) = 1,
0 (m,\) = (m, \) = 0 kosullarmi saglayan (4.1.1) denkleminin ¢oziimleri ise,

N
F(x,t) = [anb (z,70) + but) (, 7)) (£, vn) (4.1.34)

n=0

olur. Ayrica (4.1.23) aglhiminda F' (z,t) fonksiyonunun
F(z,t)|t=0 =0 (4.1.35)

baslangig kogulunu sagladigy agiktir. Dolayisiyla F'(z,t) genel dejeneredir.
4.2. Tek Spektrum Durumunda Ters Problem:

q(z) reel siirekli fonksiyon, g(m — ) = g(x) ve h sonlu reel say1 olacak sekilde
4" +q(x)y=y, O0<z<n (4.2.1)

y/(0) = hy(0) =0, y/(x) + hy(m) =0 (4.2.2)

Sturm-Liouville problemlerinin olugturdugu S-smifin1 gozoniine alalim. (4.2.1) denklemi-
nin

0(0,\) =1, ¢'(0,\)=h
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baslangi¢ kogullarimi saglayan ¢oziimii ¢(z, A) olsun. Bu takdirde iyi bilinen agagidaki
lemma s6z konusudur [30].

Lemma 4.2.1: Sturm-Liouville probleminin S-sinifinina ait olmasi igin
o(m,Ap) = (=1)" (4.2.3)

esitliginin saglanmasi gerek ve yeterdir.

Ispat: a) Gereklik: q(7m — z) = g(z) oldugu igin ), dzdegerine karsilik gelen

Pp(@) = P(m — 2, An)

de (4.2.1)-(4.2.2) probleminin 6z fonksiyonudur. Bu sebeple «,, ler sabit sayilar olacak
bicimde
U () = p(m — 2, An) = anep(, An) (4.2.4)

™

olur. z = § icin ¢(F, ) = anp(5, Ay) dir, dolayisiyla eger ¢(F, \,) # 0 ise a,, = 1
bulunur.
Simdi de (5, A\n) = 0 olsun , yani ¢'(5,An) # 0 dir. (4.2.4) esitligi x e gore diferan-

siyellenirse ve x = 5 alinirsa

T T
—QD/(E, An) = an‘PI(Ea An)
elde edilir ve buradan «, = —1 bulunur.
Daha sonra (4.2.4) de x = 0 alinirsa
o(m, Ay) = 1

elde edilir. $imdi Sturm’un Ossilasyon Teoremi kullanilirsa(4.2.3) esitligi bulunur, dolayisiyla
gereklilik ispatlanmig olur.

b) Yeterlik: n =0,1,2,... igin

o(m, An) = (=1)"

olsun. Ayrica
Un(@) = (=1)" (7 — 2, An)

fonksiyonlarim ele alahm. Bu takdirde A, 6zdegerine kargihk gelen v, (x) ler
—y" +q(m —z)y = Ay, (4.2.5)
y'(0) — H y(0) =0, y'(m) + hy(m) =0 (4.2.6)
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probleminin 6z fonksiyonlar: olur. Buna ilaveten

[7,[1,21(1‘) dx = [@2(% An) dx

yazilir. Boylece (4.2.1)-(4.2.2) ve (4.2.5)-(4.2.6) problemlerinin spektral fonksiyonlar
1 1

pN= 7 v pN)=
A< [12(x) da A< [@2(z, Ap) dx
0 0

olup birbirleri ile ¢akigtiklar1 goriiliir. Marchenkonun [17] teklik teoreminden g(m — x) =
q(z) ve H = h elde edilir. Bununla yeterlik ispatlanmig olur. (4.2.1) denkleminden
faydalanarak agagidaki lemma kolayca ispatlanir.

Lemma 4.2.2: )\ ya gore tiirev nokta ile gosterilirse,

™

. _/ 2 An) da = & (7 M) 0(7 An) -0 (7 An) (s ) (4.2.7)

0

dir. (4.2.1)-(4.2.2) probleminin 6zdegerleri {\,,} olacak sekilde
& (M) + H p(m,\) =7 (Ao — ﬁ A’C - d(N) (4.2.8)
bi¢iminde yazilir. Son esitlik A ya gore diferansiyellenirse ve A = A\, alinirsa
¢ (m, M) + H p(m, M) = 2(An)

elde edilir. Diger yandan
gpl(ﬂ', )\n) - _H Q0(7T, An)
oldugu i¢in (4.2.7) den

cn = (1, An) {0/ (7, An) + H o(m, M) } = (1, An) ®(An) (4.2.9)

bulunur.

Eger Sturm-Liouville problemi S simifina ait ise (4.2.9) dan ve Lemma 4.2.1 den
cn = (—1)"®(\,) (4.2.10)

buluruz. Tersine klasik asimptotik formiil saglanmak iizere {\,} spektrumu verildiginde
(4.2.8)-(4.2.10) formiillerinden faydalanarak ¢, normlagtirici sayilar: bulunur. Spekrum ile

birlikte ¢, ler p(\) spektral fonksiyonu tammlar ve p(\) ya gore ise (4.2.1)-(4.2.2) seklinde
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Sturm Liouville problemini tamimlamak miimkiindiir. Simdi bu problemin S smifina ait

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Lemma 4.2.1 den dolay1
p(m,A) = (=1)"
bagintisim gostermek yeterlidir. (4.2.9) dan
cn = o(m, An) ®(An)

elde edilir. Diger taraftan ¢, = (—1)" ®(\,) olur. ¢, icin son iki esitlik kargilagtirilirsa

p(m, An) = (=1)"

bulunur, dolayisiyla gereken ispatlanmigtir.
Boylece klasik asimptotigi saglayan bir {\,} ", spektrumuna ve e, = (—1)" dizisine
gore S smifina ait (4.2.1)-(4.2.2) Sturm Liouville problemini tamimlamak miimkiindiir.
{An}2 dizisinin ilk NV terimini degistirelim. Bu takdirde n > N igin An = Ap olmak

oo o0
tizere yeni bir {)\n} . dizisi elde edilir. Bu yeni olugan {/\n} . dizisine ve (4.2.10)
n= n=

formiilii ile tanimlanan ¢, sayilarina gore, tekrar S sinifina ait olacak bigimde bir bagka
=y +i(@)y =Ny, 4(r—z)=q(z)

y(0) = hy(0) =0, y(m)+hym) =0, h#h (1.2.12)

Sturm Liouville problemini tanimlamak miimkiindiir. (4.2.1) denkleminin ¢(0,\) = 1,
©'(0, \) = h baglangi¢ kogullarini saglayan ¢oziimii ¢(x, \) ve (4.2.11) denkleminin (0, \) =
1, @(0,\) = h baglangic kogullarm saglayan ¢oziimii ¢(z, A) olsun. Bu takdirde

oz, \) = cp(m,)\)+/K(x, s) (s, ) ds (4.2.13)
0

formiilii saglanacak sekilde K (z,s) fonksiyonu vardir [30]. Burada K (z,t) fonksiyonu

2 2
)K= 05 — 4K, (0<1<u) (4.2.14)
denklemini ve .
K(r,2)= (h—F) + 5 / () — q(t)] dt (4.2.15)
0
0K
(E - hK) S, =0 (4.2.16)

kogullarini saglar.
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Boylece agagidaki teorem soz konusudur.
Teorem 4.2.1: n > N i¢in A\, = A, ve n. = 1,2, ..., N icin A, % Ap olsun. {5\”} ve

{An} spektrumlar klasik asimptotik formiillerini saglarsa, ters problemin
K(z,t)+ Fla, 1) + / K(z,$)F(s,8) ds =0, (0<t<z<n) (4.2.17)
0

esas integral denklemi genel dejeneredir.

ispat: (4.2.13) esitliginin her iki yaninin x’e gore diferansiyeli alinirsa
s
(P(.’L',)\) :(p(.%',)\)+K($,.’E)(p(ZL‘,)\)+ % (Sa)‘) ds
0
bulunur. Daha sonra bu esitlikten ve (4.2.13) ten

&' (z,\) + hp(z,\) = @' (@, ) + hp(z, N) + K(z,2)0 (z,\) + / <%—I; + hK) (s, A) ds
0

(4.2.18)
yazilir. (4.2.17) de z = w, A = \,, almirsa n < N i¢in
Blr ) — (—1)" = / K(r,s) ¢ (s,\n) ds (4.2.19)
0
ve n > N igin ise
/K(ﬂ', s) (s, A\n) ds=0 (4.2.20)
0
elde edilir. Boylece (4.2.19) ve (4.2.20) den
N -
n) "
K s) =y Am ) = CUT ) (4.2.21)
n=0 Cn
bulunur.
Simdi (4.2.18) de z = m, A = \,, alimirsa n > N i¢in
) T (0K
(—" (h - h> =(-1)"K(m,m) +/ <— + hK) | ©(s,An) ds=0
Oz T=T
0
olur. n — oo iken son esitlikte integral sifira yakinsadigi igin
K(m,m)=h—h,
T (0K
/ <68_x + hK> | ©(s,An) ds=0, (n>N) (4.2.22)

0
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elde edilir. Daha sonra (4.2.18) de x =7, A = A, almirsa 0 <n < N igin

P'(m, An) + ho(m, Ap) — (1) (h — B) = / <8—K + hK) | ©(s,An) ds  (4.2.23)

Ox o=r

yazilir. (4.2.22) ve (4.2.23) esitliklerinden

— +hK ) (s, An) (4.2.24)

(%f ) | :i@'(mxn>+h¢<w,An>+<—1>n (h—h
=T =0

Cn

bulunur. Ayrica (4.2.21) ve (4.2.24) esitlikleri kullanilirsa

0K i @ (7, An) + h@(m, M) + (—1)"h

% == nzo o (Y2 (8, )\n) (4225)
olur. Boylece (4.2.21) ve (4.2.25) den ise
o [ 2 A — (<" -
K(z,s) = Z{ - C(x, M) + (4.2.26)

n=0
&' (7, An) + hp(m, \) + (_1)"f~L 5’(1‘7 )\n)} 0 (s, An) (0<s<z<m)

Cn

clde edilir. Burada C(z,\) ve S (z,\) fonksiyonlar1 (4.2.11) denkleminin C(m, \) =
S'(m,\) =1, C'(m,\) = S(m,\) = 0 smur kosullarmi saglayan coziimleridir. Boylece
teorem ispatlanmig olur.

Teorem 4.2.2: Her n > N icin Ay = Ay ven=1,2,, ..., N icin Ay # An, g(x —7) =

q(z), §(z —m) = q(x) olacak bigimde

N
q(z) — q(z) = an (W (2, An) @ (2, An)]
k=1
dir.
Ispat: (4.2.14) esitliginden
q(z) — q(z) = 2%2’1’) (4.2.27)

elde edilir. Daha sonra (4.2.26) da s = z almir ve esitligin her iki yam z’e gore diferan-

siyellenirse

N ~ n
= Zi{[“’(ﬂ’%)_(_l) C () An) (4.2.28)
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bulunur. Bu degerler (4.2.27) de yerine yazilirsa

N ~ n
i(z) —qlz) = Z 9 {‘P(Wa)\n)c_ (-1 c’ (%, An)
n=0 "

. (‘~0/(7T, )\n) + h@iﬂ, )\n) + <_1)”iz 5,/ (x, )\n) © (x, )\n)} +

+¢' (2, An) {gb(m ) = V6 (0,00 +

Cn

(1, An) + h@(m, Aa) + (=1)"h }5 (; An)

Pl ) = ()" F ) b ) + (R g

Cn Cn

= Uz, \n), @z, ) =@, (z)

olmak {izere (4.2.27) formiilii (4.2.26) bi¢iminde yazildig1 goriiliir. Boylece teorem de

ispatlanmig olur.
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