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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

DIFUZYON DENKLEMLERIN COZUMLERININ PATLAMASI

Yavuz UGURLU

T.C.

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
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2005, Sayfa :34

Bu ¢alismada difiizyon denklemlerin ¢dziimlerinin patlama zamani ele alinmigtir.Birinci
bolimde baz temel tammlar ve esitsizlikler irdelenmistir. ikinci bolimde difiizyon
denklemlerin ¢oziimlerinin patlama zamani, H.A.Levine [12] tarafindan 6nerilen konkavlik
metodu ve agik esitsizlik metoduyla hesaplanmistir. Uglincli boliimde bzel bir difiizyon
denklemi i¢in blow-up zamam agik esitsizlik metodu kullanilarak ispatlanmugtir.

ANAHTAR KELIMELER: Blow-up, Levine Lemmasi, Osgood Sarti, Konkavhk Metodu,
Agik Esitsizlik Metodu.
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ABSTRACT

Master Thesis

BLOW-UP OF SOLUTIONS FOR DIFFUSION EQUATIONS

Yavuz UGURLU

Firat University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

2005, Page: 34

In this study, blow-up time of solutions for the diffusion equations is considered. In the
first chapter, some inequalities and fundamental definitions that are necessary for the remaining
chapters of the thesis are presented. In the second chapter blow-up time solutions for diffusion
equations are calculated by the Concavity Method and Explicit Inequality Method which are
suggested by H.A. Levine [12]. In the third chapter blow-up time for a special diffusion

equation are proved by using explicit inequality method.

KEYWORDS: Blow-up, Levine Lemma, Osgood Condition, Concavity Method, Explicit
Inequality Method. :



1. TEMEL TANIMLAR

Tamm 1.1. Calisilan alanlarda kargilagilan problemlere bir yaklasim olarak matematiksel
modeller olugturmak, bilimin hemen her dalinin teorik agidan gelismesinde Snem tagimgtir. Bir
fonksiyonu ve onun muhtelif mertebeden tiirevlerini igeren matematiksel denklemler

diferensiyel denklemler olarak isimlendirilir.

Tamm 1.2. Tek bir bagimsiz degiskene gore tiirev igeren diferensiyel denklemlere adi
diferensiyel denklemler denir. Bir diferensiyel denklemin mertebesi, denklemde goriilen en
yiiksek mertebeden tiirevin mertebesidir. ». mertebeden adi bir diferensiyel denklem genel
olarak
FOOp, ¥ s ¥ )=0 (1.1)
kapali formunda gdsterilebilir [2]. Bir a<x<b araligmda tammh bir @ fonksiyonu a<x<b
araliinda bulunan her x igin tamml ve ilk ». mertebeden tﬁréve sahip fonksiyonu
F(x, D(x), D'(x),..., D™ )=0 (12
ise ¢ fonksiyonuna (1.1) denkleminin ¢ozimiidiir denir. Bir adi diferensiyel denklemin genel
¢6ziimii, diferensiyel denklemin mertebesi kadar sabit degeri parametre olarak kabul eden bir
egri ailesi olarak ortaya ¢ikar. Coziim fonksiyonundaki sabitlere verilen her bir degere karsihik
bulunan ¢oziime de dzel ¢oziim denir [5]. ;
u=u(x,y,z,t) fonksiyonu, x,y,z ve ¢ bagimsiz degiskenleriyle bir Q bélgesinde tanimli

bir fonksiyon olsun. # fonksiyonunun x bagimsiz degiskenine gore kismi tiirevi,

%=limu(x+h,y,2,1)—u(xay,2,t) (1.3)
Ox -0 h
.
limiti ile tanimlanr. %xu— = ux,% =u y’_aé;zﬂ =u,,,.. gibi gosterimler de kullanilabilir. Iginde

kismi tiirev bulunan denklemlere kismi . tirevli diferensiyel denklem denir. Yukarida
tanimladigimiz » fonksiyonunun x,y,zt degigkenlerine gore kismi tiirevlerini igeren m.

* mertebeden bir kismi diferensiyel denklem genel olarak,

FOoyzt, u,u v, U, U, U U, Uy, Uy Uy eees Uy, )=0 )
metae

X, 2w, yy, T xy 200

seklinde gosterilir.

Bir kismi diferensiyel denklemdeki degiskenler I" simirina sahip bir € agik bolgesinde

tamimlanir. Q bolgesi ile I' simrmin birlegim kiimesine Q bolgesinin kapanisi denir ve Q

seklinde gosterilir. ¢+ zaman degiskeni olmak lizere #, <# <?, araliimda ve Q bolgesindeki



(x,3,2) noktasinda & fonksiyonu ve m. mertebeye kadar tiirevleri siirekli ise yani, e C"(Q)
smifindan ise ¢ =¢(x,y,z,t) fonksiyonuna m. mertebeden kismi diferensiyel denklemin

¢oziimiidilr denir [2]. Bir kismi diferensiyel denklemin genel ¢oziimii, denklemin mertebesi
kadar keyfi fonksiyon igerir. Bu nedenle, adi diferensiyel denklemlere kiyasla kismi diferensiyel
denklemlerin ¢oziimlerini bulmak zordur. Baglangigta modellenen probleme uygun ¢bziimiin
bulunabilmesi i¢in problem olusturulurken bazi yardime: sartlar gerekir. Bu sartlar genel olarak
iki baslik altinda toplanabilir.

(i) Smur sartlari: Sur sartlar1 kismi diferensiyel denklemin saglandifi Q bdlgesinin
[' smir1 boyunca saglanmasi gereken gartlardir. Smir sartlarinm @i¢ farkli gekli o, B ve g

fonksiyonlar1 I" iizerinde tanimli fonksiyonlar olmak iizere 6zel isimleriyle su sekildedir:

Dirichlet sarti: ulr =g,

Ou
Neumann sarty: ——-Ir =g,
on

Karisik (mixed) veya Robin sarti: ou+ ff —Z—u =g.
/]

(ii) Baslangig Sartlari: Baglangi¢ sartlar: sistemin baglangicinda € bolgesi boyunca
saglanmasi gereken sartlardir. Genel olarak, baslangi¢ sartlar1 fonksiyonun ve zamana gére
tiirevinin kombinasyonu seklindedir.

Baslangig sartlariyla birlikte verilmis kismi diferensiyel denkleme ‘Cauchy problemi’
denir. Ornegin, IR” de £ > 0 ve baslangig sartlari igin

u, = anzit(x, N;
U0, u,(x,0) = g(x),
. ikinci mertebeden bir Cauchy problemidir.
Ikinci mertebeden, iki bagimsiz degiskenli bir kismi diferensiyel denklem _
Au, +Bu,, +Cu,, +Du, +Eu, +Fu+G=O (1.5)
genel sekliyle verilebilir. Burada 4,B,C,D,E,F katsay1 fonksiyonlar:1 ve G fonksiyonu da sabit
veya degisken igeren fonksiyondur. (1.5) denklemi, A = B> ~4AC diskriminatmmn igaretine

gore siniflandirilir [3]. Bu siiflandirma;

Diskriminant Denklem Tipi
A>0, | Hiperbolik,
A=0, Parabolik,
A<O, Eliptik,



seklinde yapilabilmektedir. Kismi diferensiyel denklemlerin eliptik, parabolik ve hiperbolik
tiplerinin genel denklemleri sirastyla Laplace (A ), 1s1 ve dalga operatoriidiir. Herhangi bir kismi
diferansiyel denklem, uygun birebir bir degisken doniiglimii yardimiyla kendi smifinin genel

operatdriine doniigebilir [3].

Matematiksel Nicelik Isimlendirme Fiziksel isim Smiflandirma
A, Laplacian Potansiyel operatorii Eliptik
gz: -A, (1s1) Difiizyon operatorii Parabolik
62
pvln A, D’Alembert Dalga operatdrii Hiperbolik

Herhangi bir tipteki problemin ¢oziimii, klasik Hadamard testi geregince agagidaki tig
sart1 saglarsa problem, “iyi durumlu”, en az bir sarti saglamaz ise “kotét durumlu” olarak
adlandinlir. Bu sartlar;

1) Varlik,

2) Teklik,

3) Kararlilik,
seklinde ifade edilmektedir. Pratikte bir denklemin ¢6ziimiiniin varligim tarif etmenin en iyi
yolu problemdeki biitiin gartlari saglayan ve problemde yerine kondugunda denklemi saglayan
. bir ¢bziim yapilandirmaktir. Eger ¢oziimiin tekligi gosterilirse denklemin ¢oziimii bulunmug
demektir. Adi diferensiyel denklemlere gore kismi diferensiyel denklemlerde ¢6ziim tasvirleri
seri veya integraller gibi limit yontemleri igerir ve g¢oziimler her zaman elementer
fonksiyonlarin kapali gekillerinde ifade edilemez. Bu durumda, bir yaklagik ¢6ziim ele alinur,
eger baslangig sartindaki kiiciik bir degisim, ¢dziime kiigiik bir degisiklik olarak yansirsa bu

¢oziime kararlidir denir ve ¢6ziim kararli kabul edilir.

Ornek olarak,
Uy, +u, =0 (1.6)
Laplace denklemini #>0 olmak iizere,
w0)=0, u,(0,y)=~siny )
n .

. Cauchy verileriyle gbz 6niine alalm. Bu problemin degiskenlerine ayirma yontemi ile elde

edilen ¢oziimdi,

u(x,y)= —nl?sinhxsin y ' (1.8)



seklindedir. Baglangig verileri #(0,y)=0 ve u,(0,y) =0 iken problemin ¢6ziimii #, =0 agikar
¢oziimiidiir. Iki baslangig verisi arasindaki fark 7 — o iken

limlrfl sin nyl =0

H—>c0!

olur. Yani, baglangi¢ verisinde gok kiigiik bir degisiklik olmugtur. Bu baslangig¢ verisine kargilik
gelen ¢oziimler farkinin y =—72£ noktasinda, 7 tek bir pozitif say1 olmak tizere » —> o iken

limit degerine bakalim;

—lim — sinh nr=lim &5 =

lim >
n—w0 n—>w© p n—r0 2}1

T T
Uy (x’ '2_) U, (x9 '5)

olur, yani; baglangi¢ verilerinde yapilan kiigiik bir degisiklik ¢oziimde biiyiik bir degisiklige yol
agmustir. Bdylece (1.6) ve (1.7) Cauchy problemi iyi durumlu olmadigt sonucuna varilir [21].
Kismi diferensiyel denklemlerin analitik ¢6ziim yontemlerinden, D’Alembert Metodu,
Riemann Metodu, Fourier Seri Metodu klasik ¢oziim ydntemleri olarak karsimiza gikarken,
Fourier Laplace Déniisiim Metodu, Adomian Ayrigmn Metodu ve Varyasyonel Metotlar gibi
‘ metotlar da 6zel yéntemler olarak karsimiza ¢ikar.
Tanm 1.3. X bos olmayan bir kiime (X # @), X iizerinde bir metrik asagidaki aksiyomlar
saglayan bir d : X x X — R dénitgiimiidiir. Vx, y,z € X igin
) d(x,x)=0
ii)d(x,y)=0 Sx=y
iif) d(x, y)= d(y, x)
M d(x,y)<d(x,z)+d(z,)
Bu durumda X kiimesine lizerinde tanimhi d metrigi ile birlikte bir metrik uzay denir ve
(X, d) ile gosterilir. | :

- Tamm 1.4. X, bir X cismi iizerinde tanimlanmis bir vektér uzay1 olsun.
H:x—>r
x = x|
doniistimii Vx,y € X ve o € K igin
i) [|x||=0<:>x=0,

i) oo =|ef«| ,



iii) "x + y" < "xll + " y“ (licgen egitsizligi),

ozelliklerine sahipse X iizerinde norm adin alir ve (X ," ‘) ikilisine de normlu uzay denir.

Tanim 1.5. Tam olan normlu uzaya Banach Uzay denir.

Tanmm 1.6. H, R reel sayilar cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun.  x H — R tanimlanan ve
agagidaki sartlari saglayan ( ,.) fonksiyonuna i¢ ¢arpim denir veV x,y,z2€ H,Va,f e R
i¢in
) (&)= (),
i) (o + By, z) = a(x, z)+ ﬂ(y, z),
iii) (x,x)=0 = x =0,
H, iizerinde tanimlanan i¢ garpmm fonksiyonu ile bir i¢ ¢arpim uzayr olur. H {izerinde

tanimlanan i¢ garpim

o =G )
bigiminde bir norm ve
d(xy)=|x - = Jx~r.x-»)
bigiminde de bir metrik tammlar. Dolayistyla her i¢ ¢arpim uzay1 bir normlu uzay ve bir metrik

uzaydur.

" Tamm 1.7. H uzay1 yukarida tanimlanan normla bir tam uzay ise H uzaymna Hilbert uzay: denir.
Diger bir deyisle tam i¢ ¢arpim uzaymna Hilbert uzay: denir.

Tamm 1.8. X ve Y bos olmayan kiimeler ve D < X olsun. D bdlgesinin her elemanina ¥ nin
bir elemanini karsilik getiren bir kurala D den Y ye bif operator veya doniisiim denir,
A:DcX>7Y

seklinde gosterilir.

Tamm 1.9, Bir H Hilbert uzayinda tammh 4 operatorli Vx,y € D igin
(4x, y)=(x, 4y)

esitligi saglaniyor ise A operatdriine simetrik operatSr denir.



Tanmm 1.10. Q, R" uzayinda bir bdlge ve p pozitif bir reel say: olsun. Q {lizerinde tanimli ve

dlgiilebilen

gj] () dr<oo

- Ozelligini saglayan tim f (x) fonksiyonlarinin uzayina Lp(Q) uzayil denir. 1< p<oo ise

L, (Q) uzaymda norm

1

"f”L () (Ilf(x)” )

bi¢iminde tamimlanir ve 6zel olarak p=1 alr ise LP(Q) uzay1 Lebesque anlamnda’
integrallenebilen fonksiyonlarm uzay: olur. Eger p=2 almr ise L, (Q) uzay1 bir Hilbert

uzaydir.

L,(Q) uzaymnda ig carpun u,v e L, (Q) olmak iizere

(u,v)= [uvdx

bigiminde tanimlanir.
Baz Onemli Esitsizlikler

Tamm 1.11.( Holder Esitsizligi)

l<p<w, g= pl ve ueL(Q) ve veL (Q) ise budurumda uve L, (Q)
p- -

ve
Jlu(=)v ()| <, I,
Q

| esitsizlii gegerlidir ve bu esitsizlige Holder esitsizligi denir. Bu e§1t51z11kte 5zel olarak p—q—Z

segilirse yeni esitsizlige ise Cauchy-Schwarz esitsizligi denir.

Tamm 1.12. ( Green Formiilii ):

J'vAudx + g'!-Vqudx = ljv-g—:ds*

Q



_ 1.1. DIFUZYON DENKLEMLERIN COZUMLERININ PATLAMASI ( BLOW-UP)

Uygulamali bilimlerde bir ¢ok islem diferensiyel operatorler igeren evolution (bir dizi
islem) denklemlerle veya boyle denklemlerin sistemleriyle modellenebilmektedir. Iyi tanimlt
¢oziim bulmak igin denklemlere ilave edilen uygun sartlarla (genellikle, baslangic ve sinir
sartlarryla) verilmelidir. Standart diferensiyel teoriler, dogrusal operatérleri igermekte ve bunlar
i¢in yogun teoriler gelistirilmektedir. Lineer olmayan diferensiyel denklemler, lineer teorilerde
bulunmayan birgok Ozelligi barindirmaktadir. Bu lineer olmayan &zellikler, ¢ofu zaman
matematiksel modeller ile tanimlanan gergek Diinya olaylarinin 6nemli 6zellikleri ile alakaldir.
Aym zamanda bu yeni Szellikler matematiksel davranigin temel yeni zorluklari ile yakidan
baglantili olacaktir. Lineer olmayan &zellikler iizerindeki caligmalar, yeni problemlerin
kaynagini olmustur. Matematiksel analiz, kismi diferensiyel denklemler ve bu denklemlerle
~ baglantili diger alanlardaki yeni metotlarm calisiimastyla etkilenilerek, gegen yiizyihn son
kisminda matematiksel aragtirmalarin en aktif alanlarmdan biri olmugtur. Modern analizin yeni
metot bulma basarilar1 lineer olmayan diinyanin Onemli sorularina matematikgilerin titiz
cevaplar vermesini miimkiin kilmagtir.

Lineer olmayan evolution problemleri lineer olan problemlerden farkli kilan en dikkat
gekici oOzellik, tamamen diizgiin verilerden kaynaklanan singularitelerin olast meydana
gelmesinin miimkiinliigtidiir. Hadamard kurali geregi, varlik, teklik ve ¢dziimiin baglangig
degerine siirekli bagumlilik kisa zaman araliklarinda gergeklenebilir ise bu durumda ¢oziime
kiigiik zaman aralifinda iyi-tanimlidir denir. Oysa singularitéler dogrusal probiemlerde ortaya
¢ikabilir. Bu singiileriteler; denklemin katsayilarinda, baslangic veya swr verilerinde veya
problemde sabit singulariteler yer alabilir. Aksine, lineer olmayan sistemlerde singularifeler,
. matematiksel analizle tanimlanabilecek problemin lineer olmayan mekanizmasindan,
zamanndan ve konumundan kaynaklanabilir.

Verilen bir problemin ¢6ziimiiniin belli bir sonlu zamanda ¢6ziimiin sonsuza yaklagmast
durumunda ¢oziimde patlama olmasi olasilifi vardir. Bu boliimde ve sonraki bdlimlerde
matematiksel olarak patlama (Blow-up) zamanmin hesaplanmas: {izerinde bazi tartigmalar
verecegiz.

Difiizyon denklemlerin blow-up’mm ¢alismasinda ulagilan temel sorularin analizi
tizerinde duralim. Bu sorular | |

1) Blow-up nedir?
2) Ne zaman blow-up olur?
3) Blow-up nasil olusur?

4) Blow-up sonrasi ne olur?



5) Blow-up zamani sayisal olarak nasil hesaplanir?

Simdi bu sorularin ne anlama geldigini kisaca agiklayalim.

1) Blow-up nedir?

Blow-up problemi sadece ¢oziimlerin uygun bir sinifi segildigi zaman uygun bir sekilde
formiile edilir. Genellikle problemlerin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi farkli fonksiyonlar
kurarak formiile edilir ve blow-up tam olarak, bu anlamda ¢6ziimlerin siirekliligini gegerli
kilmaz. Genel soru su iki duruma ayrilabilir.

i) Hangi denklem ve problemler sonlu zamanda Blow-up’1 gosterir. Denklemin
bigimi ( katsayilarma ve daha genel olarak yapisal sartlara gére) ve verinin bigimi
cevabi belirler. Patlamanin reaksiyon terimi tarafindan tiretilmesi durumunda adi
diferensiyel denklem analizindeki gibi bir siiper lineerlik sart1 gereklidir fakat bir
uzay yapili problemin adi diferensiyel denklem probleminden farkli oldugu
Srnekleri bulabiliriz.

ii) Biraz 6nceki sorunun pozitif bir cevabi olmast durumunda hangi ¢éziimlerin sonlu
zamanda patlama yapacagini sorabiliriz. Son soru i¢in ihtimaller iki kattir: Patlama
verilen smiftaki tiim ¢Sziimler igin veya sadece birkag ¢oziim i¢in meydana gelir
(Acik bir sekilde belirtilmesi gerekir). Eger 6zel bir ¢6ziim patlama olugturmaz ise
bu taktirde bu patlama zamani igerisinde kiiresel olarak devam eder.

2) Ne zaman?

Diyelim ki patlama sonlu zamanda olsun. Patlama zamanim tahmin edebilir miyiz.

Gergekten, ¢dziim her 0 <t <co igin fakat ¢-> oo i¢in sonsuz iken bir fonksiyonel yapida

verildiginde ¢6ziim mevcut oldugu zaman patlamanin $zellii sonsuz zamanda daha dikkat

cekici bir bigimde de olugabilir.

3) Blow-up nasil olusur?

Bunun i¢in iki gbriis vardir: L
(3.) 1, blow-up zamanina yaklaslrkén ve x de blow-up noktasmna yaklagirken u(x, t)
¢Oziimiiniin 1raksad1§1 orant hesaplamak icin. o

(3.ii) Patlama olmayan noktalarda t > T~ iken u(x,1) gozumlermm limitlerinde oldugu

gibi blow-up profillerinin biti zamanini hesaplamak igin.

4) Blow-up sonras1 ne olur? ;
Son zamanlara dofru daha az dikkat geken fakat patlamayi kapsayan matematiksel

modellerin pratikteki uygulamalan igin biiyilk 6neme sahip bir soru sudur: Sonlu bir



zamandan sonra patlama singiilaritesi meydana geldiginde ne olur. Bu blow-up sonrasi
siireklilik problemidir. Daha 6nceden gerekli olan temel bir teknik uygun bir siirekli
¢oziim kavrami bulmaktir. Bu metot yardimi ile i¢ tane alternatif ortaya ¢ikar.

(4i) Cozim siirekli olamaz, eger ¢oziim stirekli olursa dogal bir anlamda her yerde
sonsuz olur. Buna tam patlama denir.

(4ii) Cozim T den sonraki uzay zamanmn bazi bolgelerinde siirekli olabilir fakat
tamaminda sonsuzdur. Buna da tam olmayan patlama denir.

(4iii) C6ziim T den sonra tekrar sinirlt hale gelir, bu gegici patlamadir. Buna patlamanin
zirve aninda rastlariz ki burada bu patlama 7T den sonra derhal sinirli hale gelir.

Simdiye kadar aragtirilan modellerin i¢inde bu en uygun olmayan olaydir.

5) Nasil hesaplanir?
Son soru patlama olaym: belirlemek igin ve blow-up ¢dziimlerine, zamanlairma ve
profiline yaklagimda bulunmak veya onlart hesaplamak igin niimerik metotlardan
yardim almaktir, Ik problem hesaplanabilir. Ornegin, uzaydaki yan-kesildeme, lineer
olmayan adi diferensiyel denklem sistemi igin bir baglangic deger problémine yol
gostermektir. Bu durumda uzaysal tiirevieri ele almak i¢in sonlu elemanlari, sonlu

farklari kullanabiliriz.
1.1.1. Adi Diferensiyel Denklemlerde Blow-up

Lineer olmayan problemlerde singularitelerin en basit sekli, zamanin bazi sonlu I' >0
limitine yaklagtigi zaman degisken veya degiskenlerin sonsuza gitmesidir. Bu olaym olug
sekline denklemin ¢dziimiiniin bIow—up olmasi dolayistyla problemin bir blow-up zamanmna
sahip oldugu sSylenir. Blow-up, adi diferensiyel denklemlerin teorisinde dé ortaya gikabilir. Bu
* teorik olay1 |

u=u’; t>0, u(0)=a

seklindeki basit bir drnek iizerinde agiklayalim. Bu problem, reel degiskenli u = u(t) ¢Oziimii
1

icin baglangi¢ deger problemidir. @ >0 verisi igin tek ¢6ziim 0< f <T =— zaman aralifinda
(74

mevceuttur ve bu ¢éziim u(t): (71—;5 §ek1indedir.rBu‘rada, t<T igin diizglin ¢dziim ve ¢ > T~

igin u(t)—> « olur. Bu durumda, ¢=7 degeri igin ¢bziimde blow-up olur ve ult) goziimii de

t =T degerinde blow-up’a sahiptir denir.



Bir dizi iglem tanimlayan degiskenlerin sonsuz bilyiimesinden dolay1, ¢gdziimler zamanla
global olarak yok olabilmektedir. Bu ¢6ziim mantigi kullanilarak, bu denklemlerden baslanarak

blow-up kavrami genellestirilebilir. Bunun i¢in adi diferensiyel denklemler i¢in ilk adim olarak,
u=uf, p>l
denklemini verebiliriz. Daha genel olarak,
u=f (u)
Jf fonksiyonu pozitif ve

< 0

c ds
i[f(S)

sart1 altinda siireklidir. Bu adi diferensiyel denklemler teorisinde 1898 den beri Osgood sart1
olarak bilinmektedir [11]. Bu gart pozitif baglangi¢ verili herhangi bir gﬁiﬁmﬁn sonlu zamanda
blow-up olmas: igin gerek ve yeter sarttir. Adi diferensiyel denklemlerdeki bu galigmalar,
aragtirmacilara temel tegkil ederek daha karmagik problemler igin blow-up teorisinin

gelismesine ve ileri seviyede irdelenmesine ilham kaynagt olmugtur.

1.1.2. Kismi Diferensiyel Denklemlerde Blow-Up

Giiniimiizde sonlu bir zamanda blow-up olan kismi diferensiyel denklemlerin konusunu
ele alan galiymalarda Snemli bir artig oldugu bilinmektedir ve bu galigmalarin matematiksel
. teorisi yogun olarak ele alinmaktadir. Yapilan galiymalarm bazi sonuglari [11], Samarskii vd.

[19] ve diger aragtirmacilarin ¢aligmalarinda bulunabilir.

1.1.3. Paraboelik Denklemlerde Blow-up:

Eger problem uzaysal yapiya da sahipse u = u(x, t); xeQ, 0L5¢t<T olur
Isinin yayilmasi ve yanma problemleri modeli

U, = VA(u,Vu,x,t)+ B(u,Vu,x,t)

bi¢imindeki genel bir parabol diferensiyel deﬁklem modeli ile ifade edilébilir.

Eger ¢ bazi sonlu T zamanmna yaklasirken ¢6ziim baz1 noktalarda sonsuz oluyorsa blow-
up olusur, yahi; bir 77< © zamani vé.r‘dlr ki bu da blow-up zamani olarak adiandmhrr Bu
nedenle ¢6ziim biitiin 0<t < T aralif1 i¢in iyi tanimhdir. Oysa |

sup] u(x,1) l o, t>T
xe)

igin olur.
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Bu tiir denklemler igin blow-up konusu, 1940 ve 1950 yillarda Semenov’un zincir
reaksiyon teorisi, adiabatic patlama ve combustion teorisi baglaminda ortaya konmustur.
Matematiksel teorisi. ise 1960 li yillarda aktif olarak aragtirmacilar tarafindan incelenmigtir.
Daha sonra Kaplan, Fujita, Friedman ve digerleri gelmektedir [6],[7].
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2. COZUMLER iCIN BLOW-UP METOTLARI

Matematiksel analiz literatiiriinde tartigilan bir kismi diferensiyel denklemlerin
¢Oziimiiniin sonlu zamanda blow-up durumunun mevcut oldugunu gostermek igin uygulanan

bir gok yontem bulunmaktadir. Bu ydntemlerden ikisi {izerinde detaylica duracagiz.

2.1. Konkavlik Metodu

Bu metot yukarida da belirtildigi gibi Levine [8] tarafindan gelistirildi ve matematiksel
analizde genig bir uygulama alan1 buldu. Bu metottaki temel diigiince bir kismi diferensiyel

denklemin ¢6ziimiiniin pozitif tanimh bir F(?) fonksiyonelini olugturmak ve daha sonra
. herhangi bir & >0 sayis1 igin ¢ parametresine bagli bir F ™ konkav fonks1yonu gOstermektir.
Bu iglemlerde F'* fonksiyoneli
diF~®
dt’

diferensiyel esitligini saglar ve dyle ki bu egitsizligin bir kez integralinin alinmasi ile F (t) i¢in

<0 | @.1)

asagidaki alttan smirl

F a+l (0)

- F(0)~taF"(0)

2.2)

fonksiyonu elde edilir. Bu F°(¢) fonksiyonu F" (0)>0 ise sonlu zamanda patlama (blow-up)

olur. Patlama 7" noktasindan dnce veya tam

3 F O

: ( ) >0 2.3)
CaF (0)

noktasinda olugsmalidir. Bu tartigma kendi bagma F{(#) fonksiyonelinin gergekten patlamasinin
mevcut oldugunu gostermez.
Konkavlik metodunun daha iyi agiklayici olmasi igin bu metodun geometrik yorumu

Sekil 2.1 deki gibi ifade edilebilir. Bu grafikte; F~*(¢) ifadesi
y=F (0)F(0)-auF"(0)]
diiz glzgl ile ifade edilen dogrunun altinda kalir. F ’(0) >0 iken bu dogrunun eg1m1 negatlftlr

ve F™® fonksiyonu konkav ise o zaman bu fonksiyon bu dogrunun altinda kahr ve boylece .
T <o noktasmda ¢ eksenini keser. Tabiki, ¢6ziim bu noktada siirekli olmahdir.

12
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>

t

#

Te T
Sekil2.1 F~*(f) fonksiyonu

2.1.1. Levine Yardimci Teoremi

F (t) iki kez tiirevlenebilen ve £>0, >0 igin

F'(1)F(r)-(1+a)[F'(1)] 20

esitsizligini saglayan pozitif bir fonksiyon olsun. Eger F (0) >0 ve F '(0)>0 ise, bu durumda

Oyle bir
r,< L0,
" ar'(0)

zamam vardr ki ¢ —> 7T, igin F(t)— o olur.

ispat: ‘
oft)=F™ (t) fonksiyonunu tanimlayalun ve bu fonksiyonun birinci ve ikinci tiirevi.
®'(t)=—aF " ()F'(0)
"(e)=ale + )F 7 ()F* (1) - o ()F" ()
—-ar = ([P OFQ)- 0+ a)F ()]

@l

bigimlerinde bulunur. Yukaridaki (2.1.1) den de goriilecegi gibi

13



-<0 2.12)

olur.

Yine (2.1.1) esitliklerinden, CD(t) fonksiyonunun her noktadaki CD'(t) negatif
oldugundan CD(t) azalan bir fonksiyondur. CD(I) fonksiyonunun (0, ((I)(O))) noktasindaki teget
dogrusunun denklemi

@(r)- @(0)= @'(0)r - 0)

@) - @(0)= @'(0)

olur. Burada d)(O) ve (D'(O) fonksiyonlar1 yerine yukaridaki esitlikleri yazdigimizda
@(r)=F"*(0)-aF " (0)F'(0)t
- olup buradan, bu tegetin ¢ eksenini kestigi noktada

. F(0)

r= aF'(0)

seklinde bulunur.
(2.1.1) den ®"(f) negatif oldugundan ®(¢) fonksiyonu konkavdir. Yani, d)(t)

fonksiyonu her noktada tegetin altinda kalir. Teget dogrusu ¢ eksenini T * noktasinda keser. Bu

nedenle d)(t) fonksiyonunun grafigi de ¢ eksenini bir 7, < T" noktasinda keser

a+l
Fe(t)= F(F © (2.13)

0)—taF’(0)

Ohalde t =T, iken ®(t)—>0 yakmsar. Boylece,
lim F(t)= oo

t=>T,
olur ve yardimei teoremin ispatt tamamlanmas olur.

Konkavlik metodunu €2 x (O,T ) bolgesinde taniml
%=Au+u”, p>1 v (2.14)

seklindeki kismi diferensiyel denkleme uygulayalim. Burada, bazi T >0 ve Qise N 21
olmak fizere R" uzaymda smurlt bir bolgedir. p sabiti de, sonlu zamanda blow-up durumunun
olmast igin birden bilyiik bir degere sahip olmalidir. )

u(x,t) ¢Oziimiiniin

14



ux,t) . =0 (2.1.5)
burada I', Q bdlgesinin siniridir ve ayni zamanda
u(x,0)=u(x), xeQ (2.1.6)

" baglangig degerini sagladigim varsayalim. Yukarida verilen (2.1.4) ve (2.1.6) problemi igin
uygun bir ¥ (t) fonksiyoneli

F(t)= _ﬂlu"2 d17+(T—t)"u0"2+,B(t+r)2 @.1.7)
0

seklinde olusturulur ve burada T, 8,7 >0 segileceklerdir. Bu fonksiyonel ise basit anlamda
Levine tarafindan segilen fonksiyoneldir [12]. Levine bu fonksiyoneli Hilbert uzayinda ve

Pu, =—Au+G(u)
. bi¢imindeki diferensiyel-operattr denklemlerin ¢6ziimiinde ifade etmistir. Burada, P ve 4 lineer
simetrik bir operatér ve G(u) fonksiyonu da belirli sartlar1 saglayan lineer olméyan bir
potansiyel fonksiyondur. (2.1.4) \}e (2.1.6) probleminin lineerlestirilmis versiyonu igin ¢6ziimii
uygun ve gergek ¢oziimlerin hizl olarak sifira azalmaSI dikkat edilmesi gereken bir husustur.
Boylece herhangi bir blow-up lineer olmayan terim sebébiyledir.

Konkavlik metodunu uygulamak igin Levine yardimci teoremi ile verilen egitsizligi

saglayan bir F fonksiyonelini g6stermek yeterli olacaktir. Bu durumda F >0 igin

FF"-(1+a)F') 20 18
esitsizligini saglayan F fonksiyonelinin gosterilmesinin yeterli oldugunu goriiriiz.

P©)= [luf dn-+ (-l + 8

15



dF L
_c;?t__F 2J-(u,u,])d77+”u0"2 —||u0"2+2ﬂ(t+z')
0 (2.1.9)

F'(r)= 2](u, u,,)dn +2f(t+71)

elde edilir ve burada (.,.), L*(Q) uzaymda ig garpim gbsterir. (2.1.14) denklemini (2.1.9)
esitliginde kullanirsak
t
F'(t)= 2J.(u,Au+u")d77+2ﬂ(t+r)
0

F'(z‘)=2;[:(u,Au)+(u,u”)]d77+2ﬂ(t+z')
(

F/(r)=2

(=21 -~
o]

IuAudx+ qu"dx dn+2B(t+7)
Q

\

yazabiliriz. Bu elde edilen ifadede [, integralinde Green — Gauss formiilii kullanilirsa

= [utuds = - [[Vaf? de = val]*

Q Q
esitligi elde edilir. Bu esitlik F'(t) esitliginde yerine yazildiginda

t ¢ V ‘

F't)=-2 J'||Vu||2 dn+2 j [ur dsain + 28(¢ + 7) (2.1.10)

0 0Q ' ‘

" bulunur. Bu son ifadede tiirev alinir, kiigiik bir diizenleme ve ilk integral pargast ile

F (t)_—z(} [2VuVu, dxdn+||Vu0|| j+2 Iu"“dx+2ﬂ
0
F(t)=—4] IVuVu dx \dn =2V, | +2;u1’+ldx+2p
0
hesaplanir. Tekrar, bu son esitlikteki ilk integrale I, diyelim ve bu integréle Green-Gauss

formiiliinii uygularsak
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1, = [VuVau,ds = - [u,Auds
Q

Q
elde edilir ve yukaridaki F"(¢) esitliginde yerine yazarsak
! 2
F'(f)=—4 j{— ju,Audx} dn=2|Vu, || +2 furdx +2p
oL @ o

bulunur ve esitlik
) 2
F(e)= 4f (Au,u, Jin—2|Vu,| +2judx+2p
0 Q

sekline doniigiir.
Yukarida verilen (2.1.4) denkleminden Au =u, —u” esitligini F"(f) esitliginde yerine

yazarsak

Pr)=4 Jl, 7, n 2] 52 [ura 25

F'(})=4 j =, Y =2V +2 [ria 2
F~(f)=4ﬁ|u”n2 dn~4 oj(u",u,,)—znwouz +2fuas 20
Fﬂ(t)=4}1|u,,'||2d,, _4(] [uruydan 27 +2 e 20
-

F”(t)=4;ﬂlu,]"2d77——m J'a” [t axlin —2vu | +2 j Py +2p

]dx}d?} — 2|V |* +2 ju”“dx +2p
o Q

t
F (t)='46ﬂ|u,, szﬂ - pi " g_!u"” (e, £)dx + pi . Ju"“l (x,0)dx — 2|V, | + |

+2 J.u””dx +2

Iup"‘ldx_}.i
p+l1

F"(f)= 4ﬂ]u |*an - [ul e~ 2| Vg ||2v+2ju"’,“dx +28

p+1

 elde edilir. Bu son esitlik, (2.1.8) esitsizliginin sol tarafina benzer bir sekilde diizenlenirse '
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F'(r) =4(a+1)[3]| u, dr)+,3]—4a;ﬂ|uq"2 dn-2(2a+1) B+

p=1)¢ . 1 g, 1 2|
+2(——T)6[u” 1dx+4[ lIuop 1dx———2—"Vu0|l :l

p+ p+lg

(2.1.11)

elde edilir. Yukanda (2.1.7), (2.1.10) ve (2.1.11) esitlikleri (2.1.8) esitsizliinde kullanilirsa,

yani;
FF'—(1+a)(F'Y =4(a+1)S* +4(a+1)(T-1)| u(,"z(;ﬂ'u,,"z,dﬂ +,3J+
+F{—4a;ﬂlu”"2 d;;-2(2a+1)ﬁ} +2(§—:) Iup+1dx+

Q
1' p+l 1 2
+4| — [u,"dx—=| V| |20
p+lg 2
(2.1.12)
" bulunur. Burada, S niceliktir ve bu nicelik Cauchy-Schwarz esitsizligi gergegi ile negatif
degildir ve

-_-D“u"zdn+,B(t+r)2}{;|‘“ullzdﬂ+ﬂ] [;[ u,u, d77+ﬂ(t+1)]2

seklinde tanimlanir. Yukarida (2.1.4) ile verilen kismi diferensiyel denklemin kullanilmasi ve

bir kisminin integre edilmesi ile

_ﬂlu " dn = ” ~dxdn = I ju Au+u”)d77,=’;f(u,,,Au d77+ju up. 7].‘ |

t t
= Iu”Audx dn+ J-( J.y,]u*” dx)dﬂ
0] @ k o\Q
A

yazilir, buradan da yukaridaki J; integraline Green-Gauss formiilii uygulantrsa

I = [u, Auds =~ [Vu, Vudx
Q Q

yazilabilir. Buradan I; integralini yukaridaki esitlikte yerine yazarsak
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| ;ﬂluq |*an= ;[{— é[Vu,]Vudx}dﬂ . {é[u”updx}dﬂ [ t”%( (V) )dx +
| I;;(p+1”p+1] Jd”

o] e o [ L
ﬁ

" u? (x,O)dx}

Q Q Q

Valf’ [ [+

1 e fupas
2 p+lg p+lg

furvas-—L fug“dx 2.1.13)

==Vl + 2|Vl +—— 7ol

p+1

elde edilir. Yukarida verilen (2.1.12) esitliginin sag tarafinda bulunan ilk iki terim negatif
degildir ve bu sebeple onlar1 ihmal edebiliriz. Daha sonra (2.1.12) esitliginin sag tarafindaki
kivrik parantez i¢indeki ifade yerine (2.1.13) esitligi yerine yazilirsa

"_ "? Z £_—_1__4_a p+l
FF"-(1+a)(F') 22aF |V4| +[2[p+1 p+1HFJu dx
4(1-!-0!) " 2
+F[-7+1— Juop lde—2(1+a) |V —2(2a+1)ﬁ]zo’
@114

bulunur. Burada (2.1.14) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terimi sifir yapacak sekilde bir

2(p-1) 4a ‘
- =0=>2(p-1)=4
p+l  p+l = (p ) “
=>p-l1=2a
:>a=£——1>0
2

a segebiliriz. Bu & degeri yukaridaki (2.1.14) esitsizliginde yerine yazilirsa egitsizlik

FF"—(1+)(F'Y 22aF |Vul -28pF +2( p+1)F[p—i—l juop+ldx_%||v'uo||2]zo
. Q

;\('2".1.15)
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sekline getirilir. Yukaridaki (2.1.15) esitsizligindeki koseli parantez iginin sifirdan biiyiik olmasi

igin, yani;

[us"" s > (l’il) [Va,| (2.1.16)
3 2

olmalidir. (2.1.15) esitsizligi tekrar yazilir ve diizenlenirse
FF'—(1+a)(F') 2 2aF |Vl - F[zﬂ p+2 Judx—(p+ I)HVuOHZ} >0
Q

ifadesi elde edilir. Bu esitsizligin koseli parantez iginde bulunan terimi sifirdan biiyiik olacak
sekilde S sabitini segebiliriz '

(Zﬂp +2 fug?dx—(p+1) |V, ||2) >0
Q

olur buradan da
1 p+l p+l g 2
£ 1.17
pé[uo dx (Zp J]quoll > B (211 )

elde edilir. Boylece, FF"— (1 + a)(F ')2 >0 olacak gsekilde o >0, >0 sabitlerini tespit
etmis oluruz. Bu mantikla segilen £ (2.1.15) ifadesinden hareketle hemen (2.1.8) ¢ikar ve
" boylece (2.1.2) ifadesindeki F esitsizligi saglanir. Buna gore (2.1.4)-(2.1.6) probleminin u(x,?)
¢Oziimii, klasik anlamda (2.1.3) esitligi ile verilen T" disinda meveut olamaz. Mevcut durum da
ise (2.1.3) |
2
. T|uy| + B7*
pr(p-1)
seklinde kabul edilir. (2.1.7) esitligindeki F fonksiyonelinde tanimlanan T say1si baglangigta

T" [0,T),

Tl +57

T>T
y pr(p-1)

~ olacak gekilde segilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

T |” + ,B12

re pr(p-1)

bulunur, buradan da
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“Br (o)l N

saglayacak sekilde 7 >0 segmeliyiz. B katsayis: hali hazirda (2.1.17) ile smirlandirildi. Fakat,

simdi Syle biiyiik bir 7 se¢meliyiz ki

ﬂ”(t,:" 5 (2.1.19)

seklinde olmali ve bu 7 degeri aym1 zamanda (2.1.18) esitsizligini saglamalidir. Boylece,
(2.1.4)-(2.1.6) probleminin ¢oziimii T sabitinden Snce veya T noktasinda F fonksiyoneli

patlamahdir. Bu durumda gergekten ¢dziimde blow-up mevcuttur.

Konkavlik metodunun bir gok ilging agiklamalari meveuttur. Ornegin, Levine ve Payne
[11] kismi diferensiyel denklemi lineer fakat smir sartlar1 lineer olmadifinda sonlu zamandaki
" blow-up olaymin nasil oldugunu gosterdiler. Levine [11], bir lineer olmayan Euler-Poisson-
Darboux denkleminin bir ¢oziimii i¢in mevcut olmayan varlik teoremi olugturarak kismi
diferensiyel denklemlerdeki katsayilarin singiiler olmas: durumunda konkavlik ﬁletodunun nasil

uygulandigmi gosterdi. Ayni zamanda, Kalantarov ve Ladyzhenskaya [9] '
"—(1+@)(F') = ~aF*~bFF’ (2.1.20)

genellestirilmis  konkavlik esitsizlifinin mevcut olmayan varlik tartigmasma nasil
genisletilecegini gosterdiler. ,

Konkavlik metodunun diger bir uygulamasi, Flavin ve Rionero [11] kitabmm 108-115
sayfalarmda vermiglerdir. Bu metodun uygulamast igin bu yazarlar, lmeer olmayan Schrodmger
denklemi ve lineer olmayan elastik rod denklemlerinin bir ¢6ziimii igin olusturulan ¢dziimiin
yoklugu (non-existence) konkavlik tekniginin nasil uygulanabilecegini ac;1klam1slard1r. Bu
~ yazarlar aym zamanda, bu kitabm 305. sayfasinda Monge-Ampere tipi bir denklemin ¢6ziimii
i¢in global yokluk nedenini agiklamuglardir. - | ‘ ~.

2.2. Aqik Esitsizlik Metodu:
Bu kategor.inin'iginde pek gok teknik yer almaktadir. Ana fikir pozitif taniml bir

fonksiyonel segmek ve sonlu zamanda singiiler olan bir ¢ fonks1yonunun altinda smirh oldugunu

goOstermektir. Burada, matematik llteraturunde gecirgen ortam (Porous medlum) denklemi
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olarak bilinen bir kismi diferensiyel denklemin olusturulmas: ile tipik islemler dizisini

orneklendirecegiz. Bu denklemde >0 bir sabit olmak lizere

ou

— = A" 2.2.1
== a") @2.1)
seklinde olacaktir. Calisacagimiz bu denklem bizi Levine ve Payne [10] zamanina geri gotiirlir

ve boylece zamanin akigin tersine ¢evirip (2.2.1) denkleminin yerine m>1 olmak iizere

%’:_ = —A[") (22.2)

kismi diferensiyel denklemini gbz 6niine alalim. Bu denklem R” uzayinda smirli bir Q bolgesi

-~ ilebaz1 T < oo igin Qx(0,7’) bblgesinde tanimlidir buna ilaveten.

ul =0 (2.2.3)
oldugunu kabul edelim. Referans [10] da Levine ve Payne, (2.2.2) denkleminin bir boyutlu
versiyonunu incelediler. Fakat, bu incelemede uzaysal tanim kiimesi tiim reel dogru iizerindeydi
ve bu ¢ok zor bir problemdi. Gergekten gegirgen ortam denklemi matematiksel biyolojide
ozellikle bdcekler ve diger hayvanlarin dagilimmi olusturmakta kullamilmaktadir. Yukarida
verilen (2.2.1) denklemi

%ut_ = mV(u”’“qu)

seklinde de yazilabilir. Ciinkii, bu denklemi x = mu™" seklinde bir lineer olmayan yayilma
(difiizyon) katsayist yardimiyla bir difiizyon denklemi geklinde kabul edebiliriz. Yayilmanin
' gbziim bafimhii bazen standart lineer diferensiyel denklemin ¢bziimiiyle bagdasan
istenmeyen etkiyi, yani; x sabitini ortadan kaldirir. Coziim bagmmli difiizitesi (2.2.1) in
¢Oziimiiniin uzayda bir dalga gibi yayilmasma imkan verir ve bu nedenle bir sivrisinek silrilsu
gibi bir bécek populasyonunun dagilimmi modellemek uygundur. (2.2. 2) denklemmm patlama |
(blow-up) zamanini bulmak igin esitligin her iki yanim # ile garpalim ve kabul edelim ki m >1

olsun. Bu durumda

u, =~uhu™)

é[uu,dt—— uA( " :

dt || I {J‘u—ds—IVuV( )dx}

( I J jmu |Vl dx=m j’ "Vl dx @2y

I
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m+1 m-1

Vu_z_ = m+1uTVu

burada esitliin her iki tarafinin karesi alinirsa

{V(u%ﬂ H - jl)z =u" |V’

elde edilir ve her iki tarafin Q {izerinden integrali alinirsa

ﬁ—lz 4 2
Viu? | ———dx= |u™|Vi| dx
j( | e o

m_+1—2
VuzJ
\

bulunur. Buradaki ./, degeri (2.2.4) de yerine yazilirsa

)

esitligi elde edilir. QQ bolgesinde tanimlanan ve bu bélgenin I' smnin {izerinde sifir olan bir

_4
(17

- [u vl as

Q .
R ,
I

i

f(x) fonksiyonu igin Poincare esitsizligi
IV = 4l

seklindedir ve burada A, zar probleminin en kiigiik 6zdegeridir. Buna gore

|| e (SM [u™dx ©(225)

+1) o

elde edilir. Sonug olarak Holder esitsizliginden, (2.2.4) esitsizligi kullanilarak

d 8m ‘ 1-m il . .
LA (m?ﬂf)z (@] 226)

elde edilir: Bu esitsizligin her iki yaninin integrali ‘almarvak‘

1
. <Juf

2T

(1) o (55

veya diger bir gésterimle
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e ! : @2.7)

)™ (45|

bulunur. Buradaki C sabiti
8m
C= . A r=
(m+1)' [M(Q)]>

seklinde verilen bir sabittir. Bu (2.2.7) ile elde edilen son esitsizlikte paydanin sifir olmasi i¢in

omil m—1
) -
(M=
olmalidir. Béylece
L melg 2,
™ 2 (=] C
blow-up zamanin1 hesaplamis oluruz.
Konkavlik metodunda agikladigimiz (2.1.4) denklemini bu metot ile yani agik esitsizlik

metodu ile agiklayabiliriz. Bunu gorebilmek i¢in

2
F(t)=[u()f = [wax
Q
olsun. Buradan
F'(t)= [2uu,dx = ZIu(Au +u")cbc
Q Q
=2 fuludx + 2 Juu® dx
a Q
Ou ' -+1
= Z(Ju—ds— IVuVudx)+2]u” dx
: , r on Q ] @
F'(t)=—2[(Vu) dx+2[u?"dx
Q Q
F')==2vu| +2fu""dx
o

elde edilir. Kisim 2.1 de ele aldigimiz (2.1.4) denkleminin her iki yanim , ile garpip gerekli

diizenlemeler yapilirsa i :
. L 2 _2_ ;+l » 2 __2_ p.;l
2o ol =2 fur e ol -2 e

elde edilir. Burada ||Vu"2 terimini yalniz birakip yukarida elde ettigimiz F’ esitliginde yerine

yazlir ve Holder esitsizligi g6z oniinde bulundurulur ise
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J uPdy > (]|u||2 )%1 [M (Q)]_(—I;i) (22.8)

bulunur, burada M (Q), Q2 bolgesinin bir Slgiimiidiir. Bu esitsizlik kullanilarak ta

P2 ol an ] 2 o
Q

p+1
2(p-1) e F
e lLIE 2 fevatvar |

esitsizligi elde edilir. Konkavlik metodundaki (2.1.16) esitligi gbz Sniine alinirsa

' jué’“dx—HVuO"z} >0

z[.z
p+la

esitsizliginin oldugu goriiliir. Dolay1s1yla

p+l
F'> Q ‘g

(p+1)[M (Q)]%“

veya

F'(t)> 2p-1) F (,,_;1_)
(o + M@ %"

yazilabilir. Burada F fonksiyonunun katsayis1
_2(p-1)
p+1)[M Q)]

C' =

_1) b
alinirsa

F'>C'F°,

olacak bigimde bir @ >1 sayisi bulunabilir. .

25



F(e)=|ul)]

ifadesini goz 6niine alirsak

F'>CF®
pH
2) 2 (22.9)

) pl

ve (2.2.9) esitliginin her iki yanmnm bir kez integrali almirsa

( ) (llu(x oy )

—-p+l : -p+1

Zuf 2 (|

d 2 *
Dpuf 2 (Jo

2 2 (22.10)
+1 |
(e ) * (el <[22
© bulunur. (2.2.10) esitliginde gerekli diizenlemeler yapildiginda
o] = 1 2.11)

2

\/[( ) E (S52)er|”

olur. (2.2.11) esitliginde payda sifir oldugunda

ol ™ =252 et

2

ol o -1

elde edilir. Buradan

. blow-up zamani elde edilmis olur.
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3. COZUMLERIN BLOW-UP’I iCIN BIR UYGULAMA

Problem 3.1. Yukarida verilen agik esitsizlik metodunu kullanarak asagidaki problemin

¢Oziimiinlin blow-up zamanini aragtiralim.

u, — Au+Nu=f(u)

u(x,O) =u, (x),

ulx, 1) =0, (3.1

Ou
o (Vu)nl r =0,

(3.1) denkleminin her iki yanin1 #, ile ¢arparak ve € iizerinden integralini alalim.

“wu, ~uAu+u,Nu=u, fu)

[uldx — [u,Audx + [u,Nudx = [u, f(u) (32)
Q Q Q Q
n - 5]

I, ve 1, integrallerine Green-Gauss formiiliinii uygularsak

I = ju,Audx=— JVu,Vudx
Q Q

Iy = J-utAzudx=— IVu,V3udx
Q

Q

bulunur ve bu esitlikler (3.2) esitliginde yerlerine yazarsak

e, ||* + § Vs, Vachx ~ [ Vot VP = j-‘i’f f(&)d&ax (33)
Q Q Qdto
I3 '

esitligi elde edilir. Burada 1 , integraline Green-Gauss formiilii uygularsak

1= J‘Vu,V3udx=—,. IAu,Audx
Q Q ’

bulﬁnur ve bu esitlik (5.3) de yerine yazilirsa ve f(u) fonksiyonun ilkeli F (u) oldugu kabul

. edilirse

Hu,”2 + jVu,Vudx+ IAu,Audx =£— JF(u)dx
Q Q - dt 3
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2 1 d 2 1 d 2 _ i
l[u, ” + (!2 o (Vu) dx + ('!‘ > (Au) dx = 7 é[F (u)dx
2 dl 2 d1l 2 d _
e + ZE"V"” + QEHA”” - EJF ()dx=0
dl1 1
~ IVl + S’ ~ [Fae |+ ] =0
Q
bulunur. Bu son esitlikteki kogeli parantez igini
1 1,
E(f)= —2—]|Vu"2 +5]|Au]|2 — [ F(u)dx (34)
Q
ile ifade edelim. (3.1) denkleminin her iki yanm: # ile ¢arpalim ve Q bolgesi iizerinden

integralini alalim.

un, —ulu + uhu = uf (u)
J'uu,dx— whuds + [uN>uds = juf(u)azx 3.5
Q Q Q Q .
I, I

I, ve I, integrallerine ayr1 ayr1 Green-Gauss formiiliinii uygulayalim

I, = I uAudx = ——"Vu[]2 §
Q

I = Jquudx=— [vuv*uds
Q

Q

elde edilir ve bu I, ve I integrallerini (3.5) esitliginde yerlerine yazarsak

gjzuu,dx+"Vu"2 _ KJ‘ZVuV3udx= ‘Ilzgf(u)dx , (3.6)

Is
bulunur. (3.6) esitligindeki /4 integraline Green-Gauss formiiliinii uygulayallm
Iy = [V ud =—[A?
Q ' |
bulunur ve bu bulunan 7, integralini (3.6) esitli§inde yazarsak

e+ [V + Jpa? = [t

Q Q

esitligi bulunur. Bu ifade agagidaki gibi
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> bl 9l ol = ey
veya

3 ol =Vl -l + [ s | 6.)

seklinde ifade edilebilir.
1 2 1 2
EQ)={val’ +palf” - ‘_)[F(u)dx

esitliginin her iki tarafimi 2 ile garpalim

26()=[Va +|aul” -2 [Flu)aix

. bulunur ve burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
~ Ve —aul* =2 [F(u)a - 25()> -2 [Fu)eix - 2(0)
Q ' Q ,
~ Ve ~Jpaf =2 [F (s - 28(0) . (3.9)
Q

elde edilir. (3.8) esitsizligi (3.7) esitliginde g6z 6niine alinirsa

1Ly z[ Jur s —2 JF(u)dx—ZE(O)]

2 dt
veya
%"u“z zz( 6[uf(u)arx—z Jf(u)dx—'zE(o)] | (39) -
bulunur. Burada
[t Gu)ete = e [F (et = kBl m>1,k>2, >0
Q Q )

oldugunu kabul edélim. Bu son ifade (3.9) da yerine yazilirsa

< 22{k J Flu)dx —2JF(u)dx— ZE(O)]

%"uuz_ > 2[»(1: -2) j F(u)dx:| ~4E(0)
‘ Q
elde edilir. Burada £(0)>0 oldugundan ihmal edilir. Boylece,

m+l?

S 22 -2l w1 3.10)

_bulunur. Holder esitsizligi kullanilarak
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m+1
sy = fumide =, Qlullz)T G.11)
Q

olur. (3.11) esitligi (3.10) esitliginde yerine yazilirsa

LW > 2e-2)pe ()T, m>1

elde edilir. Burada 4 = 2(k —2)fc, olsun. O halde yukaridaki esitsizlik

m+l

d
o R KN
seklinde yazilir.
F=[uf
alirsak
m+1

A FsaF 2, ks 4
dt 2

| olacak gekilde F'>AF?%, a>1 esitsizligini saglayan bir F fonksiyoneli olugturmus oluruz.

AL )

A

m+l-

)=
her iki tarafin O dan ¢ ye integralini alirsak

VW@W3MFWhm
(wp)z

buradan asagidaki esitsizlik . .
~m+l q —m+l ) ’
E DHE -
L) -—-”%il <0

(e P
—-m+1 —m+1 ’
2 2
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ve buradan da
1

Il = 5

a5 o (2]

esitsizligi bulunur. Bu son esitlikte payda sifira giderken ]lu" — o olur.

)= ( "= |

" almirsa
A R
YA

elde edilir ki buda (3.1) denklemi icin aranan blow-up zamamdr.
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4. SONUC

Sonug olarak, bu caliymada lineer olmayan parabolik denklemlerin ¢Sziimlerinin
patlamas: {izerinde durduk ve bu §a11§ma 'ile ilgili iki metot acikladik. Konkavlik metodunda
sinir kosullarinin 6zelliklerini de yansitan ve belirli bir norma gore ¢oziimii temsil eden bir
fonksiyonel yazarak bu fonksiyonelin Levine [11] yardimci teoreminin hipotezlerini sagladigml
gosterdik. Agik Esitsizlik metodunda ise F'(t)>CF*, (@>1, C=sbt) esitsizligini
saglayan bir F' fonksiyoneli olusturulur. Boylece sonlu ¢ zamaninda bu fonksiyonellerin ve
dolayistyla ¢dziimiin normunun patladigi bulunur. Yani ¢6ziimiin sonlu bir ¢ zamanmdan sonra
* yok oldufu sOylenebilir. Coziimlerin blow-up’1 literatlirde birgok aragtirmact tarafindan
galigilmugstir, bu galigmalardan bazilarr [13-24] referanslarinda goriilebilir.
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