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OZET

Bu ¢alisma bes boliimden olusmustur.
Birinci boliimde; konunun tarihi ge¢misi verilmistir.
Ikinci boliimde; temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii boliimde; mutlak olmayan tipte Cesaro dizi uzaylari ve onlarla ilgili kavramlar

incelenmistir.

Dordiincii boliimde; genellestirilmis Cesaro dizi uzaymnin Luxemburg normuna gore bir

Banach uzay1 oldugu gosterilmis ve rotundluk, UKK 6zelligi incelenmistir.

Besinci boliimde; genellestirilmis Cesaro fark dizi uzaylar1 C,(A™) (1 < p < ),

Co (A™) tamimlanmis ve bu uzaylarin bazi 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis Cesaro Dizi Uzaylari, Luxemburg Norm, Konveks

Modular, Ug¢ Nokta, Rotundluk.



SUMMARY

Geometric Properties of Cesaro Sequence Spaces

This study is prepared as five chapter.
In the first chapter; historical background of the subject is given.
In the second chapter; the fundamental definitions and theorems are given.

In the third chapter; Cesaro sequence spaces of non-absolute type and their associate

concepts are examined.

In the fourth chapter; generalized Cesaro sequence space equipped with the Luxemburg
norm under which it is a Banach space and its rotund, UKK property are examined.

In the fifth chapter; generalized Cesaro difference sequence spaces C,(A™)

(1 <p < ™), C,(A™) are defined and some properties of these spaces are examined.

Key Words: Generalized Cesaro Sequence Spaces, Luxemburg Norm, Convex Modular,

Extreme Point, Rotundity.
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1. GIRIS

Son zamanlarda, dizi uzaylariin topolojik ve diger bazi alisilmis 6zelliklerine ilaveten
geometrik 6zelliklerinin arastirilmasi biiyiik ilgi gérmektedir. Literatiirde farkli dizi
uzaylarinim geometrik 6zellikleriyle ilgili birgok calisma bulunmaktadir. Ornegin
Mursaleen [20] Euler dizi uzayimnin bazi geometrik 6zelliklerini ¢alismis, Suantai [9]
Cesaro dizi uzayinin geometrik 6zelliklerini incelemistir. Bu ¢alismada da genellestirilmis
Cesaro dizi uzay1 ces(p) tanimlanmis ve ces(p) nin Luxemburg normuna gore rotundluk,

H-6zelligi gibi geometrik 6zellikleri incelenmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1. X # @ bir ciimle ve K reel veya komplex sayilar cismi olmak iizere
+:X X X -X,
K XX -X

fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X ciimlesine K cismi {izerinde bir vektor
uzayi ( lineer uzay ) adi verilir. Her x,y,z € X ve her A, u € K igin

LD)x+y=y+x

L) (x+y)+z=x+(y +2)

L3) Her x € X igin x + 6 = x olacak sekilde bir 6 vardir.

L4) Herbir x € X igin x + (—x) = 6 olacak sekilde bir (—x) vardr.

L5 1.x =x

Le) A(x+y) =Ax + Ay

L7) A+ wWx = Ax + ux

L8) A(ux) = (Aw)x [1].

Tanim 2.2. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.

ILl:X - R

x = |lx]|

dontigiimii asagidaki sartlari sagliyorsa bu doniisiime bir norm ve (X, ||. ||) ikilisine de
bir normlu uzay denir. Vx,y € X i¢in

N1) [|x]| = 0

N2) |Ix]| =0=x=6

N3) llax|l = |a| llx]l , « € K

N4) llx + yll < llxIl + Iyl
dir.

Burada K = R alimrsa (X, ||.||) ikilisine reel normlu uzay denir [2].



Tamm 2.3. (X, ||.|]) bir normlu uzay ve x = (x,,) de X uzayinda bir dizi olsun.

Eger Ve > 0 igin n > n, iken
I, — x|l <e

olacak sekilde bir ny = ny(€) € N sayisi varsa x = (x,,) dizisi x e yakinsaktir denir.

x = (x,,) dizisi x e yakinsak ise lim,,_,, x,, = x veya x,, = x seklinde yazilir. Bu

yakinsaklik kuvvetli yakinsaklik olarak da tanimlanir ve x,, 5 x seklinde de gosterilir [2].

Tamm 2.4. (X, ||.|]) bir normlu uzay ve x = (x,,) de X uzayinda bir dizi olsun.

Eger Ve > 0 igin m,n > n, iken
”xm - xn” <e&

olacak sekilde bir ny = ny(€) € N sayisi varsa x = (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi
denir [2].

Tamm 2.5. (X, ||.||) normlu uzaymda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu uzaya

tam normlu uzay veya Banach uzayi ad1 verilir [2].

Tanmim 2.6. (X, ||. ||) normlu bir uzay olsun. X {izerinde sinirh tiim lineer

fonksiyonellerin climlesi

B lf )l
IfIl = Sﬁlflfé Tl ”ill%glv(xﬂ

normu ile bir normlu uzay olusturur. Bu uzaya X in siirekli dual uzayi denir ve X' ile

gosterilir [2].

Tanim 2.7. (X, ||.||) normlu bir uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Her f € X' ve

n — oo igin
f(xn) = f(x)

ise (x,) dizisi x e zay1f yakinsaktir denir. (x,,) dizisi x e zayif yakinsak ise x, 5x

seklinde yazilir [3].



Tamm 2.8. (X, |[.]]) normlu bir uzay olsun. X in kapali birim yuvari
{x:xeX x|l <1}

seklinde tanimlanir ve B(X) ile gosterilir.

X in acik birim yuvari
{x:xeX|x|| <1}

seklinde tanimlanir. X in birim kiiresi
{x:xeX|xll =1}

seklinde tanimlanir ve S(X) ile gosterilir [4].

Tanim 2.9. Reel terimli tiim dizilerin climlesini w ile gosterelim. x = (xy), ¥y = (yx)

ve o bir skaler olmak tlizere, w

x+y = (x+yi)
ax = (axy)

seklinde tanimlanan iglemler altinda bir lineer uzaydir. w nin her alt lineer uzayna bir dizi

uzay1 denir [5]. Ayrica
Lo = {x = (00 suplx| < oo
k
sinirli,
c= {x = (xy): lllgn X mevcut}
yakinsak ve
Co = {x = (xy): lilzn xk}
sifir dizileri uzay1

x]leo = szplxkl



normu ile birer Banach uzayidir.
Tamm 2.10. X bir dizi uzayi olsun. X bir Banach uzay1 ve
T X = € 1(x) = xp, (K =1,2,...)

doniistimii siirekli ise X e bir BK- uzay1 denir [5].

Tamm 2.11. X bir Banach uzay olsun. Birim kiire {izerindeki her zayif yakinsak dizi
norma gore yakinsak ise X Banach uzay1 Kadec-Klee 6zelligine (H-6zelligine) sahiptir

denir [6].
Tamm 2.12. (x,,), X Banach uzayinda bir dizi olsun.

sep(xy) = inf{llx, — xpllin#m} > ¢

olacak sekilde bir € > 0 sayis1 varsa (x,,) dizisine e-ayrilmis dizi denir [6].

Tanmim 2.13. X bir Banach uzayi olsun. € > 0 verilsin. S(X) deki her bir (x,,) dizisi i¢in

sep(x,) > € Ve x, e x iken ||x|| < 1 — & olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa X e

diizgiin Kadec-Klee (UKK) 6zelligine sahiptir denir [6].
Tanim 2.14. @ : R — R siirekli bir fonksiyon olsun. Her u, v € R ve 4 € [0,1] i¢in
PAu+ (A -Dv) <A+ (1 -1)P(w)

ise @ fonksiyonuna konvekstir denir. Ozel olarak 1 = % alinirsa

® <u ;— v) < @ (u) ;— ?(v)

elde edilir. Eger u # v igin
(u + v) < ®(u) +P(v)

2 2

ise @ fonksiyonu kesin konveks olarak adlandirilir [6].

Tamim 2.15. (X, ||. ||) reel normlu uzay S(X) ve B(X) sirasiyla X in birim kiiresi ve
kapal1 birim yuvari olsun. Her y,z € S(X) icin 2x =y + z ikeny =z ise x € S(X)
noktasina B (X) in bir u¢ noktasi denir [10].



Tanmim 2.16. X bir reel Banach uzay1 olmak tizere S(X), X in birim kiiresi ve B(X), X in
kapali birim yuvari olsun. S(X) in her noktas1 B(X) in bir u¢ noktasi ise X Banach uzayima

rotund (R) denir [10].

Tanim 2.17. 0 < € < 1 olsun. Her x, y € S(X) icin ||x — y|| = ¢ iken

| x+y

> ” < 1 — §(¢e) olacak sekilde € a bagli bir 0 < § < 1 sayis1 varsa X Banach uzayina

diizgilin rotund (UR) denir [7].

Tanmim 2.18. X bir reel Banach uzay1 olsun. x € S(X) ve her bir (x,,) € B(X) dizisi igin
lim,,_,||x, + x|| = 2 iken lim,,_, . ||x, — x|| = 0 ise x € S(X) noktasina B(X) in yerel
diizgiin rotund noktas1 (LUR- point) denir. S(X) in her noktas1 B(X) in bir yerel diizgiin
rotund noktasi ise X e yerel diizgiin rotund (LUR) denir [10].

Teorem 2.19. X normlu bir lineer uzay ve N, X in bos olmayan bir alt ciimlesi olsun.

Bu takdirde N nin sinirli olmasi igin gerek ve yeter sart, her f € X' i¢in f(N) nin sinirh
olmasidir [13].



3. MUTLAK OLMAYAN TiPTE CESARO DiZi UZAYLARI

Cesaro dizi uzaylari

Cesp:{X=(xk)= Z<Tl_12|xk|> <00},1Sp<oo
n=1 k=1

ve

n
ceSe, = {x = (x;) : supn?! lekl < 00}
n -—

k=1

Shiue [12] tarafindan tanimland1. Jagers [11] ces,, (1 < p < o) nin K&the duallerini

hesapladi. Ng and Lee [14,15] mutlak olmayan tipte Cesaro dizi uzaylar1 olan

X, = {x = (xp) : n1
n

k

n
Xk

p
<00},1Sp<oo

=1 1

ve

n

k=1

Xoo = {x = (x;,) * sup
n

s

dizi uzaylarini tanimladilar ve X, (1 < p < ) nin

1
o) n P\p
Ielly = [ Y |7 D (3.1)
n=1 k=1
normu ile, X, dizi uzayinin da
n
Ixlloo = sup [ > x5 (3.2)
n k=1

normu ile birer Banach uzay1 oldugunu gosterdiler. Simdi bu uzaylarla ilgili ayrintili bilgi

verelim.



3.1. Normlu Kéthe Dizi Uzaylari

X, x = (x3,) key biitiin reel dizilerin ciimlesi olsun. g : X - R* fonksiyoneli

i) 0(0) =0,

i) e(ax) = |alo(x),

i) o(x +y) < o(x) +o(¥)
sartlarint sagliyorsa o fonksiyoneli yar1 norm olarak isimlendirilir.

(i) sart1 yerine o, o(x) = 0 & x = 0 sartin1 sagliyorsa o fonksiyoneli norm olarak
isimlendirilir. o(x) < oo sartin1 saglayan biitiin x dizilerinin koleksiyonunu X, ile
gosterelim. Agik olarak X, bir lineer uzaydir. X, yi ¢ yar1 normu ile donatilmig mutlak
olmayan tipte normlu Kéthe uzay olarak adlandiracagiz. Eger X, ¢ normu ile tam ise X,

ye Banach uzay1 denir.

Bu béliimde X, nin mutlak olmayan tipte bir Banach uzay1 oldugunu kabul edecegiz.

Yukarida tanimlanan g yar1 normunu kullanarak

(0]

z Xk YVk

k=1

o'(x) = sup{ 0(y) < 1}

seklinde yeni bir ¢’ yar1 normunu tanimlayalim ve g(y) < 1 sartin1 saglayan en az bir y
icin Y72, X Yy serisi yakinsak degilse g’ (x) = oo olsun. ¢’ yari normu, @ in birlestirilmis
yar1 normu olarak isimlendirilir. o' (x) < oo olacak sekilde tiim x € X dizilerinden olusan

X, uzay1 X, in birlestirilmis uzay1 olarak isimlendirilir. Her x = (x))xen € X, V€

Y = (Vidken € X, icin

Z Xk Yk

k=1

<o(®eo'(y)

yazabiliriz.

E < N bos olmayan bir kiime olsun. E nin o(xz) < oo olacak sekilde bir F alt kiimesi

varsa g yari normuna doygundur denir. Burada

1, keF
Xp = (xk)kENz 0 keF

seklinde tanimlanan bir dizidir.



o nin doygun olmasi igin gerek ve yeter sart X, nin sonlu terimli tiim dizileri kapsamasi,

yani dizinin sonlu ¢oklukta teriminin sifirdan farkli olmasidir. Asagidaki teorem

Banach-Steinhaus teoreminin bir sonucudur [15]:

Teorem 3.1.1. ¢" doygun ve y € X olsun. y € X, < Her x € X, igin Y;_q Xy <
dur [15].

Teorem 3.1.2. 1 < p < » i¢in X, uzayi (3.1) normuna gére Ve X, uzayi da (3.2)
normuna gére mutlak olmayan tipte Banach dizi uzayidir [15].

Ispat. 1 < p < oo icin kisa bir ispat verelim. (x(i))l,eN, X, de bir Cauchy dizisi olsun.
Bu durumda & > 0 ve i,j = N(e) icin [|x® — x(f)||p < ¢ elde edilir. x@ = () en
yazabiliriz. k sabiti igin (x\”);ey yakinsaktir, lim;_,. x = x, diyelim. Bu durumda her

mvei = N(¢) i¢in

1 n

_ E @ _

n (xp Xk)
k=1

elde edilir. m — oo igin limit alimirsa i = N (&) igin ||x(i) - x||p < ¢ olur. Bu X,, nin tam

P
<¢P

NgE

1

S
1l

oldugunu ispatlar. X,, un tamlig1 benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.1.3. 1 < p < » i¢in ces, C X,, Ve ces,, # X,, dir [15].

Ispat. Kapsama asikardur. ces, # X, oldugunu gostermek icin, 1 < p < o0 igin X, nin
elemani ces, nin elemani olmayan x; = —1ve k = 2,3, ... igin x, = 2(=1)* olan bir
(1) ken dizisini tanimlayalim. Diger taraftan her k € N igin x, = k(—1)* seklinde

tanimlanan (x;) dizisi X, un elemanidir ancak ces,, un elemani degildir. Son olarak

x = (x) dizisini

-1, k=1

= (-D*2k -1

xe =1 (=D ), _23
k(k—1)

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde x € X; ancak x € ces; dir.



Teorem 3.1.4.1 < p < o olsun. o(x) = (an(x))nEN doniisiimiinii o X, - 1,
o(x) =o0,(x) = % k=1 Xx seklinde tanimlayalim. Bu takdirde o, bire-bir, 6rten ve sinirl

lineer bir doniistiimdiir [15].

3.2. X, nin Birlestirilmis Uzay1
Bu béliimde X;, uzayinin birlestirilmis uzayindan bahsedecegiz.

Asagidaki sartlar1 saglayan tiim y € X, dizilerinin kiimesini Y, ile gosterelim.

(1) Her k € Ni¢in |ky,| <M
1

(2)1<q<oicind,(y) = Crzel ke — Y1) < oo,
Ao (¥) = sup{|k(Yx — Yk+1)|: k € N} < oo,

% + % = 1 olmak lizere X, nin birlestirilmis uzayin1 hesaplayacagiz.

Lemma 3.2.1. y = (¥x)ken, Xp NiN X}, birlestirilmis uzaymin bir elemani ise (kyy)xen

dizisi sinirhdir. Ozel olarak p = oo ise k — oo i¢in ky, — 0 dir [15].

Ispat.y € X, olsun. Bu durumda her x € X, i¢in Y3 xxyx < oo olur. Bu da gosterir
Ki k > oo igin xy, = 0 dir. x = (k(—=1)%) ey dizisi Xo, un bir eleman: oldugundan
k — oo igin ky, - 0 dir. s, = ~¥7_; x; yazalm. Teorem 3.1.4 den I, deki her (s)xen
dizisi igin

Vilksy — (k — 1)s;_41] = 0,k — oo igin (3.2.1)
elde edilir. (3.2.1), 1, deki her ((=1)*|s ] ken dizisi igin de dogrudur. Yani

(=D*yplklsi| = (k = Dlsg_1l] = 0,k — o igin

dir. Boylece k — o igin ky s, — 0 dir. Simdi (kyy) ey nin sinirh oldugunu gosterecegiz.
p = 1 i¢in ispat kolaydir. 1 < p < oo i¢in dizinin sinirlt olmadigini farzedelim. Bu
durumda j € N igin [k;y;,| > j olacak sekilde bir (k;yy,) alt dizisi vardir. 0 < < 1 ve

pr > 1 seklinde tanimlanan r sayisini alalim ve [, de

10



: _{ (ky )™, k=kj,j=123,..
St = 0 , diger durumlarda

seklinde (s;,)ken dizisini tanimlayalim. Bu takdirde j — oo i¢in kjykjs,'cj = (kjykj)l‘r

sifira yakinsamaz. Bu bir ¢eliskidir. Boylece dizi sinirlt olmak zorundadir.

Teorem 3.2.2. % + i = 1 olmak iizere X}, (1 < p < o0) nin birlestirilmis uzay: X, 1,

normu ile donatilmis Y, uzayidir [15].

Ispat.y € X, olsun. Her x € X, igin Y.;”_; x; Yy yakinsaktir. Simdi Abel déniisiimiinii

uygulayalim bu takdirde a,, = %22=1 X, olmak tizere

-1

3

Z XkVi = k(yk — Yk+1) 0k + Mymon,

m
k=

Juy
&
1l
Juy

elde edilir. x € X;,, 1 < p < o, oldugundan n - o i¢in g, > 0 Ve p = o i¢in (0y)nen
dizisi sinirhidir. Lemma 3.2.1 den yukaridaki esitligin son terimi m — oo i¢in sifira
yakinsar ve boylece

XYk = k(Y — Yi+1)0k

Nk
N5

1

==
1]

1

==
1]

dir. Teorem 3.1.4 i uygulayarak gorebiliriz ki {istteki seriler [, ye ait olan biitiin

0 = (o) ken dizileri i¢gin yakinsaktir. % + i = 1licin (k(Yx — Yk+1))ken lq Ya ait ve

Aq(y) = SUP{ z kWi = Yrr)ok|: llolly, < 1}
k=1

= sup{ Z XkYk

k=1

Hixll, < 1} = llyll

dir. Lemma 3.2.1 den X, c Y, oldugu ispatlanur.

Tersine; ¥y = (¥x)ken,» Yq nun bir elemani olsun. A, normu doygun oldugundan Teorem

3.1.1 ve Abel doniligimiinden x € X, ve y € Y, i¢in k — o olmak lizere my, oy — 0

11



oldugunu ispatlamak yeterlidir. 1 < p < oo i¢in yukaridaki bilinenlerden (kyy)xen sinirh

vek - oo icin g, = 0dir. p = o0 igin (0% )ken Stnirhi ve limy_ o, ¥, = 0 dir. Boylece

lkyi| < Z kly; — yj-a| < Zjlyj — Yj|
=k =k

dir. k = oo i¢in ky, — 0 elde edilir. Bu ispati tamamlar.

12



4. GENELLESTIRILMIS CESARO DiZi UZAYLARINDA DUZGUN
KADEC-KLEE OZELLIKLERI VE ROTUNDLUK

Bu kisimda ces(p) dizi uzaymin Luxemburg normuna gére rotund ve diizgiin

Kadec-Klee 6zelligine sahip oldugunu gosterecegiz.

Tanim 4.1. X bir reel vektor uzay1 olsun. ¢ : X — [0, co] fonksiyoneli

MNo(x) =0=x=0,

(ii) |a| = 1 sartin1 saglayan her a skaleri i¢in o(ax) = o(x),

(ili) Her x,y e X vehera,f > 0 igcina + B = 1 iken g(ax + By) < o(x) + o(y)
sartlarin1 sagliyorsa bir modular olarak isimlendirilir.

(iv)Herx,y € X vehera,f = 0icina + B = 1 iken g(ax + fy) < ao(x) + fo(y)

ise o modular1 konveks olarak isimlendirilir.

0, X tlizerinde bir modular olsun.

Xo={x €X:0(Ax) < o,en az bir A > 0 i¢gin}

uzayina modular uzay denir. Eger o konveks modular ise

lxll = inf {2> 0 G) <1},

inf 1
lxllo = o 7 (1 + @)

fonksiyonlar1 X, iizerinde iki normdur, sirasiyla bu normlar Luxemburg norm ve Amemiya

norm olarak isimlendirilir.
llxll < llxllo < 2]|xl
oldugundan Luxemburg normu ile Amemiya normu denktir.

Her n € N i¢in p,, = 1 olmak {izere pozitif reel sayilarin bir dizisi p = (p,,) olsun.

Genellestirilmis Cesaro dizi uzayi ces(p)



p(x) = i (%imm)pn
i=1

n=1
olmak iizere

ces(p) ={x ew: p(ix) < w,en az bir A > 0 i¢in}
seklinde tanimlanir [6].

ces(p) uzayi
lxll = inf {A>0: p (%) <1}

Luxemburg normu ile bir Banach uzayidir. p = (p,,) siirli ise

%) n Pn
ces(p) = {x =x()): Y. (%zlx(i)l> < oo}
n=1 i=1

seklinde tanimlanir [8].

[(p) Nakano dizi uzayi, o(x) = };2,|x(i)|P¢ olmak iizere

I(p) ={x ew: g(ix) < ,en az bir A > 0 igin}
seklinde tanimlanir. [(p) uzay1

lxll = inf 2> 0 UG) <1]

normuna goére Banach uzayidir. p = (p,,) smurli ise

I(p) = {x ew: ) lx()IP < oo}

i=1
elde edilir [9].

Bu calismada her k € N i¢in p;, > 1 ve p = (py) siirli olmak {izere

M = supy, py olacaktir.

Onerme 4.2. p, ces(p) iizerinde konveks modulardir [8].
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Ispat. p(x) = 0 & x = 0 ve her « skaleri icin |a| = 1 iken p(ax) = p(x) oldugu
aciktir. x,y € ces(p) vea = 0,8 = 0 igin a + § = 1 olsun. Her k € N igin t — |t|P*

fonksiyonunun konveksliginden

oo

k Pk
1
plax+py) =) (;Zm»c(i) v ﬁy(i)|>

k=1
< i a (Ezk:lx(m) +p (%Zk:b’(lﬂ)
k=1 i=1 1=
o Kk Pk © /1 k Pk
<a) (EZ'“”') B (EZIW)I)
k=1 i=1 k=1 i=1

= ap(x) + Bp(y)

elde edilir.

Onerme 4.3. x € ces(p) olsun. ces(p) iizerindeki p modular1 asagidaki 6zellikleri
saglar:

(i)0< a < 1ise, a’p (g) < p(x) ve p(ax) < ap(x),

-n - M i

(ila=1ise p(x) <a’p (a)

(ii)a=1ise,, p(x) < ap(x) < p(ax) [8].

Ispat. p konveks oldugundan (iii) agiktir. Geriye (i) ve (ii) nin ispat: kalir.

0< a < 1 olsun.

® Pk 0 A\ Pk
=3 (i30) = SR
k=1 \ i=1 k=1 \ i=1

v, (10O R T IONS
- Yo (2R = 2 (2
_ MOO 1k x(1i) pk_M X
=e Z<;Z|—|) =" (3)

elde edilir, p konveks oldugundan p(ax) < ap(x) dir. Boylece (i) saglanir.
Simdi a = 1 olsun. Bu durumda

15



- Pk o ~\ K
p(x>=;(%i|x<i>|> = ;a” (%3%00
. k ) Dk
<y (i) =)

elde edilir. Boylece (ii) saglanir.

Onerme 4.4. Her x € ces(p) igin,

() llxll < 1ise, p(x) < lIxll,

(i) llx|l > 1ise, p(x) = ||,

(iii) Ix|l = 1=p(x) =1,

(V) lIxll < 1 p(x) < 1,

W) llxll > 1= p(x) > 1,

(vi)0< a < 1ve ||x|]| > aise, p(x) > aM, ve
(vi)a = 1 ve ||x|| < aise, p(x) < a™

dir [8].

Ispat. (i) 0 < £ < 1 — ||x|| olacak sekilde bir € segelim, bu durumda ||x|| + & < 1 dir.

|I. || un tanimindan, ||x|| + &> Avep G) < 1 olacak sekilde bir 2 > 0 vardir. Onerme 4.3

(i) ve (iii) den
00 = o (TLE20) = p Gzt + 05

< (xll +2)p (3) < llxl + &

elde edilir. Bu da p(x) < ||x|| oldugunu gosterir. Boylece (i) in ispati tamamlanir.

(iD0<e< % olacak sekilde bir € > 0 segelim, bu durumda 1 < (1 — &)||x|| < ||x]|

dir. ||. || un tanim1 ve Onerme 4.3 (i) den,

1< p (i) S e o)
PNa—olxl) = a-olx”

llxl-1
Il

oldugunu gosterir. Bu (i) nin ispatini tamamlar.

elde edilir. Boylece her € € (O, ) icin (1 — &)||x|| < p(x) dir. Buda [|x]| < p(x)

16



(iii) Kabul edelim ki ||x|| = 1 olsun. ||x|| in tanimindan € > 0 i¢gin 1 + & > 4 > ||x]|| ve

p G) < 1 olacak sekilde bir 2 > 0 sayis1 vardir. Onerme 4.3 (ii) den,
X
plx) < AMp (Z) <M< (1+e)M

elde edilir. Bdylece her & > 0 igin (p(x)) < 1 + ¢ olup, bu da p(x) < 1 oldugunu
gosterir. p(x) < 1ise, p(x) < aM < 1 olacak sekilde bir a € (0,1) secebiliriz. Onerme
4.3 (i) den, p (%) < = p(x) < 1 elde edilir. Buradan da ||x|| < a < 1 olup bu bir
celigkidir. Boylece p(x) = 1 dir. Kabul edelim ki p(x) = 1 olsun. O zaman ||x|| < 1 dir.
llx]| < 1ise (i) den p(x) < ||x|| < 1 elde edilir ki bu bizim kabuliimiizle ¢elisir. Boylece
llx|| = 1 dir.

(iv) (1) ve (ii1) den goriiliir.

(v) (ii1) ve (iv) den agiktir.

(vi) 0 < a < 1ve||x|| > a olsun. Bu durumda ”2” > 1dir. (v) den p (i) > 1 olur.
Boylece Onerme 4.3 (i) den p(x) > a¥p (%) > a elde edilir.

(vii) @ = 1 ve ||x|| < a olsun. Bu durumda ”g” < 1dir. (iv) den p (x) <1lolur.a=1ise

a

p(x) < 1 = a" oldugu aciktir. a > 1 ise Onerme 4.3 (ii) den p(x) < ap (g) < aM dir.

Onerme 4.5. (x,,), ces(p) de bir dizi olsun.
(i) n = oo igin ||x,|| = 1 ise, n = oo igin p(x,) = 1,

(i) n = oo igin p(x,) = 0ise, n = oo i¢gin [|x,|| = 0 [8].

Ispat. (i) n > o igin ||x,|| — 1 oldugunu kabul edelim. € € (0,1) olsun. Bu durumda
N € N vardir 8yle ki hern > N igin 1 — £ < ||x,|| < 1 + &. Onerme 4.4 (vi) ve (vii) den,
hern = N i¢in (1 — &) < p(x,) < (1 + &)™, bun - o icin p(x,) = 1 oldugunu
gosterir.
(if) n = oo igin ||x,|| +» 0 oldugunu farzedelim. Bu durumda bir € € (0,1) ve (x,) in bir
(xp,,) alt dizisi vardir dyle ki her k € N igin ||xnk|| > & dur. Onerme 4.4 (vi) dan, her

k € N igin p(x,,) > " elde edilir. Bun — oo i¢in p(x,,) + 0 oldugunu verir.

Lemma 4.6. x € ces(p) ve (x,) € ces(p) olmak lizere n — oo i¢in p(x,) — o(x)

olsun. Bu durumda her i € N i¢in x,, (i) = x(i) ise, x,, = x dir [8].
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. o p . .
Ispat. € > 0 verilsin. o(x) = Y3, (% i-‘=1|x(i)|) ‘ < oo oldugu i¢in

D (Zu(m) <E o (41)

k=ko+1 \ i

olacak sekilde bir ky € N vardir. Her i € N ve n = oo i¢in x,,(i) = x(i) ve n = oo igin

ko 1 k Pk ko 1 k Pk
EOEDY (EZm(m) NIGEDY (EZIx(i)I>
k=1 i=1 k=1 i=1

oldugundan, her n > n, igin

ko k Pk ko k Pk
1 1 1
p(xy) — ;(Ei;lxn(m) <p(x)—;<E;|x<i)|) oo (4.2)

ve

ko 1 k Pk
- I3 g
) (E Ch x(l)l) <% (43)

olacak sekilde bir ny € N vardir. (4.1), (4.2) ve (4.3) den her n > n, igin

T (%lenm - x(m)

k=1

=Z< ZIxn(l)—x(lN) + Z ( Z|xn(z)—x(z)|>

k Pk o k Pk
<s+2 2 (1Z|xn(o|) + ) (%Xlx(m)

ko k bk © k
=42 p(xn)—ZGlen(m) + ) (%le(iﬂ)

k=1 i=1 i
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ko k Dk [ k Pk
£ 1 1 1
<§+2M (p(x)— (EZVC(O') +§2—M+k—kz+1<EzllJC(l)|)

Pk

o k Dk © k
St N (Dol) timr Y (DY ko
~3 kO 32M kLW

k=k0+1 i=1 k=k0+1 i=1

oo k Pk
e
~ 3 r L*C 3 2M

k=k0+1 =1
<8+€+€_
373737 °

elde edilir. Bu da gdsterir ki n — oo igin p(x,, — x) = 0 dir. Bdylece Onerme 4.5 (ii) den

n — oo igin ||x, — x|| = 0 dir.

Teorem 4.7. ces(p) uzay1 H-6zelligine sahiptir [8].

Ispat. x € S(ces(p)) ve (x,),ces(p) de n - o igin [|x,|| = 1 ve x, " x olacak
sekilde bir dizi olsun. Onerme 4.4 (iii) den p(x) = 1, Onerme 4.5 (i) den n — oo igin
p(xy) = p(x) dir. p; : ces(p) = R, p;(y) = y(i) seklinde tanimlanan doniisiim ces(p)
tizerinde siirekli lineer fonksiyonel olup, her i € N ve n — oo i¢in x, (i) = x(i) dir.

Lemma 4.6 dan n — oo igin x,, = x elde edilir.

Teorem 4.8. ces(p) uzayi rotund uzaydir [8].

Ispat. x € S(ces(p)) ve y,z € B(ces(p)) olmak iizere x = yTJrZ olsun. Onerme 4.4 ve p

konveks oldugundan
1 1
1=p() <5 (pM +p@))<5A+1) =1

elde edilir, 6yle ki p(x) = %(p(y) + p(z)) = 1 dir. Budaher k € N igin

k Pk k Pk k Pk
<Ez y(® +Z(l)) _ E(Ezly(”l) +E<EZ|Z(D|> (4.4)

; 2
=1
oldugunu ifade eder. Her i € N i¢in y(i) = z(i) oldugunu gosterecegiz. (4.4) den

19



B ‘y(l) +z(1)™
h 2

1
lx(D)[P =5 (y@IPr +12(D)P) (4.5)

elde edilir. t = |t|P* doniisiimii kesin konveks oldugundan, (4.5) den y(1) = z(1) dir.
Simdi heri = 1,2,3, ...,k — 1 i¢in y(i) = z(i) oldugunu farzedelim. O zaman her
i =123, .., k—1icin y(i) = z(i) = x(i) elde edilir. (4.4) den

k 2 2

i=1

. Pk
<1i y(D) + 20) )’” N ROIE DO

Pk

k Dk k
1(1 _ 1(1 ,
=§(E;|y<m) +5<E;|Zo)|> (4.6)

elde edilir. ¢ — |¢[P+ doniisimiiniin konveksliginden XXy (1)| = + %I, 12()] dir. Her

i=123,..,k—1icin y(i) = z(i) oldugundan

ly(k)| = |z(k)I (4.7)

dir. y(k) = 0ise z(k) = y(k) = 0 dir. y(k) # 0 olsun. O zaman z(k) # 0 dur.
y(k)z(k) < 0ise (4.7) den y(k) + z(k) = 0 elde edilir. (4.6) ve (4.7) den

k-1 Pk k-1
1 1
<E;Ix(i)l) = E(;Ix(i)lﬂy(k)l)

olup bu bir ¢eliskidir. Béylece y(k)z(k) > 0 olur. Bu da (4.5) den y(k) = z(k) oldugunu

(43

ifade eder. Boylece her i € N i¢in tiimevarimdan y(i) = z(i), yani y = z dir [8].
Onerme 4.9. (x,) € B(I(p)) Ve () € B(U(p)) olsun. o (2222) 5 1 (n - oo) ise her
i € Nigin x,(i) — ¥,(i) = 0 (n = o) dir [9].

Xp+x
2

Onerme 4.10. (x,)) € B(ces(p)) ve x € S(ces(p)) olsun. p( ) - 1(n - x)ise

her i € N i¢in x,, (i) = x(i) (n = o) dir [9].

Ispat. Her birn € N ve i € N i¢in,
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{sgn(xn(L) +x(D),  x,(D) +x(i) # 0ise

Sa(D) = , X, (1) + x(i) = 0 ise

olsun. Boylece

i( Z na)""z(i)%i n(>@> i( 2

k=1

xn (1) + xo)D

=p (x"2+x) -1 (4.8)
elde edilir.
Her n, k € N igin @, (k) = + Xy 5, (i) % (i) Ve by (k) =+ ZK; 5,(i) x(i) olsun. Bu
durumda (a,,) € l(p) ve (b,) € L(p) olup, (4.8) den n — oo igin

()

elde edilir. Onerme 4.9 dan her i € N i¢in
an (i) — by (i) - 0 (n > ) (4.9)

elde edilir. Simdi biz her k € N i¢in x,, (k) = x(k) (n = o) oldugunu gosterecegiz.

Onerme 4.9 dan n — o i¢in
Sn(Dxp (1) — 5,(Dx(1) » 0 (n > )

elde edilir. Budan — oo igin x,(1) = x(1) oldugunu gosterir. Farzedelim ki her

i <k —1iginx,(i) = x(i) (n » o) olsun. Bu durumda her i < k — 1 i¢in
Sn (D) (X () = x(i)) = 0 (n - ) (4.10)

elde edilir. sn(k)(xn(k) - x(k)) = k(an(k) b (k)) s, () (xn(L) — x(t))
oldugu igin, (4.9) ve (4.10) dan n - oo igin s, (k) (x,, (k) — x(k)) - 0 elde edilir. Bu da
n — oo igin x, (k) = x(k) demektir. Béylece tiimevarimdan her k € N igin x,,(k) — x(k)

(n > o) elde edilir.

Teorem 4.11. ces(p) uzay yerel diizgiin rotund uzaydir [9].
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ispat. x € S(ces(p)) ve (x,), B(ces(p)) de ||lx, + x|| > 2 (n > =) olacak sekilde bir

Xn+x
2

dizi olsun. Bu durumda n — oo i¢in ” — 1 dir. Onerme 4.5 (i) den n - o i¢in

p (%) — 1 olur. Onerme 4.10 dan her i € N olmak iizere n — oo i¢in x,, (i) — x(i) dir.

& > 0 verilsin. Bu durumda

) k Pk
1 ] e 1

k=k0+1 l=1
ko k Pk
1 ) ) €
> (EZML) - x(l)l) <3, nzmng (4.12)
k=1 i=1
ko k Dk ko k Pk
1 _ 1 , e 1
D D m@1) > Y (D) KOl —z5m,  nzn (413)
k=1 \ i=1 k=1 \i=1

olacak sekilde k, € N ve n, € N sayilar1 vardir. Onerme 4.4 (i) ve (iii) den her n € N i¢in
p(xy) < 1vep(x)=1dir. (4.11), (4.12), (4.13) ve a,b = 0 igin

(a + b)Pk < 2Pk(aPk 4 bPk) gerceginden her n = ny igin,

) k Pk
1
plin—2)= ) (;len@ - x(m)

=t
o/ e -
- kzl <E;|xn(i) - x(i)l) + k;oﬂ (E;m(o - x(i)|)
¢ 2 (1% & 1 o
<5+ k:kZﬁl(E;lxn(Dl) +k=kzo+1<E;|x(i)l)
ko k Pk o0 k Pk
=<+ (p(xn) - ;(%me) +k_;1(%;|x<i>|)
o /1 "oow P
<s+2M <1—k_1<EZ|xno)|) +k_kzo+1<;Z|x(i>|)
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Pk

ko k Pk ) k
£ 1 1 1
<§+2M<1_ (EZu(m) ) (Ezwn)

k=1 \ =1 k=ko+1 \ i=1
ko k k Pk
A POENEY o) +5ke MY
~3 P e L 32M e L
k=1 i=1 k=ko+1 i=1
© k k Dk
=ty lch(m S (2 ko
3 k 2 32M k .
k=k0+1 =1 k= k0+1 i=1

o 1 k Pk
— M+1 — <
3+2 Z (kZIx(l)I) +3
k—k0+1 i=1
<£+e+e_
33737 ¢

elde edilir. Bu da gosterir ki n — oo igin p(x,, — x) — 0 dir. Bdylece Onerme 4.5 (ii) den

n — o igin ||x,, — x|| = 0 dir. Teoremin ispat1 tamamlanir.
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5. BAZI GENELLESTIRILMIS CESARO FARK DiZi UZAYLARI

Fark dizi uzaylar fikri ilk kez Kizmaz [19] tarafindan ileri siiriildii. Kizmaz 1981 de

Ax = (X — Xp4+1) Ve X = 1, c Veya ¢ i¢in
X(8) ={x = () : (Axy) € X}

dizi uzaylarini tanimladi. Daha sonra Et ve Colak [17] genellestirilmis fark operatoriinii

kullanarak bu uzaylar1 genellestirdiler. m herhangi bir pozitif tamsay1 olmak tizere

m
Am,z W oW

operatorlerini
. k-1
(Alx)k = Alxk =Xk — Xg+1) (z x) = 2 xj ) (k = 0111 )I
k -
j=1

m 1 m-1
AM= AloAm_l, z =Z OZ (m=2)

seklinde tanimlayalim. A¢ikca w iizerinde

m m
z o A= Amoz =id

dir.

1995 yilinda Et ve Colak [17] yukaridaki dizi uzaylari X = [, ¢ veya ¢, iginm € N,

A% = (xx), Ax = (g — Xg41), A™x = (A™xp) = (A" 1y — A Mxpyq),
m
m
ams = Y (<7 () 2w
v=0

olmak iizere
X(A™) = {x = (x;) : (A™xy) € X}

dizi uzaylaria genellestirdi. X (A™) dizi uzaylar1 X = [, ¢ veya ¢ i¢in



m
Iells = ) Tl + 4™l
i=1
normuna gére Banach uzaylaridir. Simdi A™ operatoriinii

m
Ay = Z(—l)i (T) Xk—i
i=0

seklinde tanimlayalim. AT (X) in

x|,y = sgpl A, |

normuna gore bir BK-uzayi oldugu gosterilebilir, ||x]||, Ve ||x||,» normlart birbirine denktir.

Her k € N igin (A™x},) € X olmast igin gerek ve yeter sart (AT™x;,) € X olmasidir.

A operatoriinii kullanarak 1983 yilinda Orhan [16] asagidaki uzaylar1 tanimladi.

( © L&
{x = ()t ) =) A
n=1 k=1

n
1
{x = (0 s supy |- ) A
\ n &
k=1

( 1) 1 n p
{xz(xk): Z(—ZIAxH) <00}, 1<p<ow
n=1 nk=1
n

1
{x = (1) * supn = > |kl < oo}, p=oo
\ i

p
<00}, 1<p<o

Xp(8) =

<OO}, p =0

Cy(8) =4

Xp(A)uzay1 1 < p <  igin

1
n P\p
1 A
- X
n k
k=1

Ielly = b+ { D

n=1

)

X Uzayl

xllz = lx1| + sup,

)

n
n Xt
k=1
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Cp(A) uzay1 1 < p < o igin

S

o) 1 n 4
= =) A )
Ixlls = Ix:] + z<n2| xk|>

n=1 k=1

Co (A) uzayi

n
1
Illa = | + supn— > A%,
k=1

normlari ile birer normlu uzaydir. Agik olarak C,(A) € X,(A) (1 < p < o) dir. Bu
kapsama kesindir. Gergekten (x;,) = ((=1)%), Cp(A) nin elemant degil fakat X;,(A) nin
elemanidir. Bundan baska

0 k=1

Xk = (—1)k
k )

olarak tanimlanan dizi X; (A) nin elemanidir fakat C; (A) nin eleman1 degildir. Simdi x
dizisini x = (=1)*k (k = 1,2, ...) seklinde tanimlayalim. Bu takdirde (x;) & C.,(A) fakat
(xx) € X (A) dir. Diger taraftan ces, c C,(A) (1 < p < o) kapsamasi kesindir. Dikkat
edilirse X, ve C,(A) uzaylarinin ortak elemanlari vardir. Fakat bu uzaylar birbirlerini

kapsamazlar. Et [18], m € N olmak iizere C,(A™) (1 < p < ) Ve C, (A™) uzaylarm

Cp(A™) = {x = (x;) : i %Zn: AMx;,

k=1
ve

p

<00,1Sp<00}

n

1zAm
n Xk

k=1

Co(A™) = {x = (x;) : sup, <oo,n > 1}

seklinde tammladi. C,(A™) ve Ce, (A™) in lineer uzay olduklar agikardr.
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Teorem 5.1. C,(A™), 1 < p < » i¢in

m o) 1 n P\p
Ielly = D Tl +( 7|2 am 5.
i=1 n=1 k=1
normuna gore bir Banach uzay1 ve C., (A™),
m 1 n
Ielleo = ) Ll + supy |- > 4™ (5:2)
i=1 k=1

normuna gore bir Banach uzayidir [18].

Ispat. C.,(A™), (5.2) normuna gore bir normlu uzaydir. Co, (A™) in tam oldugunu
gostermek igin, her bir s € N i¢in x* = (x{) = (x7,x3, ...) € Co, (A™) olmak lizere

Co (A™) de (x*®) bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda s, t — oo igin

-0

n
1

_ Am S _ At
nz (e — x1)
k=1

dir. Boylece s,t — oo ve her bir k € N igin

m
|x5 — x| = leis — xf| + sup,
i=1

lxi —xE| > 0

elde edilir. Bu da (x;) = (x},xZ, ...) dizisinin kompleks sayilar ciimlesi ¢ de Cauchy

dizisi oldugunu gosterir. € tam oldugu i¢in dizi yakinsaktir. Her bir k € N i¢in
lim x; = x;,
S

yazabiliriz. (x*) Cauchy dizisi oldugundan, Ve > 0 i¢cin N = N(¢) vardir dyle ki her

s,t = N igin ||x5 — x||, < & dur. Bdylece her k € N ve her s,t > N i¢in

m
Z:IxiS —xf|<e
i=1

ve

<e¢

n
1

_ Am S _ At
nZ (X — x5)
k=1
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dir. Her s > N igin

m m
li{nZIxis —xf| = ZIxis —xi| <e

ve
n

1
_ Am S _ At
n § (X — X))

k=1

n

1
—|= A (xS —
nE (xp — x1)

k=1

<¢g

lim
t

elde edilir. Bu da her s > N igin [[x® — x|, < 2¢ oldugunu gosterir ki x = (x) olmak

lizere s = o0 i¢in x5 — x dir.

n
1N ym
2t
k=1

n
1
= ;2 A™(xp + xN — x)

Z A™ (el — )

n

1
_ AT N
PR

k=1

IA

n
1

— x
n k

k

< |IxV — x|l + <

oldugundan x € C,(A™) elde edilir. Boylece Co, (A™) bir Banach uzayidir. Benzer yolla

Cp(A™) in (5.1) normuna gore bir Banach uzay1 oldugu gosterilebilir.

Cp(A™) (1 < p < o) Banach uzay1 ve her k € N igin ||x* — x||, = 0 (s — o) iken

|x* — x| = 0 (s = o) oldugundan C,,(A™) bir BK-uzay1dur.

Teorem 5.1 de m = 1 ve m = 0 alinirsa sirasiyla asagidaki sonuglar elde edilir.
Sonug¢ 5.2. €, (4) (1 < p < ) uzay1 bir Banach uzayidir [16].
Sonuc 5.3. X,,(4) (1 < p < o) uzay1 bir Banach uzayidir [15].

Simdi

5 Cp(A™) - C,(A™), x = sx = (0,0, ..., Xyt 1, X2y -on)
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operatoriinii tanimlayalim. A¢ik olarak bu operator C,,(A™) iizerinde sinirli lineer bir

operatordiir. 1 < p < o i¢in
s(C(A™) = sC,(A™) = {x = (x) : x € C,(A™), X1 =Xy =+ = Xy, = 0}
ciimlesi C,,(A™) in alt ciimlesidir.
Simdi bu dizi uzaylar arasindaki baz1 kapsama iligkilerini verelim.
Teorem5.4.1 < p < qise C,(A™) c C,(A™) dir [18].

Ispat. 1 < p < q icin

1 1
n a n 5
<z|ak|q) < (2lak|p>
k=1 k=1
esitsizligi ispat1 verir.
Teorem 5.5. 1 < p < oo igin C,(A™ 1) < C,(A™) kapsamasi kesindir [18].
Ispat. 1 < p < o0 i¢in x = (x;) € C,(A™ ") olsun. Bu durumda

1ZAm
n Xk

k=1

dir. 1 < p < o igin
la + b|? < 2P(|al? + [b|?)

oldugunu biliyoruz. Boylece 1 < p < o i¢in M = 2P olmak iizere

1 n 14
—Z Amxk < M{
n

k=1

olur. Her bir pozitif r tamsayisi igin

s

n=1

n 14

1
I

k=1

r p r

2.

n=1

n

1zAm
n Xk

k=1

n

1
22 A

k=1

olup r — oo igin
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oo n p oY) n p o) n p
Z EZAmx <M Z lZ:Am_lx +Z 1Z:Am_lx < ©
n kKl = n k n k+1
n=1 k=1 n=1 k=1 n=1 k=1
elde edilir.

Boylece 1 < p < o0 igin C,(A™1) € C,(A™) dir. Kapsama kesindir. Gergekten;
x = (k™~1) dizisi 1 < p < oo igin C,(A™) in bir elemam fakat C,,(A™1) eleman
degildir. Benzer sekilde Co, (A™ 1) C Co (A™) oldugunu gostermek kolaydir.
Coo (A™ 1) # Co (A™) oldugunu gérmek igin, her k € N igin x;, = k™ seklinde (xy)
dizisini tammlayalim. Bu durumda (x;), Ce, (A™) in bir elemani olup Co, (A™ 1) in
elemani degildir. Diger taraftan c(A™) C [, (A™) < C,(A™) olup bu kapsama kesindir.

Gergekten,;

N k = n?

Ay, = { , n=12,..
k 0o , k # n?

seklinde tanimlanan (x;) dizisi C,, (A™) in elemani [, (A™) in elemani degildir.

Cp (A™) ve c¢(A™) uzaylarmin ortak elemanlar: vardir, fakat birbirini kapsamazlar.
Gergekten; (x) = (k™) dizisi, c(A™) in bir eleman1 olup C,,(A™) in bir eleman: degildir.

Diger taraftan (x;) = ((—=1)*) dizisi C,(A™) e ait fakat c(A™) e ait degildir.

Uyarn 5.6. 1 < p < o i¢in C,(A™) dizi cebiri degildir. Bunu bir drnekle agiklayalim.
x = (k) ve y = (k™ 1) olsun. Agik olarak x,y € C,(A™) (1 < p < ), x.y & C,(A™)
dir.

Simdi 0, (A™) ve O, (A™) uzaylarmi

n

) 14
1

k=1
n
1
Os (A™) = {x = (x;) : suanmexk' < o0, n> 1}
k=1

olarak tanimlayalim. Bu uzaylar sirasiyla
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1
p

m o 1 n 14
Ixll,, =Z|xi|+ z<£ZIAmxk|> , 1<p<oo
i=1 n k

m 1 n
Iclls, = Y lil + sup, <EZ|Amxk|>
i=1 k=1

normlarma gore normlu uzaylardir. Agik olarak 0,(A™) c C,(A™), 1 < p < oo dir.

1 < p < o0 igin 0,(A™ 1) € 0,(A™) oldugunu gérmek kolaydir.

5.1. Dual Uzaylar

Bu kisimda Co, (A™) ve O, (A™) in K6the-Toeplitz duallerini tanimlayacagiz. Bunun

icin agagidaki birka¢ Lemmay1 ispatsiz olarak verecegiz.
Lemma5.1.1. x € sC, (A™) ise supy k™A™ 1x, | < oo dur [18].
Lemma 5.1.2. sup, k1| A™ 1x,| < oo iken sup, k~™|x,| < oo dur [17].
Sonug¢ 5.1.3. x € sC,,(A™) iken sup;, k™™ |x;| < oo dur [18].
Tamm 5.1.4. X bir dizi uzayi olsun ve
X* = {a = (ay) : ilakxkl < oo, her x € X icin
k=1

tanimlayalim. X¢ ya X in a-dual uzaylari denir. X%, Kothe-Toeplitz dual uzayi olarak da
isimlendirilir. X c Y ise Y* c X% dir. X € X** oldugu agiktir. X = X%% ise X bir ¢-uzay
olarak isimlendirilir. Ozel olarak bir a-uzay Kéthe uzay veya kusursuz (perfekt) dizi uzay:
olarak adlandirilir [18].

Lemma 5.1.5. m bir pozitif tamsay1 olsun.

[sCo (A™)]* = {a = (ay): Z k™|a;| < oo}
k=1

dur [18].
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ispat.

U, = {a = (ay): z k™|a;| < oo}
k=1

diyelim. a € Uj ise, her bir x € sC,,(A™) igin Sonug 5.1.3 den

oo [o2]
Dl = D k™l (k™) < o0
k=1 k=1

dur. Boylece a € [sC,, (A™)]* olur.
a € [sC,(A™)]* olsun. O zaman her bir a € sC,, (A™) i¢in Y-, |akxy| < oo dur.

{0 , k<m
X =

P (5.1.1)

seklinde tanimlayalim. Bu dizi i¢in

oo m oo
Z|kmak| = 2|kmak| + Z|kmak| <
k=1 k=1 k=1

yazilabilir. Bu da a € U; oldugunu gosterir.
Teorem 5.1.6. [sCo (A™)]* = [Co (A™)]* [18].

Ispat. sC.,(A™) C Co(A™) oldugundan [Ce, (A™)]% € [sCo (A™)]* dhr.
a € [sCx(A™)]* ve x € Co, (A™) Olsun. x" = (x},) € sC, (A™) i¢in

{xk, k<m
x =
T g, k>m

seklinde x = (x) dizisini alalim. Bu durumda

oo m o]
Dl = ) o + ) laixi] < oo
k=1 k=1 k=1

yazabiliriz. Buradan a € [Co, (A™)]“ dur.

Teorem 5.1.7. [0, (A™)]* = [Coo (A™)]* [18].
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Teorem 5.1.8. X = 0, (A™) veya C, (A™) igin
[X]%* = {a = (ay) = supy k™™ |ax| < oo} dur [18].

Sonu¢ 5.1.9. X = 0, (A™) veya C,, (A™) olsun. Bu durumda X perfekt degildir [18].
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6. SONUC

Bu tezde, Ng ve Lee tarafindan tanimlanan mutlak olmayan tipte Cesaro dizi uzaylari,
m pozitif bir tamsay1 olmak iizere, genellestirilmis fark operatorii A™ kullanilarak C,(A™)
ve Co, (A™) uzaylarina genellestirildi ve bu uzaylarin Kéthe-Toeplitz dualleri verildi.

X # X** oldugundan bu uzaylar perfekt uzaylar degildir.
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