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OZET

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir.

Giris boliimiinde; ylizeylerin diferansiyel geometrisi hakkinda genel literatiir

bilgilerine yer verildi.

Ikinci bolimde Oklid, Lorentz, Pseudo-Galilean ve Galilean uzaylarinin 6nemli

tamim ve teoremleri verildi.

Ucgiincii, dérdiincii ve besinci boliimlerde sirastyla Oklid, Lorentz ve Pseudo-Galilean

uzaylarinda factorable yiizeylere yer verildi.

Son boliimde ise Galilean uzayinda Factorable yiizeylerin sifir Gauss egrilikli yiizey

olmasi durumlarina gore karakterizasyonlar detaylica incelendi.

Anahtar Kelimeler: Galilean Uzayi, Pseudo Galilean Uzayi, Factorable Yiizey,

Gauss Egriligi, Ortalama Egrilik



SUMMARY

(Factorable surfaces in 3-dimensional Galilean Space)
This thesis consist of six chapters:

In the first chapter, general data in relation to differential geometry of surfaces are

given.

In the second chapter, some basic definition and theorems of Euclid, Lorentz,

Pseudo-Galilean and Galilean spaces are given.

In chapter [3, 4, 5 ], factorable surfaces in the Euclid, Lorentz and Pseudo-Galilean

spaces are respectively given.

In the sixth chapter, we introduce the factorable surfaces in the Galilean space G;

and completely classify such surfaces with null gaussian and mean curvature.

Key Words: Galilean Spaces, Pseudo- Galilean Space, Factorable Surfaces, Gauss

Curvature, Mean Curvature
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1. GIRIS

Yiizeylerin diferansiyel geometrisi, geometrinin 6nemli inceleme alanlarindan
biridir. Yiizey kavrami, Oklid uzaymnda ve Oklidsel olmayan uzaylarda diferansiyel ve

integral hesabin metodlar1 kullanilarak bir ¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir.

Ayrica Oklid geometrisinde incelenen yiizeylerin Oklidsel olmayan geometrilerdeki
durumu da birgok arastirmaci igin arastirma konusu olmustur ve énemli ¢aligmalar ortaya

cikmistir. Bu yiizeylerden 6nemli bir tanesi de Factorable yiizeylerdir.

Geometri alanindaki arastirmacilardan bazilart Oklid, Minkowski ve Pseudo-
Galilean uzaylarinda Factorable yiizey kavramini tanimlamis ve bu yiizeyi egrilikleri

yardimi ile karakterize etmislerdir.

Sifir Gauss egriligine sahip yiizeyler de diferansiyel geometride 6nemli rol oynar.
Diferansiyel geometride yiizeyler null (sifir) Gauss egriligine sahip olmasi ve minimal
olmasi agisindan bazi arastirmacilar tarafindan smiflandirilmistir. Bir ylizey eger sifir
Gauss egriligine sahip ise agilabilir yiizey olarak isimlendirilir. Silindir ve koni bu

yiizeylere ait 6rnekler olarak verilebilir.

Bu calismada ise daha once belirtilen Oklid ve Oklid dis1 geometrilerdeki
calismalardan esinlenerek Galilean uzayinda factorable yiizey kavrami ¢alisilmistir. ilk
olarak Gz Galilean uzayinda factorable yiizey tanimi verilerek bu yiizeyin Gauss ve
ortalama egriligi hesaplanmistir. Bu egriliklerin sifir olma durumlar1 detayli bir sekilde

incelenerek bu durum hakkinda temel bir siniflandirma yapilmaistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tanmim 2.1.1. Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi istiinde bir vektor uzayr V
olsun. Asagidaki onermeleri dogrulayan bir f:A x A — V fonksiyonu varsa A ya V ile

birlestirilmis afin uzay denir.
A)) VP, QRE Aigin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R)

A,)VPeAve Vac€eVigin f(P,Q) = a olacak bigimde bir tek Q € A noktasi
vardir [1].

Tamm 2.1.2. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayi1 da V olsun. V de bir

i¢ carpim islemi olarak, x = (xq,xy, ..., X,) Ve y = (V1, V2, -, Vn) olmak lizere
<,>:VxV->R

(x,y) »<xy>=XL1%Y
Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzaklik ve a¢1 gibi metrik

kavramlar tanimlanabilir. Bdylece bu afin uzay Oklid uzay: admi alir [1].

Tanmm 2.1.3. d:E" X E" > R

(X»J’) - d(x»y) =|l ﬁ; = \/Z?:l(xi - yi)z

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(x,y) reel
sayisina da x ile y noktalari arasindaki uzaklik denir [1].

Tanmm 2.1.4. d:E" X E™" > R

(x,y) > d(x,y) =l xy |
bigiminde tanimlanan d fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda Oklid metrigi denir [1].

<xy,yz>

e q e e _
Tanmm 2.1.5. V x,y,z € E™i¢in Xyz agisinin 0l¢iisii; cosf = eyl

esitliginden
hesaplanan 6 reel sayisidir [1].

Tamm 2.1.6. M bir topolojik uzay olsun. M igin asagidaki dnermeler dogru ise M

bir n— boyutlu topolojik manifold denir.

(M;)M bir Hausdorff uzayidir.



(Mz) M nin herbir acik alt climlesi E™ e veya E™ in bir agik alt ciimlesine

homeomorftur.

(MS) M sayilabilir ¢oklukta agik ciimlelerle ortiilebilir [1].

Tamim 2.1.7. E™de bir agik alt ciimle U olmak {izere f: U — R fonksiyonunun k-
yinc1 mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f fonksiyonuna C* sinifindan

diferansiyellenebilirdir denir [1].

Tamm 2.1.8. M bir topolojik n — manifold olsun. M iizerinde C* smifindan bir
diferansiyellenebilir yap1 tanimlanabiliyorsa M ye C* sinifindan difaransiyellenebilir

manifold denir [1].
Tamm 2.1.9. x:R3> x R® - R3

(@) > axp

seklinde tanimli X i¢ islemine vektorel carpim islemi ve a X 8 vektoriine de vektorel

carpim denir [1].

Tanmm 2.1.10. M, R3 uzaymn bir alt kiimesi olsun. M nin herbir p noktasi igin, p
nin R® de bir A komsulugu ve R? nin bir U agik alt kiimesinden, R3 uzayina bir ¢
fonksiyonu asagidaki iki Onermeyi dogrulayacak bicimde bulunabiliyorsa, M ye R3

uzayinda bir yiizey denir.
(1) : U — R3 fonksiyonu diferensiyellenebilir ve regiiler bir fonksiyondur.
2) p(U)=MnNA dirve ¢: U — @(U) fonksiyonu homeomorfizmdir [2].

Tamim 2.1.11. N, M yilizeyinin birim normal vektor alan1 olmak iizere, M nin her p

noktasinda,
Sp: Ty(M) = T, (M), S,(vp) = =Dy N

bigiminde tanimli S fonksiyonuna, M yiizeyinin N birim normal vektor alanina bagl  sekil

operatorii denir [2].



Tamim 2.1.12. R3 uzayinda bir M yiizeyinin herbir p noktasina
Ly Ty(M) X T,(M) > R, L(v,,w,) =<, ,w, >

fonksiyonunu karsilik getiren I fonksiyonuna, M tizerinde birinci temel form denir.
IL: T,(M) X T,(M) > R, 11,(v,,w,) =< S(v,),w, >

bigiminde taniml1 II fonksiyonuna ise M iizerinde ikinci temel form denir [2].

Tamm 2.1.13. Kabul edelim ki M yiizeyi

r(x,y) = (a(x,¥), b(x,y),c(x,y))
ile verilmis olsun. Burada diferansiyellenebilir a,b,c fonksiyonlarma r nin koordinat
fonksiyonlar1 ad1 verilir. Bu durumda birinci ve ikinci temel formun katsayilar
E=gr.n), F=g(rn.) 6 =g(nmn)
L= g(rxx: n),M = g(rxy: Tl), N = g(ryy' Tl)

ile verilir. Burada g Oklid i¢ ¢arpimim gdstermektedir. Burada

T X1,

Il o X1yl

yiizeyin birim normal vektor alanidir. Yiizeyin ortalama ve Gauss egrilikleri de sirasiyla

EN+GL-2FM
H== e (21.1)
LN—M?
K=—— (2.1.2)
ile verilir [2].

2.2. Lorentz Uzayinda Temel Kavramlar

Tanmm 2.2.1. V bir reel vektér uzay1 olsun. Va,b € Rve u,v,w €V igin <,>
doniisiimiine, asagidaki ozelliklere sahip ise V vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer

form denir [3].

) <uv>=<vu>,



)<au+bv,w>=a<uw>+b<v,w>
<uav+bw>=a<uv>+b<uw>

Tanmm 2.2.2. <, >, V vektor uzayi iizerinde bir bilineer form olsun. Bu bilineer

form {i¢ degisik durum altinda incelenebilir [3].

A)
)EgerVveV,v+#0igin<v,v>>0ise<,> bilineer formuna pozitif tanimli,

i) EgerVv eV, v+ 0igin <v,v><0ise<, > bilineer formuna negatif tanimli
denir.

Her iki duruma birlikte bilineer formlar i¢in tanimli durum adi verilir.
B)
1) Eger Vv € Vigin < v,v > > 0 ise <, > bilineer formuna pozitif yari- tanimli,

i) Eger Vv € Vigin <v,v><0ise <, > bilineer formuna negatif yari- taniml,
denir.

Her iki duruma birlikte bilineer formlar i¢in tanimsiz durum adi verilir.
C)
VweVigin<v,w>=0ikenv = 0 ise <, >anon- dejenere bilineer form denir.
Bu duruma ise bilineer formlar i¢in non-dejenere durum denir.
Tanim 2.2.3. V bir reel vektor uzayi ve
<,>:VxV ->R
simetrik bilineer form olsun. W c V olmak tizere
<, > WxW >R

negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzaymnin boyutuna, <, > simetrik

bilineer formun indeksi denir ve bu indeks genellikle v ile gosterilir [3].

Tamm 2.2.4. M, C* manifold ve
<,>:y(M) X (M) - C*(M,R)

XY)- <XY>



seklinde tanimli simetrik, bilineer, non-dejenere fonksiyonuna M iizerinde metrik tensor

denir. Bu metrik tensoriin indeksine M manifoldunun indeksi denir [3].

Tamm 2.2.5. M, C®manifold ve <, > de M tizerinde sabit indeksli metrik tensor

olmak iizere (M, <, >) ikilisine bir semi-Riemann manifoldu denir [3].

Tamm 2.2.6. (M, <, >) bir semi-Riemann manifoldu ve boy M = n olsun. Eger

n>2 vev = 1ise (M, <, >) ikilisine bir Lorentz manifoldu denir [3].
Tanim 2.2.7. <, > | :R"XR" - R doniistimii

vX = (%1, %5, e, xp) € R",? = (Y1, Y2, > Yn) € R™ igin
< )_(); Y > |, = —x1y1 + Xiey Xy
yada

<X,Y>|,=X", € x;y; olup

seklinde tanimlanir.

Burada <, >|_fonksiyonuna R" de bir Lorentz i¢ ¢arpimi ve bu i¢ ¢arpim ile

birlesen R" uzayina da bir vektér uzay denir. Bu vektor uzayma n — boyutlu standart
y y y

Lorentz uzay1 denir ve L" ile gosterilir.

R" tizerindeki Lorentz i¢ ¢arpiminin {el, €yrueny en} bazina karsilik geldigi matris,

-1 0..0
S=| 0 1..0
0 0..1
seklindedir [4].

Bundan sonra aksi belirtilmedikge, < , >| Lorentz i¢ ¢arpimim < , > ile

gosterecegiz ve <,>= g gdsterimini de kullanacagiz.



Tanmim 2.2.8. Bir M Lorentz manifoldu {izerinde bir tanjant vektor v olsun. Eger;
<v,v> >0iseV ye space-like (uzay - benzeri) vektor,
<v,v> <0isev yetime-like (zaman - benzeri) vektor,
<v,v> =0 ise v ye null veya light-like (1s1k - benzeri) vektor
denir [5].

Tanmmm 2.2.9. Time-like (zaman-benzeri) ve light-like (1s1k-benzeri) vektorlere

causal vektorler denir [4].

Tanmum 2.2.10. M bir Lorentz manifoldu olsun. M manifoldunun bir noktasindaki

null vektorlerinin ciimlesine; null konisi denir [3].

Tamm 2.2.11. Bir L*, n-boyutlu Lorentz uzayinin biitiin time-like (zaman-benzeri)

vektorlerinin ctimlesi ¢ olsun. u e ( i¢in
Cu)={ver | (uv)<0}

olmak tizere C(u) ya u yu ihtiva eden L" nin bir time-konisi (zaman — konisi) denir [3].
Tamm 2.2.12. L n-boyutlu bir Lorentz uzay1 olsun.
vX,Y el" i¢in <5(, ?> =0

ise X ve Y vektorlerine Lorentz anlaminda diktirler denir [6].

Sonu¢ 2.2.1. Her ikisi de time-like (zaman-benzeri) olan iki vektor birbirine dik
olamaz. Benzer diisiince her ikisi de space-like (uzay-benzeri) olan iki vektor icin de

gecerlidir [6].
Sonug 2.2.2. Lorentz uzayinda 0 vektdrii biitiin vektdrlere diktir [7].
Tamm 2.2.13. 4-boyutlu Lorentz uzayina Minkowski uzayi denir [3].

Tanmm 2.2.14. L' n-boyutlu Lorentz uzayinda bir vektor W ve <, > ise L

tizerinde bir Lorentz i¢ ¢garpimi olsun. W nin normu;

[ 1= o, w))



seklinde tanimlanir [8].

Bundan sonra aksi belirtilmedikce,

. || |, yerine || : || ifadesini kullanacagiz.

Teorem 2.2.1. X e L" olmak iizere;

i) [|X] >0 dur.
i) |X] =0« X bir null vektoriidiir.

iii) X bir time-like (zaman-benzeri) vektor olsun. Bu taktirde X € L™ igin,

-

| % 1°= —< X, % >
olur.
iv) X bir space-like (uzay-benzeri) vektor olsun. Bu taktirde,

| % 1°=<X,% >
olur [9].

Tamm 2.2.15. X=(X,,X,,X;),Y =(Y,,¥,,¥;)€L® 3-boyutlu Lorentz uzaymnda

olmak tizere;
AlLXE - 1P
(X, ?) —>XAY | = (_(Xz-ys _Xs-yz)’xa-yl —X1Y3 XY, _XZ'yl)

seklinde tanimli A |, operatoriine L* de Lorentz anlaminda vektdrel carpim denir. Bunu

matris formunda

—€, €, &
X, X
Yi Y2 Y

seklinde ifade edebiliriz [9].

Bundan sonra aksi belirtilmedikge A | sembolii yerine A semboliinii kullanacagiz.

Tanim 2.2.16. L", n-boyutlu Lorentz uzayinda bir agik alt ciimle U olmak iizere;

f:U->R



fonksiyonunun k-yinct mertebeden biitiin  kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f
fonksiyonuna C*-sinifindan (k-ymnc1 smiftan) diferansiyellenebilirdir denir. Ozel olarak, f

sadece siirekli ise C°-sinifindandir denir. U iizerinde tanimli C'-simifindan fonksiyona U

tizerinde 0-form adi1 verilir. Ayrica,
C*(U,R)= {f ‘ f :U — R ve f fonksiyonu C —Slnlflndan} ve

C*(UR)={f | f:U>R,feC (UR)keN|

seklinde gosterilir [7].

Tamm 2.2.17. Kabul edelim ki L" Lorentz uzayinda M yiizeyi

r(x,y) = (a(x,¥), b(x, y),c(x,y))
ile verilmis olsun. Burada diferansiyellenebilir a, b, ¢ fonksiyonlarina r nin koordinat
fonksiyonlart ad1 verilir. Bu durumda birinci ve ikinci temel formun katsayilari

E= gL(rx!rx): F= ,gL(rx' ry')1 G = ,gL(ry; Ty),

L =g,(t,n), M = g, (ry,n), N = g(1y,0),
ile verilir. Burada

TexTy
= J
Il ey Il

yiizeyin birim normal vektor alani ve E, F, G birinci temel formun; L, M, N de ikinci temel

formun katsayilaridir. Yiizeyin ortalama ve Gauss egrilikleri sirasiyla

_EN+GL-2FM

2|EG —F?2|
K= LN — M?

ile verilir. Burada g; Lorentz anlaminda i¢ ¢arpimi gostermektedir.



2.3. 3- Boyutlu Pseudo-Galilean Uzayinda Temel Kavramlar

Pseudo-Galilean geometri, projektif isareti (0,0,+,-) olan reel Cayley —Klein
geometrilerinden biridir. Pseudo-Galilean geometrisinin temeli {w, f, I} siral1 Gigliileridir.
Burada w P;(R) 3-boyutlu reel projektif uzayinda ideal diizlem, f ideal diizlemde bir

dogru ve I da f nin noktalarinin sabit hiperbolik involusyonudur [11].

Tanim 2.3.1. Uygun afin bilesenlere sahip

<[+ ;

seklinde verilen Galilean uzaymin Bg hareket grubu gz dniine alindiginda

0
cosh(p sinhe
—sinhg coshg

B¢ =

B 1 0 0
Bg=<Bs|0 -1 0|>
0 0 -1

seklinde By grubu G} Pseudo-Galilean uzayinin hareket grubu olarak adlandirilir [11].

Afin bilesenlere sahip B grubu

][]

seklinde hareket eder. Burada n = +1 dir.

0
d ncoshq) nsinhe
e mnsinhg mncoshe

]

Bg =

Bg, hareketi boyunca noktalari alti smifa ayirir. Bu alti simif asagidaki sekilde

olusturulur [11].
1) (1: x:y: z)~(x,y, z) seklindeki reel noktalar.

2) (1,y,z) birim vektorleri tarafindan gerilen mutlak olmayan (0:1:y:z)

seklindeki noktalar.

3) Projektif isareti serbest olan (0: 0: coshg: sinh¢) seklinde yazilabilen spacelike

mutlak noktalar.

10



4) (0: 0: sinhg: coshg) seklinde timelike mutlak noktalari.
5) (0: 0: 1: 1) seklindeki bir lightlike mutlak nokta.
6) (0:0:1: —1) seklindeki bir diger lightlike mutlak nokta.

Yukarida smiflandirilan noktalar Sekil 2.3.1. de gosterildigi gibidir. G3 Pseudo

Galilean uzayinda bir vektor (yani bir reel nokta ¢ifti) w nin bir ideal noktasini temsil eder.

; spacelike
lightlike *====~ » O
% _,’t Tree -
3 timelike Tl
k ”N‘\‘D;: --------------------------- :_:_'-".}-ﬁ- -
‘ ”; ‘H"*-.“ i e -
; ez
< /! =" - M‘\.‘_

"X spacelike R + .

# ideal noktalar Z T 1 A

/ k ]

Sekil 2.1. Pseudo-Galilean Uzayinda Noktalar

G2 in homojen koordinatlar asagidaki sekildedir:

w ideal diizlemi x, =0 ile, f ideal dogrusu x, = x; = 0 ile ve hiperbolik
involusyon (0: 0: x,: x3) — (0:0:x3: x,) ile verilir. G} deki metrik bagintilar mutlak sekle
gore verilir. Afin koordinatlar (xg:xq:x5:x3) = (1:x:y:z) seklinde verildiginden X =

(x1,%2,x3) Ve Y = (y4,¥2,V3) noktalar: arasindaki uzaklik

ly:s — x41, X1#F Y1
\/|()’2 —x)% — (y3 —x3)?| , X1= V1

d(X,Y) = {
olarak tanimhidir. X = (xq,x,,%x3) Ve Y = (y1,¥2,¥3) vektorlerinin Pseudo-Galilean
skaler carpimi

X1 V1, x;y #0yada y; #0

X.Y={
X2Y2 — X3Y3, Xx1=y,=0
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seklinde tanimlidir. Bu anlamda X vektoriiniin Pseudo —Galilean normu || X [I= /|X. X]|
dir .

( To; %0, Y0, 20)~(1: x9: Vo: 25) baslangic noktasina sahip ( Ty;eq,ez,e3) g
ayaklisinin Pseudo-Galilean anlaminda ortonormal olmasi i¢in gerek ve yeter sart eq, e,, e3

vektorlerinin asagidaki formda olmasidir [11]:
er = (L,y1,21), e, = (0,¥2,2,), e3 = (0,625,6y,), y3 —25 =6, &6 =11,

Eger det(eq, ey e3) = 1yani y? —z2 = cise (Ty; ey, e,, €3) li¢ ayaklisina pozitif
yonlendirilmistir denir [11].

B, grubuna gore G3 3-boyutlu Pseudo -Galilean uzayinda vektérler ikiye ayrilir. Bu

vektorleri asagidaki sekilde tanimlayabiliriz:

Tamm 2.3.2. G 3-boyutlu Pseudo-Galilean uzaymda bir X = (x;,x,,x3 )
verildiginde eger x; =0 ise X = (xq,x,,x3 ) vektorii izotropik vektor olarak

adlandirtlir [12].

Tamm 2.3.3. G 3-boyutlu Pseudo-Galilean uzaymda bir X = (xq,x,,x3 )
verildiginde eger x; #0 ise X = (xq,x,,%x3) vektorli non-izotropik vektor olarak

adlandirtlir [12].
Biitiin non- izotropik birim vektorler (1, x5, x3) formundadir [12].

Tamm 2.3.4. G} 3-boyutlu Pseudo-Galilean uzayinda X = (x;,x,,%3) izotropik

vektori verildiginde

x,% — x32 > 0 ise X izotropik vektdriine spacelike vektor,

x,%2 — x3% < 0 ise X izotropik vektoriine timelike vektor,
X, = Fx3 ise X izotropik vektoriine lightlike vektor denir [11].

Tamm 2.3.5. G} 3-boyutlu Pseudo-Galilean uzayinda X = (x;,%5,%3) VeY =

(¥1,¥2,¥3) vektorlerinin Pseudo-Galilean vektorel garpimi

0 —e, e3
X XY = X1 Xy X3
Yi Y2 Y3
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seklinde tanimlanir. Burada e; = (6;1, 62, 6;3), 1=2,3 seklindedir [13].
Tanmim 2.3.6. G 3-boyutlu Pseudo-Galilean uzaymda M?,
(U, uz) = (1 (uy, uz), 12 (Ug, uz), 13 (U, uz))

seklinde parametrize edilmis bir yiizey olsun.

(), = 0r/0w;  ve  (Muju, = 0%ry/ dujou,, =123 ve jk=12

olarak tanimlidir.

M?  vyiizeyinin  diferansiyellenebilir ~ olmas1  igin  gerek ve  yeter sart

(rl)uj =0ry/0u; # 0, = 1,2 olmasidir. M 2 yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari

9i = (), Ve hiy = (0, ) (1)) (0, )y (), ), 1) = 1,2

olarak tanimlidir ve matris formunda

ds? 0
ds?=( "1
’ (o d)

seklinde yazilabilir, burada

ds? = (gidu; + g,duy)?  ve ds? = hy duy® + 2hy,dusdu, + hy,du,®
seklindedir [13].

Tamm 2.3.7. G 3-boyutlu Pseudo-Galilean uzaymda M?,

T(uy, uz) = (11 (ug, uz), 12 (g, uz), 13 (Uy, u3))

seklinde parametrize edilmis bir yiizey olsun. W fonksiyonunu

2 2
W= \/l((rl)ul (rz)uz - (rl)uz (Tz)ul) - ((rl)ul (rS)uz - (rl)uz (r3)u1) |
olarak tammlayalim. O halde M2 nin N birim normal vektdr alani

N = (0, Dy 3y = Ty 3Dy Dy P2y = Dy (2)uy)
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seklindedir, burada N.N = ¢ = +1 dir. Dolaysiyla iki tip diferansiyellenebilir yiizey
vardir [13]:

1) timelike birim normallere sahip (¢ = —1) spacelike yiizeyler,

2) spacelike birim normallere sahip (¢ = 1) timelike ylizeyler.
Tanim 2.3.8. G} 3-boyutlu Pseudo-Galilean uzayinda M? |

T(ug, uz) = (1 (ug, up), 2 (U, uy), 13 (Ug, uz))

seklinde parametrize edilmis bir yiizey olsun. M? yiizeyinin ikinci temel formunun

katsayilar
1
L = SZ (91 (0» (rz)uiuj: (r3)uiuj) - (gi)uj(or (Tz)u1: (r3)u1))- N

ZSi (92 (0' (Tz)uzuj' (T3)uiuj) - (gi)uj (O' ("2)uy) (T3)u2))' N

seklinde tammlidir. M? nin ortalama ve Gauss egriligi sirasiyla

2
Li1Ly3—Ly1;

K = —e =22

_ 95L11—29192L12+9% Lo,
H=—¢
2w?2

ile tanimlanir [13].

Tamm 2.3.9. G2 3-boyutlu Pseudo-Galilean uzayinda bir yiizeyin ortalama egriligi

sifir ise bu ylizeye minimal yiizey denir [13].
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2.4. 3- Boyutlu Galilean Uzayinda Temel Kavramlar

G3 Galilean uzayi, 3- boyutlu P; kompleks projektif uzaymin w ideal diizlemlerinin
bir reel diizlemini, f € w ideal dogrularin bir reel dogrusunu ve I, I, € f gibi ideal

noktalardan iki tanesini igeren {w, f, I;, I} ideal sekline sahip olan bir halidir [14].

Afin Diizlem W
Ideal

Diizlem

Yoi
Nokta \ : og/

Ideal
Dogru

Ideal Nokta

Sekil 2.2. Galilean Uzayinda Nokta ve Dogrular

G3 uzaymin bir reel modeli olarak ¢ eliptik involusyonu ile birlikte f € w reel dogrusunu

ve w C Gg reel diizlemini i¢eren {w, f} idealine sahip bir P; projektif uzayim alabiliriz.

Uygun koordinatlarda ¢ eliptik involusyonunu

wW.xo=0 f.xo=x,=0
€:(0:0: x3:x3) = (0: 0: x3: —x3)

seklinde alabiliriz.
Homojen olmayan koordinatlarda Hg benzerlik grubu

x'=aq; +apx

y' = ay; + azx + ayy cose + ay3z sing

zZ' = azq + azy;x — a3y sing + a,3z cose

15



formundadir. Burada a;; ve ¢ reel sayilardir.

Burada a,, ve a,; katsayilar1 6zel bir rol oynar. a;, = a,; =1 alindiginda Galilean
uzayinin Bg hareket grubu elde edilir. Bu grup

-6 g

seklinde hareket eder. Boylece bu hareket boyunca Gz Galilean uzayinda dogrular dort

1 0 0
d coshg sinhe
e —sinhg coshg

BGZ

gruba ayrilir. Bu dogrular asagidaki sekilde verilebilir [14]:
1) Reel non-izotropik dogrular: Bu dogrular f ideal dogrusunu kesmezler.

2) Reel izotropik dogrular. Bu dogrular w diizlemine ait degildir fakat f ideal

dogrusunu keserler.

3) Reel olmayan non-izotropik dogrular. Bu dogrular f den baska w nin biitiin

dogrularidir.
4) fideal dogrusu

Gz Galilean uzayinda x = sabit alindiginda diizlemler oklidyendir, bu ise w

diizlemidir. Diger diizlemler izotropiktir.

X = (x1,x3,x3) Ve Y = (y4,¥,,y3) noktalar1 arasindaki uzaklik

lys — %411, X1 F Y1
\/|(}’2 —x2)% + (y3 — x3)?|, X1 =M

d(X,Y) ={

olarak tanimlhdir.
X = (xq, x5, x3) Ve Y = (y1, ¥2, y3) vektorlerinin Galilean skaler ¢carpimi

X1 Y1 x; #0 yada x, #0

X.Y :{
X2Y2 + X3Y3, x1=0 vey;, =0

seklinde tanimlidir. Bu anlamda X vektoriiniin Galilean normu || X ||= vX.X dir. Bir X =
(x1, x5, x3) vektorii verildiginde eger x; = 0 ise bu X vektoriine izotropik vektor denir,

aksi halde bu vektor non-izotropik vektor olarak adlandirilir.
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Galilean uzayinda vektorel carpim
_ ¥ X3 X1 X2
XXV = (0’ |3’1 }’3|' |3’1 3’2|)
olarak tanimlidir.
R? nin bir agik alt ciimlesi D olsun ve M? de G; Galilean uzayinda

r:D > G3, (ug, up) = (1 (uy, up), 12 (ug, uz), 13(Uy, uy))

seklinde parametrize edilmis bir yilizey olsun. Burada 7, 1<k <3, D iizerinde

diferensiyellenebilir ve reel degerli fonksiyondur.
(M, = 01/ 0wy Ve (M, = 0% foud0u;, 1<k <3 vel1<ij<2
ile ifade edilir.

O halde boyle bir ylizeyin admissible olmast i¢in gerek ve yeter sart
(r)y; #0, = 1,2 olmasidir.

M? nin birinci temel formunun katsayilar
gi = (")yy hij= (Tz)ui(rz)uj + (7”3)ui(7”3)uj' Lj=12 (2.4.1)
seklinde tanimlidir.

W fonksiyonunu

w = \/((r3)u1(r1)u2 — ("), (73)y,)? + (1) u, (i), — (2, (11)4,)?
olarak tanimlayalim. O halde M? nin birim normal vektdr alani

N = — (0, 5Dy (), = 0Dy 5Dy (g (2D, — (), i) (24.2)
seklinde elde edilir. Burada N.N = 1 dir.

M? nin ikinci temel formu

II = Ly;du? + Lyyduydu, + Ly,du’ (2.4.3)

olarak tanimlidir. Burada
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1
Lij = Z (91(0, (Tz)uiuj' (r3)uiuj) - (gi)uj(o' (rz)ul; (7‘3)u1)) N; g1 #0 (2-4-4)
dir.
M? nin ortalama ve Gauss egriligi sirasiyla

_ LigLpp—Ly5?
K —_ ——es oL
WZ

2 2
_ 95 L11-29192 L12+97 L2>
H= 192, (2.4.5)

)

olarak tanimlidir.

Eger G; deki bir ylizeyin ortalama egriligi sifira 6zdes ise bu yiizeye minimal yiizey

denir.

Tamim 2.4.1. G; 3-boyutlu Galilean uzaymnda bir X = (xq,x,,x3 ) vektorii
verildiginde eger x; =0 ise X = (x1,x,,x3 ) vektorii izotropik vektor olarak

adlandirilir [12].

Tamm 2.4.2. G; 3-boyutlu Galilean uzayinda bir X = (x4, x5, x3) verildiginde eger

x; # 01ise X = (x4, X, x3) vektorii non- izotropik vektor olarak adlandirilir [12].

Biitiin non- izotropik birim vektorler (1, x,, x3) formundadir [12].
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3. OKLIiD UZAYINDA FACTORABLE YUZEYLER

Tamm 3.1. E3 deki bir M? yiizeyi

r(u,v) = (x(u,v),y(w,v), z(u,v) = f(x(Ww,v))g(y(w )))
yada

r(w,v) = (x(u,v),ywv) = f(x(w,v))g(zw v)), z(w, v))
yada

r(w,v) = (x(w,v) = f(y(w,v))g (2w v)), y(u,v), 2(u, v))

olarak yazilabiliyorsa, M? yiizeyi factorable yiizey olarak adlandirilir, burada f ve g

diferensiyellenebilir fonksiyonlardir [15].

Tamm 3.2. Kabul edelim ki M? yiizeyi

r(x,y) =,y f)g(»)

ile verilmis olsun. Birinci ve ikinci temel formun katsayilari

E=f"%g*+1,
F=fgf'g,
G=1+f%g"?

1
n= (=f'9,—fg’, 1),

A
w w w

olarak elde edilir, burada W = ./f'2 g2 + f2g'2 4+ 1 dir. Yukaridaki esitliklerin (2.1.1)

ve (2.1.2) formiillerinde yerine yazilmasiyla

1 -3
H=-WH,

K = i(gf”fg” _f/Z g,Z)
w2

olarak elde edilir. Burada Hy = (14 f2g"% )f"g + (f? g> + 1)fg" — 2fgf'* g'*
dir [15].



Teorem 3.1. S, E3 de 7(x,y) = (x,¥,2(x,y)) = (x,y, f(x)g(¥)) factorable yiizey
olsun. Eger S yiizeyi minimal ise asagidaki yiizeylerden birine ya da E3 {in bir acik

parcasina esdegerdir:

(1) z = c1x + ¢y,

(2) z=c1y + 3,

(3) z = cyxtan(c,y),
(4) z = c;ytan(c,yx),
) f(x), g(y);

x—f af (x)

J2alnf(x)+cq
y = [—29» (3.1.1)

,,0294(37)——
yada

df (x)

40, _%
Jarte— (3.1.2)

f dg(y)
\J2blng(y)+cy

x=J

y:

yada

_ df (x)
= s

_ agy)
Y= f\/C392(1_k)(Y)—C4

denklemlerini saglar, burada a, b, k, ¢;, ¢,, c3, ¢, Sabitler ve a? + b% = 0,k # 1 dir [16].

(3.1.3)

Ispat. E3 Oklid uzayinda , E3 deki doniisiimler ile r(x, y) factorable yiizeyi z =
f)g®)

olarak yazilabilir. Bu durumda

E=g(n) F= g(ry'rx)’ G =g(ry,1)

L=g0x,n), M= g(rxy'n)' N = g(ryy,n)
TxXTy _ EN+GL-2FM
Irexryll*©° T 2(EG-F?)

seklinde elde edilir. Verilen yiizey minimal, yani H = 0 olsun. O halde

LO L8204 (10f () - £7(0) g7 0) + (97 0)90) = ) £2@) = 0
(3.1.4)
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elde edilir. Eger,

f'(x)=0yadag'(y) =0, f"(x) =0yada g"(y) = 0 ise
sirasiyla Teorem 3.1 in (1), (2), (3), (4) siklar1 saglanmis olur.
Eger,

f"(x)g" () # Olise

(3.1.4) denkleminin x ve y ye gore tiirevi alindiginda

(Frer-riw)  (9"0ee-a"®)

7 == 7 =k 3.15
(f/Z(x)) (g’z(y)) ( )
elde edilir. Yani
{f”(x)f(x) —(A+kf*(x) =a 616)
9" Mgy) -1 -kg?Q)=h

bulunur. Simdi a? + b% # 0 olsun. Eger k = —1 ise

fr'f(x) =a
{g”(y)g(y) -29"%(y)=b (3.1.7)
elde ederiz. Bu denklemin ¢dziimiinden (3.1.1) elde edilir. Eger k = 1 olursa
fref@) —2f*(x) =a
{ 9" g(y)=>b (3.1.8)

bulunur. Bu denklemin ¢6ziimiinden (3.1.2) denklemi elde edilir. Eger k # +1 ise (3.1.6)

denkleminin ¢oziilmesiyle (3.1.3) denklemi elde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
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4. LORENTZ UZAYINDA FACTORABLE YUZEYLER

Tanmim 4.1. M, 2-boyutlu irtibatli ve yonlendirilmis bir manifold olsun ve
r:M - E3, E2 de (u, v) parametrelerine sahip bir yiizey olsun. S:7(u,v) yiizeyi
r(u,v) = (x(u.v),y(u,v)z(u,v))
ile ifade edilir. E3 deki bir S yiizeyi eger
r(wv) = (xy f(x)g»)
yada
r(wv) = (x, f(x)g(2),2)
yada
rwv) = (F(g2).y,2)
olarak yazilabiliyorsa factorable yiizey olarak adlandirilir [17].

Spacelike yon, timelike yon ve lightlike yone gore E3 deki factorable yiizeyler
asagidaki gibi alt1 tiir olarak g6z oniine alinabilir [17]:

e tip 1: spacelike yon boyunca ve spacelike yon;
e tip 2: spacelike yon boyunca ve timelike yon;
e tip 3: lightlike yon boyunca ve lightlike yon;

e tip 4: lightlike yon boyunca ve spacelike yon;
e tip 5: timelike yon boyunca ve lightlike yon;

e tip 6: timelike yon boyunca ve timelike yon.

Teorem 4.1. S, E3de tip 3 cinsinden bir factorable yiizey olsun.

(1) Eger S yiizeyinin K Gauss egriligi 6zdes olarak sifir ise S asagidaki yiizeylerden
biridir ya da bu yiizeylerin bir agik pargasidir:

@) z(x, y) = c19(y),

(b) z(x, y) = c1f (%),

(©) z(x,y) = exp(c1x + ¢y + c3),

k

(d) Z(xl _'V) = (Clx + Cz)m(Céy + C4)ﬁ



(2) Eger S minimal ise, S asagidaki yiizeylerden biridir yada bu yiizeylerin bir agik
pargasidir:

@) z(x,y) = c19(y),

(b) z(x,y) = c1f (%),
burada cy, c,, c3, ¢4, kq, k, Sabit ve k; # 1dir [17].

Ispat. ds? = 2 dxdy + dz? metrigine sahip 3-boyutlu Minkowski uzay1 E de tip

3 cinsinden factorable ylizey

r(x,y) = (%,y,2(x,y)) = (6, f(X)g(»))

olarak yazilabilir. O halde S nin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi

_ff"g»g" () — (f'(0)g' )?
(1 +2f)f'()g(g' ())?

Hy
2[1 + 2f F' g NG O

seklinde hesaplanir. Burada

K =

H=-

Hy = FOO(F'0) (90)) g" ) + (F)) F 093 (g' )’

—2f () (f'(0)) g9’ M) - 2f'()g' )

dir.
(1) K = 0 oldugunda

fFOf" g g" ) — (' x)g' )?=0 (4.1.1)
elde ederiz. p(x) = % ve q(y) = Z—i olsun. Bu durumda (4.1.1) den

fFEPEZ I~ PEa(3))? =0 (41.2)
elde ederiz.
(@) Eger p(x) = 0ise f(x) = c; oldugu elde edilir. Boylece z(x, y) = ¢;g(y) elde edilir.
(b) Benzer sekilde eger q(y) = 0 ise z(x,y) = c,f (x) elde edilir.

(c) Eger p(x) # 0 ve q(y) # 0 ise (4.1.2) ifadesinden
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fx) dfg(y)— =p()q(y)
elde edilir. O zaman p(x)q(y) # 0 oldugundan g(y) Z—Z # 0 dir. Boylece

d
I@3F _ )
P gl

=k (4.1.3)

elde ederiz, burada k, bir sabittir.
(i) Eger k; = 1 ise (4.1.3) denkleminden

{f (x) = exp(c1x + ¢3)
g(y) = exp(c3y + c4)

elde edilir. O halde Teorem 4.1 (1) in (c) sikk elde edilir.

(i) Eger k, # 1 ise (4.1.3) denkleminden

kq

{f(x) = (c1x + Cz)l__lkl
9 = (c3y + )11

elde ederiz. O halde Teorem 4.1 (1) in (d) sikk: elde edilir.

) px) = gve qly) = Z—}g] olsun. H = 0 oldugunda
FE (@) (90)) q(y)—+ (F0) p(x) % g(y)(q(y))

—2f ) (p(®) 9 (a)” = 2p(x)q(y) = 0 (4.1.4)
elde edilir.

(@) Eger p(x) =0 ise f(x) =c, elde ederiz. O halde S, z(x,y) =c,g(y) olarak
yazilabilir.

(b) Eger q(y) = 0ise z(x,y) = c,f (x) elde ederiz.

©) plx) = % ve q(y) = Z—i icin (4.1.4) denklemini

(F)p(x))g () <g (y) —— q()f)) + (gMa)f(x) (f (x) = — p(x)>
(4.1.5)

seklinde yazilabiliriz. (4.1.5) in sirastyla x ve y ye gore tiirevi alinirsa
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() 9O (g(y) - q<y>) +(90)a®) lf(x) (f(x) - p(x)>] =0 (4.06)

fGPE) [g(y) (g(y)j—g— q<y>)] +(90a) f ) (f(x)j—ji— p(x>> =0 (417)
elde ederiz.

Eger (f(x)p(x))' =0 ise (4.1.6) denkleminden p(x) = 0 olur. Bu ise p(x)q(y) # 0
olmasiyla ¢elisir. Boylece (f (x)p(x))' # 0 dir ve benzer sekilde (g(y)q(y))' # 0 olur.
Boylece (4.1.6) ve (4.1.7) denklemlerinden

!

[ d

»f(x)(f(x)d—?—pl(x)> __ g(y)j—g—q(y) — K (4.1.8)
(FOP()) 2 '

FOZ-p() -g(J’)<9(y)d—q‘q(y )>]
ar D - dg —d k (419)
p(x) (9a)) ’

olarak yazilabilir, burada k; , k, sifirdan farkli sabitlerdir. (4.1.8) ve (4.1.9)
denklemlerinden k; = k, = k oldugu elde edilir. (4.1.5) ifadesi ile

kf ()p(x)g(y)q(y) =1

elde ederiz. f(x)p(x) = sabit ve g(y)q(y) = sabit elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. O
halde bu Teorem 4.1 in ispat1 igin yeterli olur.

Teorem 4.2. S, E3 de tip 4 cinsinden bir factorable yiizey olsun.

(1) Eger S nin K Gauss egriligi 6zdes olarak sifir ise, S asagidaki yiizeylerden
biridir ya da bu yiizeylerin bir agik pargasidir:

@) x(y,2) = i f (),

(b) x(v,2) = ¢19(2),

(€) x(y,z) = exp(c1y + 2z + ¢3),

1 k1
(d) x(y,2) = (c1y + )1 (c3z + ¢y) 11

(2) Eger S minimal ise S asagidaki yiizeylerden biridir ya da bu yiizeylerin bir agik

parcasidir:
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@) x(y,2) = c19(2),
(b) x(y,2) = (c1y + c2)exp(cs3z + cu),
© f(),9(2),

fly) = Cltan(cgﬁy + ¢3),

e %

2

k
g(z) = 2 sinh?( Z)
€3

esitligini saglar, burada cy, c,, c3, k1, k, sabitve k; # 1, k, # 0, e = +1 dir [17].

Ispat. ds? = 2 dxdy + dz? metrigine sahip 3-boyutlu Lorentz uzay: E3 de tip 4

cinsinden factorable ylizey

r(y,z) = (x(¥,2),y,2) = (f(¥)g(2),y,2)

olarak yazilabilir. S yiizeyinin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi

fOf"9(2)g" () - (f'(g'(2))*
[(f' g’ (2)? = 2f'(¥)g(2)]?

2ff'B9@g" (@ + g2 = 2f W W' (1) g'(2)?
3
2[(fg' (@2 = 2f'(1)g(2)]2

K =

H =

seklinde hesaplanir.
(1) K = 0 oldugunda

fOOf" 929" () — (f'(1g'(2)* =0
elde ederiz. Bu durumda Teorem 4.2 (1) in sonuglari elde edilmis olur.

(2) H = 0 oldugunda

2fNf' 9@ g" @) + f" g2 = 2fWf' W' g’ (2)* =0  (4.1.10)

olur.

p(y) = % ve q(z) = Z—‘Z olsun. O zaman (4.1.10) denkleminden

2f (y)p(y)g(Z)q(Z)Z—Z + p(y)z—?g(Z) —2f P (9(2)° =0 (4.1.11)
olarak yazilabilir. O halde

(@) Eger p(y) = 0ise x(y,z) = ¢c;9(z) ve
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(b) Eger p(y) # 0 ise (4.1.11) denklemi

2f (y)g(Z)q(Z) — + —fg(Z) 2f)(9(2)° =

yani,
P (@) -9 gL
o) =2 9@ =k

olarak yazilabilir, burada k, sabittir.

(i) Eger k, = 0 ise bu denklemin ¢6ziimiinden

{ fO)=cay+c
9(2) = exp(c3z + ¢4)

elde edilir. Bu ise Teorem 4.2 (2) nin (b) esitligini verir.

(if) Eger k, # 0 ise

Z=lof()
(4@)° - 9(2)q(z) 52 = 222

elde edilir. Bu denklemleri ¢oziimiinden Teorem 4.2 (2) nin (c) sonucu elde edilir. Bu da

Teorem 4.2 nin ispatin1 tamamlar.

Teorem 4.3. 3-boyutlu Lorentz uzayinda sifirdan farkli sabit Gauss egrilikli yada

sifirdan farkli sabit ortalama egrilikli tip 3 tiiriinden higbir factorable yiizey yoktur [17].

Ispat. (1) Eger tip 3 tiiriinden bir S factorable yiizeyinin K Gauss egriligi sifirdan
farkl1 bir C sabiti ise

FEF" g g"” - () g’ ))?

K= = 2 mrmema o

=C#0 (4.1.12)

elde edilir. K # 0 olmas1 f'(x)g’(y) # 0 olmasii gerektirir.
o =99’ W), az =(g'()? ve az =g(g' )
ifadesini (4.1.12) denkleminde yerine yazalim, burada a,a3; # 0 dir. Bu durumda

__aafOf"-a(f ) _
k= rzafOr P ¢ (4.1.13)

dir. (4.1.13) ifadesinin y ye gore tiirevi alinirsa
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fFOOf"(lay + fFOf' () 2ayas — 4aa3)]

= (@) [as = FOOF () (ds - 2a5a5)] (4.1.14)
elde edilir.
(a) Eger

a; + () f (x) 2ajaz —4aa3) =0
ise

b — FOOF () (hayal — 2abas) = 0 (4.1.15)

bulunur. (4.1.15) denkleminde a; = 0 oldugundan g'(y) = 0 bulunur. (4.1.15) ifadesinde

a3 # 0 oldugu goz 6niine alinirsa

dayay—2abas 1
a; @ @) (4.1.16)

elde edilir. Buradan f(x)f'(x) = sabit oldugunu elde ederiz. (4.1.12) ifadesinden ise

(f(x))_z Q(Y)g”(Y)—(g'(Y))z

[1+2c19) g’ N]? probit

oldugu goriilir. Buise f(x) = sabit olmasi anlamina gelir. Boylece
ay + fOf () Qayaz — 4ayaz) # 0
yazilabilir.

(b)
a; + fO)f' (x) Qajas — 4aa3) #0 (4.1.17)

oldugu goz oniine alinirsa (4.1.14) formiili

" _ l; 2 aé_f(x)fl(x)ﬁl
FOOS" () = (' () S EBLe (4.1.18)
seklinde ifade edilebilir, burada B, = 4a,a; — 2aja; ve B, = 2ajas; — 4aqaj diir.
(4.1.18) ifadesinde y ye gore tiirev alinirsa
! 2 ! ! 4 ! ! n 12 ! !
(f(x)f (x)) (BiBz — B1B2) + FO)f' () (a1f1 — ai'Br — a3 Bz + a38,")

+aja; —ajay =0 (4.1.19)
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elde edilir. Boylece

.3{/32 - ,31,35 =0
aifi—aiBy—a; B +azB; =0 (4.1.20)

aja; —aja; =0

denklemleri yazilabilir, burada a, 8, # 0 dir. Aksi halde g'(y) = 0 elde edilirdi.
(1) (i) Eger (4.1.17) ifadesinde a; = 0 alinirsa 3, # 0 elde ederiz. Bu a; =0ve S, # 0

(4.1.20) de g6z Oniine alinirsa g’ (y) = 0 bulunur.

(ii) Eger (4.1.20) ifadesinde a; # 0 ve B, = 0 aliirsa g'(y) = sabit oldugu elde edilir.
Burada 8, = 0 oldugunda g'(y) = 0 olur ki bu ise K # 0 olmasiyla ¢elisir.

(ill) a1 B, # 0 alinirsa a3 = 0 olur ki bu ise (4.1.20) ifadesine gore K # 0 olmasiyla
celisir.

Bu nedenle sifirdan farkli sabit Gauss egrilikli hi¢bir
r(xy) = 6y, f()g()
factorable yiizey olmadigini ifade edebiliriz.

(2) Eger bir S factorable yiizeyinin H ortalama egriligi sifirdan farkli bir C sabiti ise

Aq

2[1+2f () f (g g’ ()]

H=-

—C (4.1.21)

yazilabilir. Burada
A = O @) (900) 9" + (F@) F @90 (g )
~2f)(f'(0)) 90 (') = 2f (g’ )

seklindedir. Burada a; = f(x)f'(x), a, = (f(x))zf”(x) ve as = f'(x) ifadeleri
yerine yazilirsa, H # 0 olmast «a;.a3 # 0 olmasim gerektirir. (4.1.12) ifadesinde x e

gore tlirev alinirsa

B a9 g @ + B:(g0)) (g W)’

+ﬁgg(y)(g’(y))zﬁ4(g(y))zg”(y) —2a39'(y) =0 (4.1.22)
elde edilir. Burada

Br = 2a;%a; — aja;’a;
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Br = 2a a5 — 4a ay + 2a a5 as
B3 = a; +4aja; — 6 a5
Ba = araz + a1az

dir. (4.1.22) ifadesinde p(y) = g'(y) alinirsa

(90)) 2 B9GP + Bi) = 205 = B(gWIPON)? ~ Bag(p(y) (41.23)
olarak yazilabilir.
(@) Eger (4.1.23) ifadesinde  B,9(y)p(y) + B, =0 ise

9(p(y) = sabit (4.1.24)
yada

Pr=P2=P3=Ps=a3=0 (4.1.25)

elde edilir. (4.1.24) ve (4.1.21) ifadeleri goz Oniine alinirsa g’ (y) = 0 elde edilir. (4.1.25)
denklemi ¢oziildigiinde f'(x) = 0 elde edilir ki bu ise H # 0 olmasi ile gelisir.

(b) Eger (4.1.23) ifadesinde S;9(y)p(y) + B, # 0 alinirsa

2dp _ 2a3-B2(gP)*-Bs9)p )
(90) 35 = B190)P(O)+Bs (4.1.26)

elde edilir. (4.1.26) ifadesinde x e gore tiirev alinirsa

(8,82 — B1B3) (90D’ + (BiBs — BiBs + BsBs — BB (90IP(M))’

+(,3§ﬁ4 — B3Bs — Zaél 1+ 2“:1;31)9()’)29(}’)
elde edilir. O halde

B'\B2— BB =0
BBz — BiBs + B2Bs — B2Bs = 0

B3Bs — B3Ps — 2a3 By + 2a36, =0 (4.1.28)
W36i — a5y =

olur. (4.1.28) denklemi ¢6ziildiigiinde

30



f'(x)=0
elde edilir ki bu ise H =0 olmasi demektir. Bu nedenle sifirdan farkli sabit ortalama
egrilikli hicbir
r(ey) = 6y, f)g»))
factorable yiizeyi yoktur.
Teorem 4.4. S, EZ de tip 4 cinsinden bir factorable yiizey olsun.

(1) Eger S nin K Gauss egriligi sifirdan farkl bir C sabiti ise S asagidaki yiizeydir
yada bu yiizeyin bir agik parcasidir: f(y) ve g(z);

f) =(cy+c)™
®c39(2) -
z= [t s~ 209(0) 2dg(2)

denklemlerini saglarlar, burada c, , ¢, , c3 sabittir.

(2) Eger S nin H ortalama egriligi sifirdan farkli bir C sabiti ise S asagidaki
ylizeydir ya da bu yiizeyin bir agik pargasidir: f(y) ve g(z)

fO) = (cy+c)™

z= f((ZCL‘g(Z))2 - 261Q(Z)>_E dg(z)

2¢1—Cc39(2)

denklemlerini saglarlar, burada c4, c,, c3 sabittir [17].
Ispat.
(1) Kabul edelim ki S:r(y,z) = (f(y)g(2),y,z) nin Gauss egriligi

_ " e@g" @-(f' g’ @)? _
k= [(f' g’ (2)2-2f"(¥)g(2)]? =C#0 (4.1.29)

olsun. (4.1.29) ifadesinde K # 0 olmast f'(y)g'(z) # 0 olmasini gerektirir.

a,a3 #0 olmak iizere a; = fF(Wf"(y), a,=f'(y) veas;=(f(y))? ifadeleri
(4.1.29) da yerine yazilir ve y ye gore tiirev alinirsa

£:1(9(2) 9" (@ - B9 (9'(2) 9"(2) - B3(g' ()" =0 (4.1.30)

elde edilir, burada
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fr = 2aia; — 4y’

B, = ajaz — 2a a5’
Bs = 2azaza3 — 2a% s

dir. (4.1.29) ifadesinde g''(z) # 0 alinirsa g(z) # 0 elde edilir. O halde (4.1.30)
denklemi

2 2\ 2
B1— B M — B3 <M> L= (4.1.31)

9(2) 9@ | g"@

seklinde yazilabilir. Eger 3 = 0 alinirsa Teorem 4.4 {in (1) sonucu elde edilir. Eger
(4.1.31) ifadesinde S5 # 0 alinirsa

2 '@)°
@@)\ 1 __ﬁﬁz@yﬁl 4132)
9@ | 9"@ Bs o
elde edilir. (4.1.32) denkleminde y ye gore tiirev alinirsa
: Ne@) :
(B2 B3 = BaPs) 5y~ = (BiBs = P1fs’) = 0 (4.1.33)

yazilabilir. Bu son denklemden

B2Bs — B2B5" = 0
{Mé—&£=0 (4.34)

yada

2
(g’(z)) — B1Bs—B1B3!
9(2) B2'B3-B2P3!

= sabit (4.1.35)
bulunur, burada B,'B; — B.Bs’ # 0 dir.

(4.1.34) ile (4.1.29) birlikte distniildiginde f'(y) = 0 oldugu; (4.1.35) ile (4.1.29)
birlikte disiniildiginde g'(z) = 0 oldugu elde edilir. Bunlar K =0 olmasini

gerektirirler. Boylece f3 # 0 oldugunda sifirdan farkli sabit Gauss egrilikli higbir

r(y,z) = (f(g(2),y,2)

factorable yiizeyi yoktur.
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(2) Kabul edelim ki S nin H ortalama egriligi

_2f ' Mg@g" @+ g@-2f W W)U g (2))?

H = 5
2[(fW)g' (@2 -2f' (V) g(2)]2

=C#0 (4.1.36)

olsun. H # 0 olmas1 f'(y)g'(z) # 0 olmasimi gerektirir.

= fMf' ()

a = ")
as = f'(y)
ay = (f(y)?

ifadeleri a;a,asa, # 0 olmak {izere yukaridaki denklemde yerine yazilirsa ve (4.1.36)

ifadesinde y ye gore tiirev alinirsa

Bajas — 12a1a3)(9(2))*g" (2) — (4aja, — 6“1“2)9(2)(9'(2))29”(2)
+(4ajas — 6ayat)(g(2))? — Qaja, — 3a; ay + 8ajas — 12a;a%)g(2)(g'(2))
+(4aja, — 6a,ay)(g'(2)* =0 (4.1.37)

elde edilir. (4.1.37) ifadesinde

B1 = 8ajas; — 12a;a3,

B2 = 4aja, — 6a,ay,

Bz = 4aa; — bazas,

Bs = 2a5a4 — 3a, a, + 8aja; — 12a,a5
degerleri yerine yazilirsa

P1(9(2))*g" (2) — B29(2)(g'(2))*g" (2) + B3(9(2))* — Bag(2)(g'(2))* +

B29(2)(g'(2))* =0 (4.1.38)
denklemi yani

2 242 2
9" (m - B2 (ggﬁ—i)> =, [(ggi—?] AL (4139
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ifadesi elde edilir, burada g''(z) # 0 dir.

Ayrica (4.1.36) ifadesinde g''(z) = 0 almrsa g'(z) = 0 elde edilir.

) (@) (@) _
(a) Eger By — e 0 ise f1=B,=pP3=P,=0 yada e sabit elde

2
- '(2)
edilir. Fakat (gg (;) = sabit oldugundan dolayr g'(z) =0 dir. Béylece Teorem 4.4

in (2) sonucunu elde ederiz.

(b) Eger

. (9 @)’
9" (2) <ﬁ1 — B2 ")

ise (4.1.39) ifadesi

! 2 2 ! z 2
4%3L”%333
9"(2) = ; (4.1.40)
(9'@)
Bi-B2—;
seklinde yazilabilir. (4.1.40) ifadesinde y ye gore tiirev alinirsa
22
! ! ! ! (g’(z)) 4 ! !/
(B B2 — BBz + BB — B2B4) o | T (B"Bs — B1Ba + B2B3 —
NGO N =0 4.1.41
BB~ (BB — Bufh) = (4.1.41)

elde edilir. Bu durumda

B' Bz — B1B3 + B2Ba — B2Ba =0
B' By — P1Ps+ B2Ps — B2P3 =0 (4.1.42)
B’ Bz — PiP3 =0

olur, burada pB; =0 olmast [, =0 olmasim gerektirdiginden dolayr f;8, # 0

(¢'@) . ' ,
= 0 olmast demektir. Yukaridaki denklemlerden (—) =0
9(2) B2

elde edilir. 8; = coB,  oldugu kabul edilirse; ¢, olmak iizere (4.1.42) ifadesinden

(¢'@)"
9(2)

B1

olur, buise B; —pB,

B1 = B2 = 0 bulunur. Bu nedenle  g"(2) <ﬁ1 -2 = O) # 0 esitligini saglayan

hicbir factorable yiizey yoktur.
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Teorem 45. E3 de H?=K #0 esitligini saglayan tip-3 tiiriinden hicbir
factorable yiizey yoktur [17].

Ispat. H> = K # 0 alinirsa,

[F@(F ) (900) a" ) + (F) F 0900 (9' D)) -

2 () 900 (g' D))’ — 21" g ®)] + 41+
2f ()f' (g DIF @ Wg3g" D) — (F g D) =0 (4.143)

elde edilir.
P = (). a1 = fOP(). @ =p(). as=f()5
ifadeleri (4.1.43) ifadesinde yerine yazilirsa
[[122(9)) 9" ) + s (a5 = 209 (M) (g' D))" - 2az(g’(y))2]2
411+ 20,9 g D] [@2239 )" 3) — a2 (g’ )| = 0 (4.1.44)

elde edilir, burada a;a,a; # 0 dir. t(y) = g'(v) olarak alinirsa (4.1.44) ifadesi

BigON 0N (22) + Ba(g 2N + B (g (E)) 2 +
BilgON2 N2 L~ Bsg (W) + Beg ) 5o = 0 (4.1.45)

olarak yazilabilir, burada
Pr=ai’ar?, Br=ai?(az — 2a3), P3=2ai°ay(a; — 2a),
Bs = B apa3 — 4ayay%, fs = 4 ayas, B = 4ayas

dir. h = g(y)t(y) olarak alindiginda (4.1.45) ifadesi

d

[ L] Bih) +[(900)” 2] Bah?Bah + o) + Bah* — sh? = 0 (4.1.46)

ag

olarak yazilabilir. (4.1.46) ifadesinde

A = ﬁlha A; = B3h2ﬁ4h + ﬁea Az = ﬁzhs - ﬁ5h2

alinirsa (4.1.46) esitligi
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—A, +e /AZZ — 4A,A;

24,

(9(}’))2@ =

seklinde yazilir, burada ¢ = +1 dir. Yukaridaki denklemde f ye gore tiirev alinirsa
(A1Ay — A1A2) (A543 — AR AL) + (4145 — A145)* =0 (4.1.47)

bulunur. Burada A; = %, (i=1, 2, 3) dir. Yani
[(B185 — B1B)h® + (B4 — B1Ba)R? + (B1Bs — B1 Be)hI[(B2B3 — B2B3)R° +

(BsPs — B3Ps + PaPs — Bz Ph* + (BaPs — B2 Bs + BaPs — BaBs)h — (BsPs — Bs Be)l +
[(B1B2 — BiB2)h* + (BiPs — P1Bs)h?]* = 0 (4.1.48)

dir, burada B; = C;—/;i, (i=12,..,6) dir. (4.1.48) ifadesinde h # sabit alinirsa

(B1Be — B1 Bs)(BsPs — Bs Bs) = 0

elde edilir. B1BsBs # 0 oldugunda ;8¢ — B1Bs =0 yada BsBe — BsBe = 0 olur.
(@) (4.1.43) ifadesinde  B,B¢ — B1 B =0 ise f'(x) =0 bulunur.

(b) (4.1.43) ifadesinde  B<Bs — BsPe =0 ise f'(x) =0 dir. Boylece h = sabit tir
yani g(y)t(y) = sabit olur. Benzer olarak f(x)f'(x) = sabit oldugu da elde edilir.
(4.1.43) ifadesinde f'(x)g’(y) = 0 almursa celiski olur. Sonug olarak E3 de H?> = K # 0

sartin1 saglayan higbir

r(,y) =,y f(x)g®))

factorable yiizeyinin olmadig1 elde edilir ki bu da teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 4.6. S:7(y,2) = (x(y,2),y,2) = (f()g(2),y,2) , E3 de tip-4 tiiriinden
bir factorable yiizey olsun. Eger K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi H? =K # 0

sartin1 saglarsa S,

2
x(y,z) =c;(y+c)7" <03 _%(cil - C4) >,

seklinde bir ylizeydir yada bu ylizeyin bir agik par¢asidir, burada c;, ¢,, c3, ¢, sabittir[17].

Ispat. Eger S yiizeyinin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi H? = K # 0
sartin1 saglayacak sekilde alinirsa
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2fD)f' Ng(2)g" @) + F" 3)g(2) = 2f W G (g @) +
4[fOf"9@g" @) — (F g’ @) | [f0)(g' @) - 2f' Bg] =0 (4.1.49)

elde edilir. a; = g(2)g"(z) ve a, = (g'(z))? bu denklemde yerine yazilirsa

dt\? dt dt
A (t0)g5) ~ AL 37+ B0 () + (0Dt g7

+85(t())’ = 0 (4.1.50)

bulunur, burada
t@) =f'0) b= @)%
P2 = 4(ay + az)g(2),
Bz = 4a,? — Bayay,
By = dayay,
Bs = 8g(2)a,

dir. Yukaridaki denklemlerden

dr \ 2 dt 2
a5 t(y) ar_\(_ t) t) t» |\ _
(f(w) <ﬁ ! (f(y))z) * (f(y))( PGy TP 4) * (ﬁ > ((f(y))z) ths (f(y))2> 0

elde edilir.

@ h= (;((;/)))2 degeri yerine yazilir ve h # sabit alinirsa

[h(B1 B2 = B1B3) + (B1Bs — Bi BIIIB2Bs — B2Bs)h? + (BaPs — By Bs + BabBs —
BuB)h + (B3P — B3 B)] + [(B1Bs — BiBs)R? + (B3 — Bifs)h]* =0 (4.151)

olur. (4.1.51) ifadesinden pB,B: — BiBs = 0 bulunur. Ayrica (4.1.49) denkleminden
g'(z) = 0 elde edilir. Béylece H = K = 0 oldugu sonucuna varilir.

(b) Eger h=C+0ise % = sabit olur, burada C bir sabittir. Ayrica verilen

denklem c¢oziildiigiinde

fO)=ci(y+c)™!

olarak bulunur. (4.1.49) ile
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909" @ + 22+ @] + 20"~ (0 @[ @2 + 222 =0

elde edilir. Yukaridaki denklem ¢oziildiigiinde ise
z 2
9g(@z)=c3—¢; <_— 04)
€1

elde edilir yani

{ fO)=c(y+c)™!

z 2
9(z)=c3—¢ (_ - C4)
€1

dir. Bu ise Teorem 4.6 nin ispatini tamamlar.
Teorem 4.7. E3 de  aH + bK =0 sartim saglayan tip-3 tiiriinden higbir

S:r(x,y) = (x,y,z(x,y)) factorable yiizeyi yoktur, burada HK # 0ve a,beR — {0}
dir [17].

Ispat. Eger S nin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi aH + bK = 0 sartim
saglarsa g = —Z = sabit yani

HqH» _ A 2
FOOf" @G N~ (g’ N2~ a’

(4.1.52)
ise, burada
Hy = F@(F00)) (90) 9" 0 + (F@)*F g3 (g’ 3))
~2f (') 9 (g’ D)’ — 2f g’ B)

Hy = (1+ F@f ()90 g ()2
dir. Kabul edelim ki burada

p() = f'(x), @ =fOIp(X), @ =p(x), Ve as=f(x)

olsun. Dolayisiyla K # 0 olmasi a;@,a5 # 0 oldugu sonucunu verir. (4.1.52) ifadesinde f
ye gore tiirev alinirsa

BLaN3 (9" )2 = Bo(9()g' 3)) 9" 3 + Bs(9)) g ) (9" 3))” +

B(90)Ng'3)) 9" () + Bsg (g’ D))" = Bs(90)) (9’ )” +
Br9Mag' g" () —Bs(g’'))* =0 (4.1.53)

elde edilir, burada
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— 2 ! !
B1 = az*(a; az — a1a3)
Br = aj ay® — ayay’ay, — aja,as® + dajay’ag + a asas® — ba ayag
Bs = 3aiaia’a; — 2a,%ay%ag

By = 3aqaja,a3? — 6a aiay’a; — 2a aya3% + 4atayal — 3aqalay’®
+ 2a,%a,%al

Bs = —4a a2l + 2aia,2a; — 2a 5% a) — aya,asz? + ajapaz? + 2aya,’

Be = 3 aiay’as + 2a 2% a) — baajay® + dalaytal — daqlasabasg
9 21

B7 = 2a,"az

Ps = 2“22“2

da;
al = dfl (i=123)

dir. t(y) = g'(y) olarak alinirsa, (4.1.52) ifadesi

[(659) 2] (8 + B2 90Dt + [(90D)* £] [87 - B9 (1) +
BilgNEON)’| + [~Beg (Dt + Bs(a () = Bo(90t))’] = 0

seklinde yazilir. Teorem 4.5 de kullanilan yontem ile

(B85 s = BB (gOIE))’ + (B Ba = BufBi + B3B3 — BB (90)E))” +
(BB — Bifa + B3y — BB IOID) — (B — BiB) | x | (BiBs —
BB(GNED))’ + (BB — B3Bo + Balfls — Bi B)(9NE())" + (BB — Befss +
B3Bs — Babl + Bi B — BB (gONE())” + (B5B; — BsBy + Baffl —
BB (gONED)" = (B:B5 — B3 Bedat)] x [ (BBt — BiBs) (9Nt ()) " +
(BB — BsPBs + BubBe — BiB) (gIt())’ + (Bi Bs — B + Baffl -
B3 (gtM)” + (1B — BiBag (ML) = 0 (4.1.54)
elde edilir. Yukaridaki denklemlerden
(B1B5 — B1 B2 (B7Bs — BiPs) = 0 (4.1.55)

elde edilir. f; # 0 dir. Eger f; =0 olursa yukaridaki denklemde (g(y)t(y))z
katsayisinin sifirdan farkli oldugu elde edilir. O halde §; # 0 ve fg# 0 dir. Eger £, =
Oolursa f'(x)=0 ve pB;,#0 dan Bg+#0 oldugu bulunur. 38,8 # 0
oldugundan dolay1 f' = 0 elde edilir ki bu (4.1.55) den K = 0 olmasi demektir.
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Teorem 4.8.S:17(y,2) = (x(,2),y,2) = (f(¥)g(2),y,z) E3 de tip-4 tiiriinden
bir factorable yiizey olsun. Eger S nin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi
aH + bK =0, HK # 0,a,b € R — {0} sartin1 saglarsa S,

fO)=a@+c)™
veya

1
17172
2

2bc,
9@) | dg

¢, alel alc|

2  2bc
2= | [Zcﬂg(z))z (-5 =222 9 + (200309 -
seklinde bir yiizeydir yada bu yiizeyin bir agik pargasidir, burada € = +1, ¢4,¢5,¢3
sabittir [17].

Ispat. Eger S nin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi aH +bK = 0  sartin1

saglarsa

_2b _2fOf' 929" (@) + [ (9@ — 2f f' () (g’(Z))2
a FOV" @ g" @) - (f(2)g' (@)

x [0 @)% = 2f' (g (D] (4.1.56)
bulunur. (4.1.56) ifadesinde g ye gore tiirev alinirsa
BF OV D) @) = Bof D(F' ) + B (FD) ' F OVF" ) + Bl F () +
BsFONF O 0)" = Bs(F' ) F () = B (FO) (F" )" = 0 (4.157)

elde edilir, burada

1
f1 = —2a? + da,abas + 20,y — dajaya; — as + §a2a§a3 )

B, = dajajas + 2a% — 4ajayas — 2a,a,,
A ! 12
fs = aiay; — 3,05 + 2a;a5,
By = ayaza; — 2103 + i ay,
— 2 2
fBs = 2a a5 — 3a,a3,
— 2! 2
Be = 2a,05 — 3a,a3,
1

—_ ! !
f7 = a3 — aya; — Ea1a2a3 )
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a, = g(2)g" (2),

a, = (9'(2)?
as = g(2),

, dai
(Zi = dg

dir. t(y) = f'(y) olarak alinirsa

de 2 dt
ar ty) ar (_ te) \? t() )_ to) \?
<f(y)> (55 FO)? '87)+f(y) Pe ((f(y))z) thigoy ths) P ((f(y))z) *

ty) _
Ba Ot = 0 (4.1.58)

t(y)
Fo)?

[1°(BsBe — Bs Be) + h*(Bef7 — Be B7 + B1Bs — 1 Bs) + h(B1 B7—P1B7 + B3Ps —
B3 Bs) — (BsB7 — B3 BIh* (B2 Be — B2Bs) + h*(B1 B2 — B1Bs + BaBs — Ba Be) +
h?(B2B5 — B3 B + BiBa — B1 Ba) + h(BsBs — B3 B)] + [R3 (B3 Bs — B2Ps) +
h?(BaBs — Ba Bs + B2B7 — B3 B7) + h(Bs B — Baf7)]* = 0

bulunur. h = degeri yerine yazilirsa

elde edilir. Bu son denklemde h # sabit ise (B387 — B3 B7)(B3P+ — B3 Bs) = 0 olur.

(a) Eger (B3B7 —P3B7)=0ise g(z) =c;(y+cy) elde edilir. Ayrica (4.1.56)

ifadesinden ¢; = 0 yani g'(z) = 0 elde edilir.

(b) Eger Bafi, — B B = Oise —22_ = sabit olur. Dolayisiyla (4.1.56) ifadesinden

(g'(2))?
g'(z) = 0 bulunur. Boylece h = sabit olmasindan dolay: (;,’g;)z = sabit  olur.
—(g“‘f((;))z = sabit denklemi ¢oziildigiinde f(y) = ¢, (y + ¢;)~* elde edilir.

f) =c1(y+c)™" ve (4.1.57) ifadesi birlikte diisiiniiliirse

-

elde edilir.

1
112
2

2bcs ( )) 4
z
a|C1|g g

26,%(g () (-~ o

¢ alel

) 9@ + (2ec3(9(20)? -
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5. G PSEUDO GALILEAN UZAYINDA FACTORABLE YUZEYLER

Tanim 5.1. G Pseudo-Galilean uzayinda bir M? yiizeyi lokal olarak

r(ug, uz)=(ug, up, f1 (W) f2(u2)), (5.1.1)

r(ug, uz)=(uy, f1(wy) f3(us) , us) (5.1.2)
ya da

r (U, u3)=( £ () f3 (Us) ) 1y, Us) (5.1.3)

seklinde yazilabiliyorsa factorable yiizey olarak adlandirilir, burada f; ler tim i € {1,2,3}
icin tek degiskenli diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. (5.1.1), (5.1.2.) ve (5.1.3) ifadeleri
ile verilen yiizeylere, sirasiyla, birinci tip, ikinci tip ve tigiincii tip factorable yiizeyler adi
verilir [18].

5.1. G1 Pseudo-Galilean Uzaymnda Sifir Gauss Egrilikli Factorable Yiizeyler

G3 pseudo-Galilean uzayinda, sirasiyla, birinci, ikinci ve iigiincii tip factorable
yiizeyleri gozoniine alalim. Bu durumda G} pseudo-Galilean uzaymda sifir Gauss
egriligine sahip olan factorable yiizeyler i¢in tam anlamiyla bir siniflandirma veren

asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.1.1. M2, G pseudo-Galilean uzayinda sifir Gauss egrilikli bir factorable
yiizey olsun. Eger M? birinci tip bir factorable yiizey (sirasiyla ikinci tip ve iigiincii tip ) ise

bu yiizey i¢in asagidaki durumlardan biri gegerlidir [18]:

() f1, f» den en az biri (sirasiyla f3, f3 Ve f5, f3) sabit bir foksiyondur.
(b) f;(u;) = y;ePi* dir, burada B;,y;€R\{0},i € {1,2}(swrasiylai € {1,3} ve i€
{2,3}) dir.

1

(C) fl(ul) = [(1 - al-)fl-ul- + Ai]l__ai dir, burada a; +F 0, 1, al'ER ve a;a; = 1,
& eR\{0}ve 4; eR , i € {1,2} dir (swrasiylai € {1,3} ve i € {2,3} diir).

Tersine, (a) - (¢) durumlarindaki sartlar1 saglayan factorable yiizeyler sifir Gauss
egriligine sahiptir.



Ispat. Teorem ikinci ve iigiincii tip factorable yiizeyler icin de asagidaki yontem

kullanilarak ispatlanabilecegi i¢in sadece birinci tip factorable yiizey i¢in ispat yapildi.

M?, G} pseudo-Galilean uzaymda birinci tip bir factorable yiizey olsun. Bu

durumda M? nin birinci ve ikinci temel formlarmin katsayilar:

|( g1 = 1' g2 = 0
hi1=—(fi f2)? hi2=—(fif2)fi fz h22=1—(f1f3 )*
4 N2 (OS12) (5.1.4)

LL11 = _%(ff’fz): Li; =~ %(fffz’) y Lyp = — %(fl 2)

seklinde elde edilir, burada f; = Z—if, ' = Zi@ Ji€{1,2} ve W=.1-(f,)?]

dir. M? factorable yiizeyinin Gauss egriliginin
K = ({60 = (fi'f3 )] (5.1.5)
oldugu kolayca goriilebilir.

Simdi M? yiizeyinin sifir Gauss egriligine sahip oldugunu kabul edelim. Bu ise
dogrudan f; ya da f, nin (@) durumunu veren sabit fonksiyon oldugunu verir. f; ve f,

sabit olmayan fonksiyonlar ise (5.1.5) esitligi goz oniine alinirsa

(£ — (fi'f2)? =0 (5.1.6)

elde edilir. f{’,1 € {1,2} sifir olamayacagi i¢in (5.1.6) denklemi

fi'fi (f2)?
- = 5.1.7
2 fB'h (5.1.7)

olarak yazilabilir. Boylece (5.1.7) denklemi asagidaki adi diferansiyel denklemi saglar:

{f—)fz =a, i €{1,2}, (5.1.8)

burada a; € R—{0} ve a;a; =1 dir. (5.1.8) denklemi asagidaki Bernoulli adi

diferansiyel denklemine indirgenebilir:

fi=B:fi=0,8€ R—{0}, i €{1,2} (5.1.9)
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a; = 1,i € {1,2} i¢in, (5.1.9) adi diferensiyel denkleminin ¢dziimiinden (b) durumunu

veren

fi(ui) = Yieﬁiui! Yi € R—- {0}! [ € {1' 2}
fonksiyonu elde edilir.

a; #1,i € {1,2} ise (5.1.9) adi diferensiyel denkleminin ¢6ziimiinden (C)

durumunu veren

1

fiw) = [(1 — a)&u; + 4]

fonksiyonu elde edilir, burada i € {1,2} i¢cin a; € R — {0} veq;a; =1, § € R—{0} ve
/11' € R dir.

Tersine (a)-(c) durumlarindaki gibi verilen tiim factorable yiizeylerin sifir Gauss egriligine

sahip oldugu temel hesaplamalar ile elde edilebilir.

Ornek 5.1.1. M? yiizeyi, G} pseudo-Galilean uzayinda sifir Gauss egriligine sahip
olan birinci tip bir factorable yiizey olsun. Teorem 5.1.1 in (a)-(c) durumlarindaki gibi

tanimlanmus,
us = 0.5 (uy)°>
u; = 1.5exp(u; +u,) —5 ve
us = —0.25(uy) " (uy)?

parametrizasyonlari gozoniine alinirsa bu yiizeylerin grafikleri, sirasiyla, Sekil 5.1, Sekil

5.2 ve Sekil 5.3 deki gibi verilebilir [18].
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Sekil 5.1. u; = 0.5 (u;)%° parametrizasyonuna sahip sifir Gauss egrilikli factorable yiizey

Sekil 5.2. u; = 1.5exp(u; + u,) — 5 parametrizasyonuna sahip sifir Gauss egrilikli factorable ylizey
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Sekil 5.3. u; = —0.25 (uy)~*(u,)? parametrizasyonuna sahip sifir Gauss egrilikli factorable yiizey
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5.2. G3 Pseudo - Galilean Uzayinda Minimal Factorable Yiizeyler

Bu béliimde G pseudo-Galilean uzayinda bir factorable yiizeyin minimal olmasi

ile ilgili genel bir siniflandirma verecegiz.

Teorem 5.2.1. M2, G1 de bir factorable yiizey olsun. M2 nin minimal bir yiizey olmas1

icin gerek ve yeter sart asagidaki ifadelerden birinin saglanmasidir [18]:

(@) M? birinci tip yiizey oldugunda f, lineer bir fonksiyondur.

(b) M? ikinci tip yiizey oldugunda f5 lineer bir fonksiyondur.

(c) M? iigiincii tip yiizey oldugunda asagidaki iic durumdan biri gecerlidir:
(c.i) £, ve f5 den en az biri sabit bir fonksiyondur.
(c.ii) f;(u;) = y;eP dir, burada B;,y; € R —{0},i € {2,3}.

1

(c.iii) f;(u)) = [(1 — a)&u; + A% dir,buradaa; # 1,a; ER vea, + az = 2
§ER—{0}veld; ER, i€ {2,3)} dir.

Ispat. M? birinci tip bir factorable yiizey olsun yani (5.1.1) ifadesi ile parametrize

edilmis olsun. (5.1.4) ifadesi gdz oniine alinirsa M? yiizeyinin ortalama egriligi

H=——[fifs] (5.2.1)

seklinde elde edilir. (5.2.1) denklemine gére M? nin minimal factorable yiizey olmasi igin
gerek ve yeter sart f, nin lineer bir fonksiyon olmasidir. Benzer sekilde ikinci tip bir
factorable yiizey minimal olmasi igin gerek ve yeter sart f; tin lineer bir fonksiyon

olmasidir. Bu durum kolayca gosterilebilir.
Bu ise (a) ve (b) durumunun saglandigini ifade eder.

Simdi M? yiizeyi iiglincii tip bir factorable yiizey olsun. O halde M? yiizeyinin

birinci ve ikinci temel formunun katsayilar

91 = f2f3, 92 = f2f3, hi1 =1L hy =1,
N = 0.f3 f3,—f2f3)
w

Ly, = _%(fznfs); Ly = _%(lefé)' Ly, = _%(fz 3”)

(5.2.2)
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seklindedir. Burada W = ./|f;fs — fof3| dir. (5.2.2) deki ifadelerden M? yiizeyinin

ortalama egriligi

1
3

H=—=[(faf)?fs' fs = 20 F)2(fufs) + (F3£3)2fafs = O (5.2.3)

olmasini gerektirir. f, ve f3 fonksiyonlarindan biri sabit bir fonksiyon ise yukaridaki esitlik

saglanir. Bu ise (c.i) durumunun ispatini verir. Aksi halde

' f2, f3f3
(£2? () (.24

sonucu elde edilir. Ispatin geri kalan kismu i¢in iki durum s6z konusudur.

I!

Durum 1.i € {2,3} igin (f;,)f; =1 olsun.

Bu durumda B;,7; € R— {0}, i € {2,3} i¢in f;(u;) = y;ePi% oldugu elde edilir ki bu da

(c.i1) durumunun ispatin1 tamamlar.

Durum 2. i € {2,3} igin % # 1 olsun. (5.2.4) ifadesi gozoniine alinirsa
&—a- g, ER,a; #1, i €{2,3} (5.2.5)
(fi,)z - 1 1 ] 1 ’ ] e

ifadesi elde edilir bu durumda a, + a; = 2 dir. (5.2.5) ifadesindeki adi diferansiyel

denklemi ¢oziiliirse

1

fl(ul) = [(1 - ai)fiui + Ai]l_—ai

elde edilir ki, burada §; € R— {0} ve 1; € R, i € {2,3} diir. Bu ise (c.iii) durumunun

ispatini verir.

Tersine (a)-(c.iii) durumlarinda verilen tiim factorable yiizeylerin minimal oldugu

temel hesaplamalar ile acikca goriilebilir.

Ornek 5.2.1. M2, G} pseudo-Galilean uzaymda minimal bir factorable yiizey olsun.

Teorem 5.2.1 in (a), (b) ve (c.iii) durumlarindaki gibi verilen u; = cos(u;) (u, + 1),
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u, = sin(uy) (uz + 1) veuy, = (2u2)°-5(§u3)1'5 parametrizasyonlarina sahip fonksiyonlar

goOziiniine alinirsa, sirasiyla, Sekil 5.4, Sekil 5.5 ve Sekil 5.6 elde edilir [18].

Sekil 5.4. u3 = cos(uy) (u, + 1) parametrizasyonuna sahip birinci tip minimal factorable yiizey
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Sekil 5.5. u, = sin(u,)(uz + 1) parametrizasyonuna sahip ikinci tip minimal factorable yiizey

Sekil 5.6. u; = (2u2)°'5(§u3)1'5 parametrizasyonuna sahip {i¢iincii tip minimal factorable yiizey

3- boyutlu uzayda amalgamatik egrilik, verilen herhangi bir yiizeyin asli

egriliklerinin harmonik oranidir yani Gauss egriligi ve ortalama egriliginin oranidir. Bu
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nedenle f; in bir lineer fonksiyon olmasi 6zel durumunda K /H = sabit # 0 oranina sahip
birinci ve ikinci tiir factorable yiizeyleri analiz edebiliriz. Bu nedenle M? birinci tip bir
factorable yiizey olsun. f; (u;) = ayu, + f; fonksiyonu géz 6ntine alinirsa Teorem (5.2.1)
den dolayr f, lineer fonksiyon olamaz. O halde (5.1.5) ve (5.2.1) ifadelerinden M?

yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriliginin orani

K _ 1 afi(fp)?
H 2w (aqui+B)fy’

seklindedir. Kabul edelim Ki S = A = sabit olsun. Bu durumda

2 4
1w (5.2.6)

2W (ayus+B1)f5
elde edilir. (5.2.6) ifadesinde u; e gore kismi tiirev alinirsa
11— (f12)% + (f1f3)? = 0 (5.2.7)

sonucu bulunur. Eger M? yiizeyi timelike ise (f1f,)? —1 < 0 olur ki bu bir celiskidir.
Aksi takdirde (5.2.7) ifadesi

, 1
(ayuy + B)*(f2)? = > (5.2.8)
olmasin1 gerektirir. (5.2.8) ifadesinde tekrar u; e gore kismi tiirev alinirsa
ay(aug + B (f)? =0

elde edilir ki bu miimkiin degildir. Bu ise G pseudo-Galilean %z sabit # 0 oranini

saglayan birinci tip bir factorable yiizeyin olmadigini gosterir. Benzer sekilde bu sarti
saglayan ikinci tip factorable ylizeylerin olmadigr sdylenebilir. Dolayisiyla asagidaki

sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 5.2.2. Factorable yiizey taniminda verilen f; lineer bir fonksiyon olsun. Bu
durumda G3 pseudo-Galilean uzaymdag = sabit # 0 oranin saglayan birinci ve ikinci

tip bir factorable yiizey yoktur [18].
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6. G3 GALILEAN UZAYINDA FACTORABLE YUZEYLER

ya da

Tanim 6.1. M?, G; Galilean uzayinda bir yiizey olsun. M? yiizeyi lokal olarak

T (Uq, Uz):=(Ug, Uy, f1(Uy) f2(U2)), (6.1.1)
(g, uz):=(uq, f1 (W) f3(uz) , us), (6.1.2)
Uz, u3):=( f2(uz) f3(uz) , uz, us) (6.1.3)

seklinde yazilabiliyorsa bu yiizey factorable yiizey olarak adlandirilir, burada f; ler tim i €
{1,2,3} i¢in tek degiskenli diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. (6.1.1), (6.1.2) ve (6.1.3)

ifadeleri ile verilen yiizeylere sirastyla birinci, ikinci ve igiincii tip factorable yiizey adi

verilir.

6.1. Gz Galilean Uzayinda Sifir Gauss Egrilikli Factorable Yiizeyler

Bu boliimde G5 Galilean uzaymda bir M? yiizeyinin Gauss egriligi hesaplanarak

genel bir siniflandirma yapildu.

Teorem 6.1.1. M?, G; Galilean uzayinda sifir Gauss egrilikli bir factorable yiizey

olsun. Eger M? yiizeyi birinci tip bir factorable yiizey (sirasiyla ikinci tip ve iigiincii tip )

ise bu ylizey i¢in asagidaki durumlardan biri saglanir.

(a) f1 ve f, den en az biri (sirasiyla f;, f5 Ve f, f3) sabit bir foksiyondur,

(b) f; (u;) = y;ePi dir, burada B;, y;€R\{0},i € {1,2} (swrasiyla i€ {1,3} ve i €
{2,3} dir,

1

(C)fl(ul) = [(1 — ai)fiui + Ai]l_—ai dir, burada a; #F 0, 1, (Zl'E]R ve a;a; = 1,
& R\{0}ve 4; eR, i € {1,2} dir (sirasiyla i € {1,3} ve i € {2,3}) diir.

Tersine, (a)-(c) durumlarindaki sartlar1 saglayan factorable yiizeyler sifir Gauss

egriligine sahiptir.



Ispat. M?, G, Galilean uzayinda birinci tip bir factorable yiizey olsun. O halde M?

nin birinci ve ikinci temel formlarinin katsayilar1 (2.4.1) ve (2.4.4) ifadelerinden

( g1 = 1! g2 = 0
I hi1=(f1 f2)?, hiz=(fif)fifo, R22=1+(f1fy )?
4 N, = S1f20) (6.1.4)

LL11 =Wil(f1”f2), L = Wil(fffz’)' Lyp = Wil(fl 2)

seklinde clde edilir, burada £ =L, £ =2 e (12} ve Wy = [T+ (fuf; )2 |

dir. M? yiizeyinin Gauss egriligi (2.4.5) ifadesinden

1 nerr I cr
K=-3 [(£1'f2)faf — (Fi'f2 )] (6.1.5)
seklinde hesaplanir.

Burada M? yiizeyinin sifir Gauss egriligine sahip oldugunu kabul edelim. Bu
durumda dogrudan f; ya da f, nin (a) durumunu veren sabit fonksiyon oldugu goriiliir. f;

ve f, sabit olmayan fonksiyonlar ise (6.1.5) ifadesine gore

(£ — (i'f2)? =0 (6.1.6)

elde edilir. f{’,1 € {1,2} sifir olamayacagi i¢in (6.1.6) denklemi

A (R)?
Ll Y2) _ 6.1.7
W ' (6.1.7)

olarak yazilabilir. Boylece (6.1.7) denklemi asagidaki adi diferansiyel denklemi saglar:

% =a;,i €{1,2}, (6.1.8)

burada, «; € R — {0} ve a;a; =1 dir. (6.1.8) denklemi asagidaki Bernoulli adi

diferansiyel denklemine indirgenebilir:

fi =Bifi""=0,8, € R—{0},i € {1,2}, (6.1.9)

burada, a; = 1, i € {1, 2} i¢in, (6.1.9) adi diferansiyel denklemi ¢oziiliirse (b) durumunu

saglayan
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fl(ul) = Yie'b)iuiv )/i € R— {0}’ l € {1; 2}
fonksiyonu elde edilir.

a; #1, i €{1,2} oldugu goz online alinirsa (6.1.9) adi diferansiyel denkleminin

¢oziimiinden (c) durumunu veren

1

fitw) = [(1 — ap))éu; + 4]~

ifadesi elde edilir, burada i € {1,2} icin a; ER—{0} ve a;a; =1, { € R—{0}ve
A € R dir.

M?, ikinci tip factorable yiizey olsun. Bu durumda M? yiizeyinin birinci ve ikinci

temel formunun katsayilar1 (2.4.1) ve (2.4.4) ifadelerinden

( 91=19,=0
hi1=(fi f3)?, hia=(fif3)fi f3, ha2=1+(f1f3 )?
N2 (@b 1f3) (6.1.10)

Uql = %(‘ff’fs)' Ly, = %(— fifs), Laz = %(_fl 3)

olarak elde edilir ve burada W, =./|1+ (fif; )?| seklindedir. Dolaysiyla da M?

ylizeyinin Gauss egriligi (2.4.5) g6z Oniine alinirsa

K = —[(f/£5)f:fs — (F'f5)?] (6.1.11)
seklinde bulunur.

M? yiizeyinin sifir Gauss egriligine sahip oldugunu kabul edelim. Bu durumda f;
ya da f; in sabit bir fonksiyon oldugu sonucu kolayca elde edilir ki bu ise (a) durumunun

ispatin1 verir. Eger f; ve f; tin sabit bir fonksiyon olmadig: kabul edilirse, bu durum

(f/'f3)ff; = (A'fs)? =0 (6.1.12)

olmasimi gerektirir. f{’,i € {1,3} fonksiyonlar sifir olamayacagi i¢in (6.1.11) denklemi

fi'fs (f)?
=== A1
D AT, (6.1.13)
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seklinde ifade edilebilir. Bu denklemden

= a; i € {1,2} (6.1.14)

yazilabilir, burada a; € R — {0} ve a;a; = 1dir. (6.1.13) denkleminden
fi = Bifi"* =0, B e R—{0}, i € {1,3} (6.1.15)

adi diferansiyel denklemi elde edilir ki burada a; = 1, i € {1,3} i¢in, bu adi diferansiyel

denkleminin ¢6ziimii ile (b) ifadesini saglayan

fi(w) = y;ef, y; € R—{0}, i € {1,3}
fonksiyonu bulunur.

Eger a; # 1,i € {1,3} ise bu durumda da (6.1.15) adi diferansiyel denkleminin

¢oziimii ile () durumunu veren

1

fl(ul) = [(1 - ai)fiui + Ai]l_—ai

fonksiyonu elde edilir, burada i € {1,3} icina; € R — {0} ve a;a; = 1,& € R— {0} ve
A € R dir.

M? yiizeyinin iiciincii tip factorable yiizey olmasi durumunda ise, M? yiizeyinin
birinci ve ikinci tip factorable yiizey olmasi durumlarinda yapilan ispata benzer sekilde

(a)-(c) durumlar1 elde edilir.

Tersine (a)-(c) durumlarindaki gibi verilen tiim factorable yiizeylerin sifir Gauss

egriligine sahip oldugu temel hesaplamalar ile elde edilir.
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6.2. Gz Galilean Uzayinda Minimal Factorable Yiizeyler

Son olarak bu boliimde G5 Galilean uzayinda minimal factorable yiizeyler ig¢in genel

bir smniflandirma verildi.

Teorem 6.2.1. M2, G; Galilean uzaymda bir factorable yiizey olsun. M? yiizeyinin
minimal bir yiizey olmasi igin gerek ve yeter sart asagidaki ifadelerden birinin

saglanmasidir:

(@) M? birinci tip yiizey oldugunda f, lineer bir fonksiyondur.

(b) M? ikinci tip yiizey oldugunda f5 lineer bir fonksiyondur.

(c) M? iigiincii tip yiizey oldugunda asagidaki ii¢ durumdan biri gegerlidir:
(c.i) £, ve f5 den en az biri sabit bir fonksiyondur

(c.ii) f;(u;) = y;ePi dir, burada B;, y; € R —{0},i € {2, 3} diir.
1

(c.iii) f;(u) = [(1 — a)&u; + A;]*% dir, buradaa; # 1,a; ER ve a, + az = 2
& eER—{0}ved; ER, i €{2, 3} dir.

Ispat. M2, Galilean uzayinda birinci tip bir factorable yiizey olsun yani (6.1.1)
ifadesi ile parametrize edilmis olsun. M? yiizeyinin ortalama egriligi (6.1.4) ifadesi goz

Oniine alinirsa

H=—fif,"] (6.2.1)

seklinde elde edilir. (6.2.1) denklemine gére M? nin minimal factorable yiizey olmasi i¢in

gerek ve yeter sart f, nin lineer bir fonksiyon olmasidir.

Simdi M? yiizeyinin ikinci tip bir factorable yiizey oldugunu kabul edelim. Bu
durumda M? yiizeyinin ortalama egriligi (2.4.5) ifadesinden

H=——[fifs"] (6.2.2)

olarak elde edilir. (6.2.2) ifadesine gére, M? nin minimal factorable yiizey olmasi i¢in

gerek ve yeter sart f; lin lineer bir fonksiyon olmasidir.
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Simdi M? yiizeyinin iigiincii tip bir factorable yiizey olugunu gdzoniine alalim. Bu

durumda M? yiizeyinin birinci ve ikinci temel formunun katsayilari

( 915 f2f3 92 = fof3, hi1 =1, hyy = —1,
O'_f,f'_ff,
N = SRl (6.2.3)

1 1" 1 1o 1 "
Un = W(fz f3), L1z = W(fz f3), Lap = W(fz 3)
olarak elde edilir. Burada W = ./|f,fs + fofs| dir. (6.2.3) gboz Oniine almirsa M2
yiizeyinin ortalama egriligi

1
H = s (B3 fs = 25 2 (afs) + () 2ffi = 0

seklinde bulunur. f, ve f; fonksiyonlarindan biri sabit bir fonksiyon ise yukaridaki esitlik

saglanir. Bu ise (c.1) durumunun ispatini verir. Aksi halde

£ f2 + f3' f3 i
D (A

(6.2.4)

sonucu elde edilir. Ispatin geri kalan kismi igin iki durum s6z konusudur.

Durum 1.i € {2,3} igin % =1 olsun.
Bu durumda f3;,7; € R — {0}, i € {2,3} icin f;(u;) = y;efi oldugu elde edilir ki bu da

(c.i1) durumunun ispatin1 tamamlar.

Durum 2..i € {2,3} igin % # 1 olsun. (6.2.4) esitliginden,
ST g a €R,ap#1,i € {2,3) (6.2.5)
(fil)z - L L ] l l ) s

ifadesini elde ederiz ki buradan a, + a3 = 2 dir. (6.2.5) adi diferensiyel denklemi

¢Oziiliirse

1

fitw) = [(1 — a)u; + A;]1%
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oldugu elde edilir, burada é; € R — {0} ve 4; € R, i € {2,3} diir. Bu da (c.iii) durumunun

ispatin1 tamamlar.

Teorem 6.2.2. 3- boyutlu Galilean uzay1 Gj de % = sabit # 0 oranm saglayan

birinci ve ikinci tip bir factorable yiizey yoktur.

Ispat. f; in bir lineer fonksiyon olmasi 6zel durumunda K/H = sabit # 0 oranina
sahip birinci ve ikinci tiir factorable yiizeyleri analiz edebiliriz. Bu nedenle, M? yiizeyi
birinci tip bir factorable yiizey olsun. f;(u,) = ayu; + S, alarak Teorem (6.2.1) den
dolay1 f, lineer fonksiyon olamaz. O halde (6.1.5) ve (6.2.1) ifadelerinden M? yiizeyinin

Gauss egriligi ve ortalama egriliginin orani

K _ 1 ai(f)?

H  2W (ayus+B1)f3’

seklindedir. Kabul edelim ki g = A = sabit olsun. O halde

A @) g (6.2.6)

2W (qus +0)fs

elde edilir. (6.2.6) ifadesinin u, e gore kismi tiirevi alinirsa

(g + B (f)? = (6.2.7)
bulunur. (6.2.7) ifadesinin tekrar u; e gore kismi tiirevi alinirsa

oy (ayuy + B1)(f3)? =0

elde edilir ki bu durum miimkiin degildir. Bu ise G5 Galilean uzayinda §= sabit # 0

oranini saglayan birinci tip bir factorable yiizeyin olmadigin1 verir.

M? yiizeyi ikinci tip bir factorable yiizey olsun. Teorem (6.2.1) den dolay1 f5 lineer
fonksiyon olamaz. O halde (6.1.11) ve (6.2.2) ifadelerinden M? yiizeyinin Gauss ve
ortalama egriliginin orani

1 ad)?

K —
H 2W (aqui+B1)fs
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olarak hesaplanir. Burada kabul edelim ki % = A = sabit olsun. Bu durumda

1 ag:)*
W (@ug+Bfy A (6.27)
elde edilir. (6.2.7) ifadesinin u; e gore kismi tiirevi alinirsa
, 1
(ayug + B)*(f3)% = > (6.2.8)

bulunur. (6.2.8) ifadesinin tekrar u; e gore kismi tiirevi alinarak
ai(ayug + B)(f5)? =0

bulunur ki bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla G Galilean uzayinda S = sabit # 0 oranini

saglayan ikinci tip bir factorable yiizeyin olmadigini sdyleyebiliriz.
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