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GİRİŞ

Reel değerli tek indisli fonksiyon dizilerinde tanımlanan yakınsaklık türleri Analizde

çok çalı̧sılan bir konudur. Bu yakınsaklık türlerinden en iyi bilinenler noktasal yakınsaklık

ve düzgün yakınsaklıktır. Fakat Analizde çok iyi bilinen bu yakınsaklık türleri; örneğin,

x ∈ R− [−1, 1],k=1,2,... olmak üzere

fk(x) =

 (−x)k, k ∈ [3p, 3p + p), p = 1, 2, ...

0, diğer haller

gibi noktasal olarak yakınsamayan fonksiyon dizilerinin yakınsaklığını başka tür yakınsak-

lık modelleri ile karakterize etmek gerekir. Bunun için noktasal yakınsaklıktan daha zayıf

olan yakınsaklık türlerine ihtiyaç vardır. Bunlar; istatistiksel yakınsaklık, lacunary yakın-

saklık gibi yakınsaklık türleridir. İstatistiksel yakınsaklık ilk kez Fast [4] tarafından ver-

ildi. Daha sonra bu yakınsaklık tipi başka araştırmacılar tarafından da çalı̧sılmı̧stır. Reel

değerli fonksiyon dizileri için noktasal istatistiksel yakınsaklık, A.Gökhan ve M. Güngör

[11] tarafından tanımlandı. İstatistiksel yakınsaklık, çift indisli dizilerde Mursaleen ve H.

H. Osama Edely [8] tarafından ve daha sonra noktasal istatistiksel yakınsaklık ve düzgün

istatistiksel yakınsaklık, reel değerli çift indisli fonksiyon dizilerinde A. Gökhan, M. Güngör

ve M. Et [11] tarafından çalı̧sıldı. Çift indisli fonksiyon dizilerinde Lacunary istatistik-

sel yakınsaklık ise M. Crnjac, F. C̆unjalo, H.I.Miller [15] ve daha sonrada Rıchard. F.

Patterson ve Ekrem Savaş [14] tarafından incelenmi̧stir.
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1. GENEL KAVRAMLAR

1.1. Temel Tanımlar

Tanım 1.1.1. A ⊂ R ve F (A) ’da A üzerinde tanımlı, reel değerli fonksiyonların cümlesi
olsun.

s : N→ F (A)

şeklinde tanımlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi veya deği̧sken terimli dizi denir

[1].

Tanım 1.1.2. (fn) dizisinin A üzerinde f fonksiyonuna noktasal yakınsak olması için

gerek ve yeter şart ∀ε > 0 ve her bir x ∈ A için ∀ n > n0 olduğunda;

|fn (x)− f (x)| < ε

olacak şekilde ∃ n0 = n0(ε, x) sayısının olmasıdır [1].

Tanım 1.1.3. K ⊂ N olmak üzere bir K kümesinin doğal yoğunluğu;

δ (K) = lim
n→∞

1

n
|{k ≤ n : k ∈ K}|

şeklinde tanımlanır. Burada |{k ≤ n : k ∈ K}| ifadesi K kümesinin n ’den büyük olmayan

elemanlarının sayısını göstermektedir [2].

Eğer δ (K) = 0 ise K kümesine sıfır yoğunluklu küme denir.

Tanım 1.1.4. Herhangi bir x = (xk) dizisinin terimleri bir P özelliğini sıfır yoğunluklu bir

küme dı̧sında bütün k ’lar için sağlıyorsa, (xk) dizisi hemen hemen her k için P özelliğini

sağlıyor denir ve “h.h.k” biçiminde gösterilir [3].

Doğal yoğunluk kavramından faydalanılarak istatistiksel yakınsaklık tanımı aşağıdaki

gibi verilebilir:
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Tanım 1.1.5. x = (xk) kompleks terimli bir dizi olmak üzere, her ε > 0 için;

lim
n→∞

1

n
|{k ≤ n : |xk − L| ≥ ε}| = 0

veya h.h.k için |xk − L| < ε olacak şekilde bir L sayısı varsa x = (xk) dizisi L sayısına

istatistiksel yakınsaktır denir ve S − limxk = L veya xk
s→ L biçiminde gösterilir [3].

İstatistiksel yakınsak dizilerin uzayı S ile gösterilir. Eğer özel olarak L = 0 ise x = (xk)

dizisine istatistiksel sıfır dizisi denir. İstatistiksel yakınsak sıfır dizilerinin kümesi S0 ile

gösterilir. Buna göre;

S =

½
x = (xk) : lim

n

1

n
|{k ≤ n : |xk − L| ≥ ε}| = 0

¾
ve

S0 =

½
x = (xk) : lim

n

1

n
|{k ≤ n : |xk| ≥ ε}| = 0

¾

şeklinde tanımlıdır.

Açıkça görüleceği gibi yakınsak her dizi istatistiksel yakınsaktır. Yani limxk = L ise

S − limxk = L dir. Fakat bunun tersi doğru değildir. Gerçekten,

xk =

 1, k = m2, m = 1, 2, ...

0, k 6= m2

şeklinde tanımlanmı̧s x = (xk) dizisini göz önüne alalım. Her ε > 0 için;

|{k ≤ n : |xk| ≥ ε}| ≤ |{k ≤ n : xk 6= 0}| ≤
√
n

olduğundan,

lim
n

1

n
|{k ≤ n : xk 6= 0}| ≤ lim

n

√
n

n
= 0

elde edilir. Bu S − limxk = 0 olduğu anlamına gelir. Ancak (xk) yakınsak değildir.

Diğer taraftan istatistiksel yakınsak bir dizi sınırlı olmak zorunda değildir. Yani c∞ ve

S uzayları birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanları vardır.
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Gerçekten,

xk =


√
k, k = m2, m = 1, 2, ...

1, k 6= m2,

şeklinde tanımlanan x = (xk) dizisi için S − limxk = 1 dir, ancak x /∈ c∞ dir.

x = (1, 0, 1, 0, ...) dizisi sınırlıdır. Ancak istatistiksel yakınsak değildir.

Bir dizi istatistiksel yakınsak ise istatistiksel limiti tektir, yani S − limxk = L1,

S − limxk = L2 ise L1 = L2 dir.

Tanım 1.1.6. Bir x = (xk) kompleks terimli dizisini göz önüne alalım, ε > 0 verilsin.

Eğer h.h.k için |xk − xN | < ε olacak şekilde bir N = N (ε) doğal sayısı varsa yani,

lim
n→∞

1

n
|{k ≤ n : |xk − xN | ≥ ε}| = 0

ise x = (xk) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [3].

Teorem 1.1.7. S − limxk = a, S − lim yk = b ve c bir reel sayı olsun. Bu taktirde;

i) S − lim cxk = ca dır,

ii) S − lim (xk + yk) = a+ b dir [4].

Teorem 1.1.8. Aşağıdaki önermeler denktir.

i) x dizisi istatistiksel yakınsaktır,

ii) x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir,

iii) h.h.k için xk = yk olacak şekilde yakınsak bir y = (yk) dizisi vardır [3].

1.2. Lacunary İstatistiksel Yakınsaklık

Tanım 1.2.1. θ = (kr) , pozitif tamsayıların artan bir dizisi olsun. k0 = 0 olmak üzere

r→∞ için hr = kr − kr−1 →∞ ise θ = (kr) dizisine lacunary dizisi denir. θ = (kr) dizisi

tarafından belirlenen aralıklar Ir = (kr−1, kr] ile gösterilecektir.
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Lacunary dizilerinde,

krX
i=kr−1+1

|xi| =
X
i∈Ir

|xi|

olarak alınacak ve qr =
kr
kr−1

olacaktır [5].

Tanım 1.2.2. Herhangi bir θ = (kr) lacunary dizisi için;

lim
r→∞

 1

hr

X
k∈Ir

|xk − L|
 = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa (xk) dizisi L sayısına kuvvetli lacunary yakınsaktır denir

[4]. Kuvvetli lacunary yakınsak dizilerin kümesi Nθ ile gösterilir. Burada,

Nθ =

x = (xk) : lim
r→∞

 1

hr

X
k∈Ir

|xk − L|
 = 0


dır. Lacunary istatistiksel yakınsaklık, Fridy ve Orhan [6] tarafından aşağıdaki gibi tanım-

lanmı̧stır.

Tanım 1.2.3. θ = (kr) bir lacunary dizi olsun. Eğer her ε > 0 için;

lim
r→∞

1

hr
|{k ∈ Ir : |xk − L| ≥ ε}| = 0

ise x = (xk) dizisi L sayısına lacunary istatistiksel yakınsaktır denir.

Eğer bir x = (xk) dizisi bir L sayısına lacunary istatistiksel yakınsak ise bu

Sθ − limxk = L veya xk → L (Sθ) biçiminde gösterilir. Lacunary istatistiksel yakınsak

dizilerin uzayı Sθ ile gösterilirse,

Sθ =

½
x = (xk) : lim

r→∞
1

hr
|{k ∈ Ir : |xk − L| ≥ ε}| = 0

¾
dır.
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1.3. Çift İndisli Dizilerde Yakınsaklık

Tanım 1.3.1. x = (xjk)j,k∈N bir çift indisli dizi olsun. Eğer j → ∞ ve k → ∞ iken

xjk → L olacak şekilde bir L sayısı varsa x = (xjk)j,k∈N dizisine Pringsheim anlamında

yakınsaktır denir. Bu durumda,

lim
j,k→∞

xjk = L

olarak yazarız. Bir çift indisli dizinin yakınsaklığından Pringsheim anlamındaki yakınsak-

lığını kastederiz [7] .

Açıkça x = (xjk) çift indisli dizisi Pringsheim anlamında yakınsak olması için gerek ve

yeter şart her ε > 0 için bir n0 = n0(ε) vardır öyle ki bütün j, k ≥ n0 için,

|xjk − L| < ε

dur. L limitine çift limit veya x ’in Pringsheim limiti denir [7] .

Tanım 1.3.2. x = (xjk)j,k∈N bir çift indisli dizi olsun. Eğer her ε > 0 için p, q, j, k ≥ n0

olduğunda,

|xpq − xjk| < ε

olacak şekilde bir n0 ∈ N varsa x = (xjk) çift indisli dizisine Cauchy dizisi denir [7] .

Teorem 1.3.3. Kompleks terimli (xjk) çift indisli dizisinin Cauchy dizisi olması için gerek

ve yeter şart yakınsak olmasıdır [7] .

Tanım 1.3.4. A ⊆ N×N pozitif tamsayılar kümesinin bir alt kümesi olsun. Bu durumda³ |A(n,m)|
nm

´
çift indisli dizisi Pringsheim anlamında bir limite sahip ise, A kümesinin bir çift

doğal yoğunluğa sahip olduğunu söyleriz ve

lim
n,m→∞

|A(n,m)|
nm

= δ2(A),

şeklinde tanımlanır.
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Burada A(n,m) = {(j, k), j ≤ n ve k ≤ m : (j, k) ∈ A} ve |A(n,m)| , A ⊆ N×N
kümesinin eleman sayısını gösterir [8] .

Ayrıca

δ2(A
c) = δ2(N×N−A) = 1− δ2(A)

olduğu açıktır. Aşikârdır ki N×N tüm sonlu alt kümeleri sıfır çift doğal yoğunluğa sahip-

tir. Bununla birlikte bazı sonsuz alt kümeleri de sıfır yoğunlukludur.

Örnek 1.3.5.

A = {(j, k) : j ∈ [3p, 3p + p) ve k ∈ [3q, 3q + q), p, q = 1, 2, ...}

kümesi sıfır çift doğal yoğunluğa sahiptir.

Burada özellikle sıfır çift doğal yoğunluğa sahip N×N ’nin bir alt kümesi ile il-

gileneceğiz.

Tanım 1.3.6. x = (xjk) çift indisli dizisi sıfır yoğunluklu cümle hariç diğer bütün (j, k)

lar için bir P özelliğini sağlıyorsa, (xjk) dizisi hemen hemen her (j, k) için P özelliğini

sağlıyor denir ve ”h.h.(j, k)” şeklinde gösterilir [8] .

Tanım 1.3.7. x = (xjk) reel terimli bir çift indisli dizi olsun. Eğer her ε > 0 için;

lim
n,m→∞

1

nm
|{(j, k), j ≤ n ve k ≤ m : |xjk − L| ≥ ε}| = 0,

yani h.h.(j, k) için;

|xjk − L| < ε

ise x = (xjk) çift indisli dizisi L sayısına istatistiksel yakınsaktır denir.

Bu durumda st2 − lim
j,k→∞

xjk = L şeklinde yazılır [8] .
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Tanım 1.3.8. x = (xjk) bir çift indisli dizi olsun. Eğer;

lim
n,m→∞

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

xjk = L

ise x = (xjk) dizisi L sayısına Cesàro toplanabilir denir [9] .

Tanım 1.3.9. x = (xjk) bir çift indisli dizi ve p de bir pozitif reel sayı olsun. Eğer,

lim
n,m→∞

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

|xjk − L|p = 0

ise x = (xjk) çift indisli dizisi L sayısına kuvvetli p−Cesàro yakınsaktır denir [8] .

İstatistiksel yakınsaklık, kuvvetli p−Cesàro yakınsaklığı gerektirir fakat bunun tersi
doğru değildir. Aşağıdaki örnek bunun tersinin doğru olmadığını gösterir:

Örnek 1.3.10. x = (xjk) çift indisli dizisi;

xjk =


k, j = 1 her k için

j, k = 1 her j için

0, diğer durumlarda

olarak tanımlansın. Burada,

lim
j,k→∞

xjk = 0

fakat

lim
n,m→∞

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

xjk = lim
n,m→∞

1

nm

1

2
(m2 + n2 +m+ n− 2)

ifadesi sonlu bir limite sahip değildir. Bu yüzden x Cesàro yakınsak değildir. Üstelik

kuvvetli p−Cesàro yakınsak da değildir. Fakat,

lim
n,m→∞

1

nm
|{(j, k) : |xjk − 0| ≥ ε}| = lim

n,m→∞
m+ n− 1

nm
= 0

dır. Yani x, 0 ’a istatistiksel yakınsaktır [8] .
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2. REEL DEĞERLİ ÇİFT İNDİSLİ FONKSİYON DİZİLERİNDE

NOKTASAL, DÜZGÜN VE İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK

Bu bölümde terimleri reel değerli olan {fjk} çift indisli dizileri ile çalı̧sacağız. Eleman-
ları fonksiyonlar olan çift indisli diziler, tek indisli reel değerli fonksiyon dizilerine benzer

şekilde tanımlanır.

Tek indisli dizilerde noktasal istatistiksel yakınsaklık kavramı, A. Gökhan ve M. Güngör

[10] tarafından verildi.

2.1. Noktasal ve Düzgün Yakınsaklık

Tanım 2.1.1. {fjk} fonksiyonların bir çift indisli dizisi ve S ⊂ R olsun. Her x ∈ S ve her

ε > 0 için, j, k > N olduğunda,

|fjk(x)− f(x)| < ε

olacak şekilde bir N(x, ε) pozitif tamsayısı varsa, {fjk} çift indisli dizisi f ’ye noktasal
yakınsaktır denir. Sembolik olarak lim

j,k→∞
fjk(x) = f(x) veya fjk → f şeklinde gösterilir.

f fonksiyonuna, {fjk} dizisinin çift limit fonksiyonu veya Pringsheim limit fonksiyonu

denir. Bu durumda {fjk} dizisinin S kümesi üzerinde f ’ye noktasal yakınsak olduğunu

söyleriz [11].

Teorem 2.1.2. {fjk}, S kümesi üzerinde tanımlı fonksiyonların bir çift indisli dizisi olsun.
S kümesi üzerindeki Pringsheim limit;

lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x)

ise, her j, k : N→ N kesin artan fonksiyonlar olmak üzere S kümesi üzerinde,

lim
r→∞fj(r),k(r)(x) = f(x)

tir [11].
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İspat: Her j, k : N→ N kesin artan fonksiyonlar ve lim
r→∞fj(r),k(r)(x) = f(x) fakat lim

j,k→∞
fjk(x) 6=

f(x) olsun. Bu taktirde her ε > 0 ve N ∈ N için j, k > N olduğunda,

|fjk(x)− f(x)| ≥ ε (2.1.1)

dur. Bu durumda N = 1 için (2.1.1) eşitsizliğini sağlayan j(1) ve k(1) sayılarını bulabiliriz

yani,

¯̄
fj(1),k(1)(x)− f(x)

¯̄ ≥ ε

olacak şekilde j(1), k(1) sayıları vardır. N2 = max {j(1), k(1)}+ 1 alalım. Böylece,

¯̄
fj(2),k(2)(x)− f(x)

¯̄ ≥ ε

olacak şekilde j(2) ve k(2) sayılarını bulabiliriz. Bu şekilde devam edilirse,

¯̄
fj(r),k(r)(x)− f(x)

¯̄ ≥ ε

eşitsizliği sağlanacak şekilde j(r), k(r) sayıları bulabiliriz ki bu ise kabulümüz ile çeli̧sir.

Yani,

lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x)

dir. Böylece ispat tamamlanır.

Tanım 2.1.3. {fjk}, bir S kümesi üzerinde f ’ye düzgün yakınsak fonksiyonların bir dizisi
ise, her ε > 0 için bir N(= N(ε)) sayısı vardır öyle ki j, k > N ve S kümesi üzerindeki

bütün x ’ler için,

|fjk(x)− f(x)| < ε

dur. S kümesi üzerindeki düzgünlük lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x) veya fjk → f şeklinde gösterilir

[11].
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Aşağıdaki teorem herhangi bir {fjk} dizisinin düzgün yakınsak olup olmadığı hakkında
bilgi verecektir:

Teorem 2.1.4. I = [a, b] ⊂ R üzerindeki sürekli fonksiyonlar f ve fjk (j, k = 1, 2, 3, ...)

olsun. Bu taktirde;

lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x)

I üzerinde düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter koşul cjk = max
x∈I

|fjk(x)− f(x)|

olmak üzere;

lim
j,k→∞

cjk = 0

olmasıdır [11].

İspat: Kabul edelim ki I üzerinde,

lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x)

düzgün yakınsaktır. Her j, k ∈ N için |fjk(x)− f(x)| , I üzerinde sürekli olduğundan en
az bir xjk ∈ I noktasında mutlak maksimum değere sahiptir. Yani,

c11 = |f11(x11)− f(x11)| , c21 = |f21(x21)− f(x21)| , ...

olacak şekilde x11, x12, ..., x1k, ..., x21, ..., xjk, ... ∈ I mevcuttur. Böylece,

cjk = |fjk(xjk)− f(xjk)| , j, k = 1, 2, ...

yazabiliriz. Düzgün yakınsaklığın tanımından her ε > 0 ve bütün j, k > N(ε) için;

|fjk(xjk)− f(xjk)| < ε

dur.
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Dolayısıyla,

lim
j,k→∞

cjk = 0

dır.

Açıkça S kümesi üzerindeki aynı f limitine sahip düzgün yakınsaklık noktasal yakın-

saklığı gerektirir. Aşağıdaki örnek bunun tersinin doğru olmadığını gösterir.

Örnek 2.1.5.

fjk(x) =
j2k2x

1 + j3k3x2
, x ∈ (0, 1)

{fjk}, f = 0 ’a noktasal yakınsaktır. Fakat (0, 1) aralığında düzgün yakınsak değildir.

Çünkü;

lim
j,k→∞

cjk = lim
j,k→∞

√
jk

2

yakınsak değildir [11].

2.2. İstatistiksel Yakınsaklık

İstatistiksel yakınsaklık kavramı ilk olarak Fast [4] tarafından verildi. Aynı zamanda

birbirinden bağımsız olarak Buck [12] ve Shoenberg [13] tarafından reel ve kompleks terimli

diziler için verildi. İstatistiksel yakınsaklık kavramını Mursaleen ve Edely [8] başta olmak

üzere birçok ki̧si tarafından çalı̧stı.

Tanım 2.2.1. Bir S kümesi üzerinde {fjk} fonksiyonların bir çift indisli dizisi olsun. Eğer
her ε > 0 ve her bir (sabit) x ∈ S için;

lim
n,m→∞

1

nm
|{(j, k), j ≤ n ve k ≤ m : |fjk(x)− f(x)| ≥ ε }| = 0

ise {fjk} çift indisli fonksiyon dizisi f ’ye noktasal istatistiksel yakınsaktır denir [11].

12



Yani, her bir (sabit) x ∈ S ve h.h.(j, k) için;

|fjk(x)− f(x)| < ε

dur. Bu durumda S kümesi üzerinde st2 − lim fjk(x) = f(x) veya fjk
st2→ f yazarız.

f fonksiyonuna, {fjk} fonksiyon dizisinin çift istatistiksel limiti veya Pringsheim istatistik-
sel limiti denir. Açıktır ki S kümesi üzerinde lim

j,k→∞
fjk(x) = f(x) ise st2−lim fjk(x) = f(x)

tir. Fakat bunun tersi doğru değildir.

Örnek 2.2.2. x ∈ R− [−1, 1] olmak üzere;

fjk(x) =

 (−x)jk, j ∈ [3p, 3p + p) ve k ∈ [3q , 3q + q) , p, q = 1, 2, ...

0, diğer durumlarda

olarak tanımlansın. Her bir (sabit) x ∈ R− [−1, 1], j, k = 1, 2, ... için;

lim
n,m→∞

1

nm
|{(j, k), j ≤ n ve k ≤ m : |fjk(x)− 0| ≥ ε }|

≤ pq(p+ 1)(q + 1)

4.3p+q
→ 0

dır. Sonuç olarak

st2 − lim fjk(x) = 0

dır. Fakat lim
j,k→∞

fjk(x) mevcut değildir [11].

Teorem 2.2.3. {fjk} ve {gjk}, S kümesi üzerinde tanımlı fonksiyonların iki çift indisli
dizisi olsun. Eğer S kümesi üzerinde st2 − lim fjk(x) = f(x) ve st2 − lim gjk(x) = g(x) ise

α, β ∈ R olmak üzere;

st2 − lim(αfjk(x) + βgjk(x)) = αf(x) + βg(x)

tir [11].
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İspat: Her bir x ∈ S ve α, β ∈ R için;

lim
j,k→∞

|αfjk(x) + βgjk(x)− (αf(x) + βg(x))|
= lim

j,k→∞
|α(fjk(x)− f(x)) + β(gjk(x)− g(x))|

≤ lim
j,k→∞

|α| |fjk(x)− f(x)|+ lim
j,k→∞

|β| |gjk(x)− g(x)|→ 0

dır. Sonuç olarak;

st2 − lim(αfjk(x) + βgjk(x)) = αf(x) + βg(x)

tir.

Teorem 2.2.4. S kümesi üzerinde {fjk} fonksiyonların bir çift indisli dizisi bir f(x)
fonksiyonuna istatistiksel yakınsak olması için gerek ve yeter şart her bir (sabit) x ∈ S

için;

Kx = {(j, k)} ⊆ N×N, j, k = 1, 2, ...

alt kümesi vardır öyle ki δ2(Kx) = 1 ve lim
j,k→∞
(j,k)∈Kx

fjk(x) = f(x) tir [11].

İspat: S kümesi üzerinde st2 − lim fjk(x) = f(x) olsun. Her bir (sabit) x ∈ S için;

Kr,x = {(j, k) ∈ N×N : |fjk(x)− f(x)| ≥ 1
r
}

ve

Mr,x = {(j, k) ∈ N×N : |fjk(x)− f(x)| < 1

r
} (r = 1, 2, ...)

olsun. Buradan δ2(Kr,x) = 0 dır. Bununla birlikte,

M1,x ⊃M2,x ⊃ ... ⊃Mi,x ⊃Mi+1,x ⊃ ... (2.2.1)

ve

δ2(Mr,x) = 1, r = 1, 2, ... (2.2.2)

olsun.
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Şimdi S kümesi üzerinde (j, k) ∈Mr,x için {fjk} çift indisli dizisinin f(x) ’e yakınsadığını

göstermeliyiz.

Kabul edelim ki S kümesi üzerinde {fjk} çift indisli dizisi f(x) ’e yakınsamasın. Bu
taktirde bir ε > 0 vardır öyle ki, sonsuz sayıdaki terimler ve en az bir x ∈ S ’ler için;

|fjk(x)− f(x)| ≥ ε

dur.

Mε,x = {(j, k) : |fjk(x)− f(x)| < ε}

olsun. ε >
1

r
(r = 1, 2, ...) için,

δ2(Mε,x) = 0

ve (2.2.1) den Mr,x ⊂ Mε,x dir. Böylece δ2(Mr,x) = 0 olur ki bu da (2.2.2) ile çeli̧sir.

Dolayısıyla S kümesi üzerinde {fjk} çift indisli fonksiyon dizisi f(x) ’e yakınsaktır.

Tersine, kabul edelim ki her bir (sabit) x ∈ S için;

Kx = {(j, k)} ⊆ N×N

alt kümesi vardır öyle ki δ2(Kx) = 1 ve lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x) tir. Yani bir N(x, ε) vardır

öyle ki her bir (sabit) x ∈ S ve ε > 0 için j, k ≥ N iken,

|fjk(x)− f(x)| < ε

dur. Şimdi her bir (sabit) x ∈ S için;

Kε,x = {(j, k) : |fjk(x)− f(x)| ≥ ε} ⊆ N×N− {(jN+1, kN+1), (jN+2, kN+2), ...}

dir.
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Bu yüzden,

δ2(Kε,x) ≤ 1− 1 = 0

dır.

Sonuç olarak S kümesi üzerinde, {fjk} çift indisli fonksiyon dizisi, f(x) ’e noktasal
istatistiksel yakınsaktır.

Sonuç 2.2.5. Eğer S kümesi üzerinde st2 − lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x) ise bir {gjk} dizisi
vardır öyle ki her bir (sabit) x ∈ S için;

lim
j,k→∞

gjk(x) = f(x) ve δ2{(j, k) : fjk(x) = gjk(x)} = 1

dir. Yani her bir (sabit) x ∈ S ve h.h.(j, k) için;

fjk(x) = gjk(x)

tir [11].

Tanım 2.2.6. Bir S kümesi üzerinde {fjk} çift indisli fonksiyon dizisi her ε > 0 ve her

x ∈ S için;

lim
n,m→∞

1

nm
|{(j, k), j ≤ n ve k ≤ m : |fjk(x)− f(x)| ≥ ε}| = 0

ise {fjk} çift indisli fonksiyon dizisi f ’ye düzgün istatistiksel yakınsaktır denir [11].

Yani her x ∈ S ve h.h.(j, k) için;

|fjk(x)− f(x)| < ε (2.2.3)

dur. Bu durumda S kümesi üzerindeki düzgün yakınsaklık,

st2 − lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x) veya fjk
st2→ f

şeklinde gösterilir.
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Teorem 2.2.3 ’ten düzgün istatistiksel yakınsaklığın tanımı şu şekilde verilebilir:

“S kümesi üzerinde fjk
st2→ f ’ye düzgün istatistiksel yakınsaktır ⇔ ∀ε > 0, her x ∈ S

için, ∃K ⊂ N×N, δ2(K) = 1 ve ∃(n0,m0) ∈ K vardır n0 = n0(ε), m0 = m0(ε), öyle ki

∀j > n0, k > m0 ve (j, k) ∈ K için |fjk(x)− f(x)| < ε dur.”

Teorem 2.2.7. f ve fjk, j, k = 1, 2, ... , I = [a, b] ⊂ R üzerindeki sürekli fonksiyonlar
olsun. I üzerinde st2 − lim

j,k→∞
fjk(x) = f(x) ’e düzgün istatistiksel yakınsak olması için

gerek ve yeter şart

cjk=max
x∈I

|fjk(x)− f(x)| olmak üzere st2 − lim
j,k→∞

cjk = 0 olmasıdır [11].

İspat: İspat teorem 2.2.7 ve Teorem 2.2.4 ’e benzer şekilde yapılır. Açık olarak tüm sonlu

(j, k) ’lar için (2.2.3) eşitsizliği gerçeklenir. S kümesi üzerindeki düzgün yakınsaklık,

lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x)

S kümesi üzerindeki istatistiksel yakınsaklığı,

st2 − lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x)

gerektirir. Fakat bunun tersi doğru değildir.

Örnek 2.2.8.

fjk(x) =


1, Eğer j = p2 ve k = q2, p, q = 1, 2, ...

(x− 1

jk
)2, diğer durumlarda

olsun. x ∈ [−1, 1], j, k = 1, 2,... olmak üzere {fjk}, f(x) = x2 ’ye düzgün istatistiksel

yakınsaktır. Çünkü;

st2 − lim
j,k→∞

cjk = 0

dır [11].
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Burada,

cjk = max
x∈[−1,1]

¯̄
fjk(x)− x2

¯̄
=


1, Eğer j = p2 ve k = q2, p, q = 1, 2, ...

2

jk
+

1

j2k2
, diğer durumlarda

dır. Fakat [−1, 1] aralığında {fjk} düzgün yakınsak değildir. Çünkü lim
j,k→∞

cjk mevcut

değildir.

Üstelik S kümesi üzerinde düzgün istatistiksel yakınsaklık, aynı f limitine noktasal

istatistiksel yakınsaklığı gerektirir.Fakat tersi doğru değildir. Bunun için aşağıdaki örnek

verilebilir:

Örnek 2.2.9.

fjk(x) =


1, j ∈ [3p,3p + p), p = 1, 2, ...k ∈ N
k2x

1 + k3x2
, diğer durumlarda

olsun. x ∈ (0, 1), j, k = 1, 2, ... olmak üzere {fjk} çift indisli fonksiyon dizisi, f(x) = 0
’a noktasal istatistiksel yakınsaktır. Fakat {fjk}, teorem 2.2.7 ’e göre düzgün istatistiksel

yakınsak değildir.

Çünkü,

cjk = max
x∈(0,1)

|fjk(x)− 0| =


1, j ∈ [3p,3p + p), p = 1, 2, ..., k ∈ N√
k

2
, diğer durumlarda

ve st2 − lim
j,k→∞

cjk mevcut değildir [11].

Aşağıdaki sonuçla çalı̧stığımız yakınsaklık modelleri ile iyi bilinen yakınsaklık modelleri

arasındaki ili̧ski verilebilir:

Sonuç 2.2.10. S kümesi üzerinde,

i) lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x) ’e düzgün yakınsak ⇒ lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x)

⇒ st2 − lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x) tir.
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ii) lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x) düzgün yakınsak ⇒ st2 − lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x)

düzgün istatistiksel yakınsak ⇒ st2 − lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x) tir [11].

2.3. İstatistiksel Cauchy Dizisi

Bu bölümde reel değerli çift indisli fonksiyon dizileri için istatistiksel Cauchy dizisini

tanımlayıp, istatistiksel olarak benzer bir yapı ortaya koyacağız.

Tanım 2.3.1. Bir S kümesi üzerinde {fjk} bir çift indisli fonksiyon dizisi olsun. Eğer
her ε > 0 için N(= N(ε)) ve M(= M(ε)) sayıları mevcut öyle ki h.h.(j, k) ve her bir

(sabit) x ∈ S için;

|fjk(x)− fNM (x)| < ε

ise {fjk} çift indisli dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir. Yani, her bir (sabit) x ∈ S

için;

lim
n,m→∞

1

nm
|{(j, k), j ≤ n ve k ≤ m : |fjk(x)− fNM (x)| ≥ ε}| = 0

dır [11].

Teorem 2.3.2. S kümesi üzerinde {fjk} bir çift indisli fonksiyon dizisi olsun. {fjk},
noktasal istatistiksel yakınsak olması için gerek ve yeter şart {fjk}, istatistiksel Cauchy
dizisi olmasıdır [11].

İspat: Kabul edelim ki S kümesi üzerinde st2 − lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x) ve ε > 0 olsun. Bu

durumda h.h.(j, k) için;

|fjk(x)− f(x)| < ε

2

ve her bir (sabit) x ∈ S için;

|fNM (x)− f(x)| < ε

2
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olacak şekilde N ve M sayıları seçilirse h.h.(j, k) için;

|fjk(x)− fNM (x)| ≤ |fjk(x)− f(x)|+ |fNM (x)− f(x)| < ε

2
+

ε

2

kalır. Sonuç olarak {fjk} istatistiksel Cauchy dizisidir.

Tersine, {fjk} istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu durumda h.h.(j, k) ve her bir (sabit)

x ∈ S için;

I = [fNM (x)− 1, fNM (x) + 1]

olacak şekilde N ve M sayıları seçilirse I bandı fjk(x)’i kapsar. Her bir (sabit) x ∈ S için

K ve L sayıları seçebiliriz öyle ki;

I 0 = [fKL(x)− 1
2
, fKL(x) +

1

2
]

bandı h.h.(j, k) için fjk(x) ’i kapsar. Her bir (sabit) x ∈ S için I1 = I ∩ I 0 şeklinde

gösterirsek h.h.(j, k) için I1, fjk(x) ’i kapsar. Her bir (sabit) x ∈ S için;

{(j, k), j ≤ n ve k ≤ m : fjk(x) /∈ I ∩ I 0 } = {(j, k), j ≤ n ve k ≤ m : fjk(x) /∈ I }
∪ {(j, k), j ≤ n ve k ≤ m : fjk(x) /∈ I 0 }

buradan,

lim
n,m→∞

1

nm
|{(j, k), j ≤ n ve k ≤ m : fjk(x) /∈ I ∩ I 0 }|

≤ lim
n,m→∞

1

nm
|{(j, k), j ≤ n ve k ≤ m : fjk(x) /∈ I }|

+ lim
n,m→∞

1

nm
|{(j, k), j ≤ n ve k ≤ m : fjk(x) /∈ I 0 }| = 0

dır.

Bu yüzden her bir (sabit) x ∈ S ve h.h.(j, k) için, 1 ’e eşit veya 1 ’den daha az

yükseklikteki I1 kapalı bandı fjk(x) ’i kapsar. Şimdi N(2) ve M(2) sayılarını seçebiliriz.
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Öyle ki;

I 00 = [fN(2),M(2)(x)−
1

4
, fN(2),M(2)(x) +

1

4
]

bandı h.h.(j, k) için I 00, fjk(x) ’i kapsar, I2 = I1 ∩ I 00 olduğu göz önüne alınırsa h.h.(j, k)
için I2, fjk(x) ’i kapsar. Her bir (sabit) x ∈ S için I2 bandı

1

2
’ye eşit veya

1

2
’den daha

küçük yüksekliğe sahiptir. Tümevarım yöntemi ile bu şekilde devam edersek {Ip}∞p=1 bir
kapalı bant dizisini inşa ederiz. Öyle ki her bir (sabit) p için, Ip ⊇ Ip+1 dir. Burada Ip

nin yüksekliği 21−p den daha büyük değildir. Her bir (sabit) x ∈ S ve h.h.(j, k) için

fjk(x) ∈ Ip dir. Böylece S kümesi üzerinde tanımlı bir f(x) fonksiyonu vardır öyle ki;

{f(x)} = ∞∩
p=1

Ip

dir. Şimdi S kümesi üzerinde {fjk} dizisinin f(x) ’e istatistiksel yakınsak olduğunu göster-
meliyiz. ε > 0 olarak verilsin, bir q sayısı vardır öyle ki ε > 21−q dur. Yukarıdaki yapıdan

dolayı her bir (sabit) x ∈ S ve h.h.(j, k) için fjk(x) ∈ Iq dur. Her bir (sabit) x ∈ S için;

1

nm
|{(j, k), j ≤ n ve k ≤ m : |fjk(x)− f(x)| ≥ ε }|

≤ 1

nm
|{(j, k), j ≤ n ve k ≤ m : fjk(x) /∈ Iq}|→ 0

dır. Bu ise teoremin ispatını tamamlar.

Teorem 2.2.4 ve Teorem 2.3.2 ’den çift indisli diziler için aşağıdaki teoremi verebiliriz:

Teorem 2.3.3. {fjk}, S kümesi üzerinde tanımlı fonksiyonların bir çift indisli dizisi olsun.
S kümesi üzerinde aşağıdaki ifadeler denktir:

i) {fjk}, f(x) ’e noktasal istatistiksel yakınsaktır.
ii) {fjk} istatistiksel Cauchy dizisidir.
iii) {fjk} dizisinin bir {gjk} alt dizisi vardır öyle ki lim

j,k→∞
gjk(x) = f(x) tir [11].
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3. REEL DEĞERLİ ÇİFT İNDİSLİ FONKSİYON DİZİLERİNDE

KUVVETLİ CESÀRO YAKINSAKLIK VE LACUNARY İSTATİSTİKSEL

YAKINSAKLIK

Bu bölümde reel değerli çift indisli fonksiyon dizileri için kuvvetli çift Cesàro yakın-

saklığı tanımlayacağız. Ayrıca reel değerli çift indisli fonksiyon dizileri için çift lacunary

istatistiksel yakınsaklık tanımını vereceğiz.

3.1. Kuvvetli Çift Cesàro Yakınsaklık

Tanım 3.1.1 {fjk}, her bir j, k ∈ N için fjk fonksiyonları bir S ⊂ R üzerinde tanımlı, reel
değerli fonksiyonların bir çift indisli dizisi olsun. Eğer her bir x ∈ S için;

lim
n,m→∞

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

|fjk(x)− f(x)| = 0

olacak şekilde f(x) fonksiyonu varsa {fjk} çift indisli fonksiyon dizisi f ’ye S üzerinde

kuvvetli çift Cesàro yakınsaktır denir.

Örnek 3.1.2. fjk(x) =
x

2j+k
, x ∈ R olarak tanımlanan {fjk} çift indisli dizisi S = R

üzerinde f(x) = 0 fonksiyonuna kuvvetli çift Cesàro yakınsaktır. Gerçekten de;

lim
n,m→∞

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

¯̄̄ x

2j+k

¯̄̄
= lim

n,m→∞
1

nm



|x|
21+1

+ |x|
21+2

+ ...+ |x|
21+m

+ |x|
22+1

+ |x|
22+2

+ ...+ |x|
22+m

+...+

+ |x|
2n+1 +

|x|
2n+2 + ...+ |x|

2n+m


= lim

n,m→∞
1

nm

|x|
22

µ
1 +

1

2
+ ...+

1

2m−1

¶
+ lim
n,m→∞

1

nm

|x|
23

µ
1 +

1

2
+ ...+

1

2m−1

¶
...

+ lim
n,m→∞

1

nm

|x|
2n+1

µ
1 +

1

2
+ ...+

1

2m−1

¶
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= lim
n,m→∞

1

nm

|x|
22

µ
1 +

1

2
+ ...+

1

2n−1

¶µ
1 +

1

2
+ ...+

1

2m−1

¶
= lim

n,m→∞
1

nm

|x|
22

Ã
1− ¡12¢n
1− 1

2

!Ã
1− ¡12¢m
1− 1

2

!

= lim
n,m→∞

|x|
nm

= 0

dır.

Teorem 3.1.3. Eğer S üzerinde tanımlı sınırlı bir {fjk} çift indisli dizisi f ’ye Pringsheim
anlamında yakınsak ise {fjk} çift indisli dizisi f ’ye kuvvetli çift Cesàro yakınsaktır.

İspat: S üzerinde lim
j,k→∞

fjk(x) = f(x) olsun. Bu taktirde ∀ε > 0 ve her bir x ∈ S için

∃ n0,m0 ∈ N vardır öyle ki her j > n0 ve k > m0 için;

|fjk(x)− f(x)| < ε

2

dir. Ayrıca {fjk} çift indisli dizisi S üzerinde sınırlı olduğundan her bir j, k ∈ N için ve
her bir x ∈ S için |fjk(x)| < K(x) olacak şekilde bir K(x) ∈ R vardır. Buradan;

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

|fjk(x)− f(x)|

=
1

nm

n0X
j=1

m0X
k=1

|fjk(x)− f(x)|+ 1

nm

nX
j=n0+1

mX
k=m0+1

|fjk(x)− f(x)|

+
1

nm

n0X
j=1

mX
k=m0+1

|fjk(x)− f(x)|+ 1

nm

nX
j=n0+1

m0X
k=1

|fjk(x)− f(x)|

<
n0m0 [K(x) + |f(x)|]

nm
+
(n− n0)

n

(m−m0)

m
.
ε

2

+
(m−m0)n0 [K(x) + |f(x)|]

nm
+
(n− n0)m0 [K(x) + |f(x)|]

nm

<
3m0n0 [K(x) + |f(x)|]

nm
+

ε

2

yazabiliriz.
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Her bir x ∈ S içinK(x)+|f(x)| belli bir sayı olduğundan öyle n0,m0 sayıları bulabiliriz

ki;

K(x) + |f(x)|
nm

<
ε

6m0n0

kalır. O zaman her bir x ∈ S için m > m0 ve n > n0 kaldığında,

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

|fjk(x)− f(x)| < ε

kalır ki bu da {fjk} çift indisli dizisinin f ’ye kuvvetli çift Cesàro toplanabilir olduğunu

gösterir.

Yukarıdaki teoremin tersi doğru değildir. Yani {fjk} çift indisli fonksiyon dizisi f ’ye
S üzerinde kuvvetli çift Cesàro yakınsak olması {fjk}, çift indisli fonksiyon dizisinin f ’ye
S üzerinde yakınsak olmasını gerektirmez. Bunu aşağıdaki örnek ile gösterelim.

Örnek 3.1.4.

fjk(x) =


x, n,m = 1, 2, ..., i çift olmak üzere j = 10n + i k = 10m + i

−x, n,m = 1, 2, ..., i tek olmak üzere j = 10n + i k = 10m + i

0, diğer durumlarda

olsun. Bu çift indisli fonksiyon dizisi için lim
j,k→∞

fjk(x) mevut değildir. Fakat bu dizi x ∈ R
üzerinde f(x) = 0 ’a kuvvetli çift Cesàro yakınsaktır.

Teorem 3.1.5. {fjk} ve {gjk}, S kümesi üzerinde tanımlı sırasıyla f ve g fonksiyonlarına
kuvvetli çift Cesàro yakınsak fonksiyon dizileri olsunlar. Bu taktirde α, β ∈ R olmak üzere
(αfjk(x) + βgjk(x)) dizisi de αf(x) + βg(x) ’e kuvvetli çift Cesàro yakınsaktır.
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İspat: Her bir x ∈ S ve α, β ∈ R için;

lim
n,m→∞

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

|αfjk(x) + βgjk(x)− (αf(x) + βg(x))|

= lim
n,m→∞

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

|α(fjk(x)− f(x)) + β(gjk(x)− g(x))|

≤ |α| lim
n,m→∞

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

|fjk(x)− f(x)|+ |β| lim
n,m→∞

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

|gjk(x)− g(x)|→ 0

Böylece (αfjk(x)+βgjk(x)) dizisinin αf(x)+βg(x) ’e kuvvetli çift Cesàro yakınsak olduğu

görülür.

3.2. Çift Lacunary İstatistiksel Yakınsaklık

Tanım 3.2.1. θ = {(k, r)} çift indisli dizi olsun. Bununla birlikte,
k0 = 0 olmak üzere r →∞ iken hr = kr − kr−1 →∞

ve

c0 = 0 olmak üzere s→∞ iken
−
hs = cs − cs−1 →∞

olacak şekilde tamsayıların iki artan dizisi var ise θ = {(k, r)} çift indisli dizisine çift
lacunary dizisi denir. θ tarafından belirtilen aralıklar,

Ir = {(k) : kr−1 < k ≤ kr}

Is = {(c) : cs−1 < c ≤ cs}

Ir,s = {(k, c) : kr−1 < k ≤ kr ve cs−1 < c ≤ cs}

şeklindedir. Ayrıca

qr =
kr
kr−1

, q̄s =
cs
cs−1

ve qr,s = qrq̄s

dir. Bütün çift lacunary dizilerinin kümesi “Nθr,s” ile gösterilir [14] .
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Tanım 3.2.2. θ = {kr} pozitif tamsayıların artan bir lacunary dizisi olsun. Öyle ki;

r →∞ iken hr = kr − kr−1 →∞

dir. Bütün r ’ler için;

I1 = {(i, j) ∈ N×N : i, j < k1}
I2 = {(i, j) ∈ N×N : i, j < k2} \ I1,
...

Ir = {(i, j) ∈ N×N : i, j < kr} \ (Ir−1 ∪ Ir−2 ∪ ... ∪ I1)

olmak üzere S = {sij} dizisi L ’ye çift lacunary istatistiksel yakınsaktır denir. Öyle ki her
ε > 0 için;

lim
r→∞

1

|Ir| |{(i, j) ∈ Ir : |sij − L| ≥ ε}| = 0

dır. Bu durumda sij → L(Sθ) yazılır [15] .

Teorem 3.2.3. θ = {kr} bir lacunary dizisi olmak üzere S = {sij} dizisi sij → L(Sθ)

koşulunu sağlaması için gerek ve yeter şart A ⊂ N×N dir öyle ki;

lim
r→∞

|A ∩ Ir|
|Ir| = 0

ve

xij =

 1, Eğer (i, j) /∈ A ise

0, Eğer (i, j) ∈ A ise

olmak üzere S(x), L ’ye düzgün yakınsak olmasıdır [15].
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İspat: Kabul edelim ki A ⊂ N×N, lim
r→∞

|A ∩ Ir|
|Ir| = 0 ve

xij =

 1, Eğer (i, j) /∈ A ise

0, Eğer (i, j) ∈ A ise

olmak üzere S(x), L ’ye düzgün yakınsaktır.

ε > 0 verilsin. Bir Nε ∈ N vardır öyle ki i, j ≥ Nε ve (i, j) /∈ A ise |sij − L| < ε dur.

Eğer r > Nε ise,

1

|Ir| |{(i, j) ∈ Ir : |sij − L| ≥ ε}| ≤ |A ∩ Ir||Ir| +
|{(i, j) ∈ Ir : i < Nε}|+ |{(i, j) ∈ Ir : j < Nε}|

|Ir|

eşitsizliği yeteri kadar büyük bir r sayısından küçüktür. Bu yüzden sij → L(Sθ) dır.

Tersine, kabul edelim ki sij → L(Sθ)dır. Bu durumda pozitif tamsayıların tam olarak

artan bir {rn} dizisi vardır öyle ki ∀r ≥ rn için;

1

|Ir|
¯̄̄̄½
(i, j) ∈ Ir : |sij − L| ≥ 1

n

¾¯̄̄̄
>
1

n
(3.2.1)

dir.

A := ∪∞n=1
½
(i, j) ∈ ∪rn+1−1k=rn

Ik : |sij − L| ≥ 1

n

¾
olsun. (3.2.1) ’den

lim
r→∞

|A ∩ Ir|
|Ir| = 0

dir. Üstelik;

xij =

 1, Eğer (i, j) /∈ A ise

0, Eğer (i, j) ∈ A ise

olmak üzere S(x), L’ye düzgün yakınsaktır.
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