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Ug boliimden olusan bu calhismanin ilk boliimiinde, daha sonraki boliimlerde kullanila-

cak olan baz tanimlar ve teormler verilmistir.

Ikinci boliimde; Reel Degerli Cift Indisli Fonksiyon Dizilerinde Noktasal, Diizgiin ve
Istatistiksel Yakinsaklik verildi.
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yakinsaklik ve Lacunary Istatistiksel yakinsaklik verildi.

Anahtar Kelimeler: Cift indisli dizi, Cift indisli fonksiyon dizileri, Cift dogal yogun-
luk, Noktasal istatistiksel yakinsaklik, Kuvvetli Cesaro yakinsaklik, Lacunary istatistiksel

yakinsaklik.

II1



ABSTRACT
Master Thesis

SOME CONVERGENCE TYPES IN DOUBLE SEQUENCES
OF REAL-VALUED FUNCTIONS

Muhammed TALO

Firat University
Graduate School of Science and Technology

Department of Mathematics

2007, Page: 28

In the first chapter of this thesis that consists of three chapters, we give some funda-

mental definitions and theorems which will be used in the later chapters.

In the second chapter; Pointwise, uniform and statistical convergence for double se-

quences of real-valued functions are given.
In the third chapter; Strongly Cesaro convergence and Lacunary statistical convergence

of double sequences of real-valued functions are given.
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GIRIiS
Reel degerli tek indisli fonksiyon dizilerinde tanimlanan yakinsaklik tiirleri Analizde
¢ok ¢aligilan bir konudur. Bu yakinsaklik tiirlerinden en iyi bilinenler noktasal yakinsaklik
ve diizgiin yakinsakliktir. Fakat Analizde ¢ok iyi bilinen bu yakinsaklik tiirleri; 6rnegin,
r € R—[-1,1],k=1,2,... olmak iizere
(—x)F, ke[3r,3°+p), p=1,2,...

fr(z) =
0, diger haller

gibi noktasal olarak yakinsamayan fonksiyon dizilerinin yakinsakligini bagka tiir yakinsak-
lik modelleri ile karakterize etmek gerekir. Bunun i¢in noktasal yakinsakliktan daha zayif
olan yakinsaklik tiirlerine ihtiyac vardir. Bunlar; istatistiksel yakinsaklik, lacunary yakin-
saklik gibi yakinsaklk tiirleridir. Istatistiksel yakinsaklik ilk kez Fast [4] tarafindan ver-
ildi. Daha sonra bu yakinsaklik tipi bagka aragtirmacilar tarafindan da caligilmigtir. Reel
degerli fonksiyon dizileri i¢in noktasal istatistiksel yakinsaklik, A.Gékhan ve M. Giingor
[11] tarafindan tanimlandi. Istatistiksel yakinsaklik, ¢ift indisli dizilerde Mursaleen ve H.
H. Osama Edely [8] tarafindan ve daha sonra noktasal istatistiksel yakinsaklik ve diizgiin
istatistiksel yakinsaklik, reel degerli ¢ift indisli fonksiyon dizilerinde A. Gokhan, M. Giingér
ve M. Et [11] tarafindan ¢alisildi. Cift indisli fonksiyon dizilerinde Lacunary istatistik-
sel yakinsaklik ise M. Crnjac, F. éunjalo, H.I.Miller [15] ve daha sonrada Richard. F.

Patterson ve Ekrem Savag [14] tarafindan incelenmistir.



1. GENEL KAVRAMLAR

1.1. Temel Tanimlar

Tanim 1.1.1. A C R ve F'(A) 'da A iizerinde taniml, reel degerli fonksiyonlarin ctimlesi

olsun.

s:N— F(A)
seklinde tanimlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi veya degigsken terimli dizi denir
[1].

Tanim 1.1.2. (f,) dizisinin A iizerinde f fonksiyonuna noktasal yakinsak olmas: i¢in

gerek ve yeter sart Ve > 0 ve her bir x € A i¢in V n > ng oldugunda;

[fn(2) = f(2)| <e

olacak sekilde 3 ng = ng(e, z) sayisinin olmasidir [1].

Tanim 1.1.3. K C N olmak {izere bir K kiimesinin dogal yogunlugu;

1
S(K)=lim —|{k<n:ke K}
n—oo N
seklinde tamimlanir. Burada [{k < n : k € K}| ifadesi K kiimesinin n 'den biiyiik olmayan
elemanlarinin sayisini gostermektedir [2].

Eger § (K) = 0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kiime denir.

Tanmim 1.1.4. Herhangi bir z = (xj) dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogunluklu bir
kiime diginda biitiin k ’lar igin saghyorsa, (zx) dizisi hemen hemen her k igin P &zelligini

saglhyor denir ve “h.h.k” biciminde gosterilir [3].

Dogal yogunluk kavramindan faydalanilarak istatistiksel yakinsaklik tanimi agagidaki

gibi verilebilir:



Tanim 1.1.5. 2 = (z3) kompleks terimli bir dizi olmak iizere, her & > 0 igin;

1
lim —{k<n:|zxy—L| >} =0
n

n—oo

veya h.h.k i¢in |z — L| < € olacak gekilde bir L sayisi varsa x = (xy) dizisi L sayisina

istatistiksel yakinsaktir denir ve § —limxzy, = L veya zj — L biciminde gosterilir [3].
Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. Eger ozel olarak L = 0 ise x = (zy)

dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. Istatistiksel yakinsak sifir dizilerinin kiimesi Sy ile

gosterilir. Buna gore;

1
S:{J::(xk):limEHk:gn:|xk—L|25}|:0}
n
ve

1
So = {x: (xk):limEsz <n:|zgl > e} :O}
n

seklinde tanimhdir.
Agikga goriilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Yani limz, = L ise

S —limz, = L dir. Fakat bunun tersi dogru degildir. Gergekten,

1, k=m? m=12,..

0, k#m?

T —

seklinde tanimlanmig x = (z,) dizisini g6z 6niine alalim. Her € > 0 igin;

{k<n:leg| > e} S Hk <n:ap # 0} <Vn

oldugundan,

|5

1
lim5|{k§n:xk7é0}]§hm =0
elde edilir. Bu S — limzj;, = 0 oldugu anlamina gelir. Ancak (z;) yakimsak degildir.
Diger taraftan istatistiksel yakinsak bir dizi simirli olmak zorunda degildir. Yani £, ve

S uzaylari birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar1 vardir.



Gergekten,

Vi, k=m2 m=12,..

T =
1, k#m?,

seklinde tamimlanan = = (xy) dizisi igin S — limzy, = 1 dir, ancak = ¢ ( dir.
z =(1,0,1,0,...) dizisi smirhdir. Ancak istatistiksel yakinsak degildir.
Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir, yani S — limz, = L,

S —limx, = Lo ise L1 = Lo dir.

Tanim 1.1.6. Bir z = (z3) kompleks terimli dizisini goz oniine alalim, € > 0 verilsin.

Eger h.h.k i¢in |z — zn| < € olacak sekilde bir N = N (&) dogal sayis1 varsa yani,

1
lim —{k<n:|zy—an|>c}|=0

n—oo n
ise x = (x1) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [3].
Teorem 1.1.7. S —limx = a, S — limy, = b ve ¢ bir reel say1 olsun. Bu taktirde;
i) S —limcxy = ca dir,

i) S —lim (g + yx) = a + b dir [4].

Teorem 1.1.8. Asagidaki tnermeler denktir.
i) z dizisi istatistiksel yakinsaktir,
ii) x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir,

iii) h.h.k i¢in xp = yi olacak sekilde yakinsak bir y = (yj) dizisi vardir [3].

1.2. Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

Tamim 1.2.1. § = (k,), pozitif tamsayilarin artan bir dizisi olsun. ky = 0 olmak iizere
r — oo i¢in h, = k, — k,—1 — oo ise § = (k,) dizisine lacunary dizisi denir. 6 = (k) dizisi

tarafindan belirlenen araliklar I, = (k,_1, k,| ile gosterilecektir.



Lacunary dizilerinde,

ky
>, lail =) lail
i=ky_1+1 icl,

olarak almmacak ve ¢, =

olacaktir [5].
r—1

Tanim 1.2.2. Herhangi bir § = (k) lacunary dizisi igin;

lim Z lz, —L| | =0
M er,

olacak sekilde bir L sayis1 varsa (xy) dizisi L sayisina kuvvetli lacunary yakinsaktir denir

[4]. Kuvvetli lacunary yakinsak dizilerin kiimesi Ny ile gosterilir. Burada

Ny z = (zg) : lim Z|$k—L| =0
A kel

dir. Lacunary istatistiksel yakinsaklik, Fridy ve Orhan [6] tarafindan agsagidaki gibi tanim-
lanmigtir.

Tanim 1.2.3. 6 = (k,) bir lacunary dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

1
lim h—|{kEIr:|zk—L|Z€}|:0

ise © = () dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakimsaktir denir

Eger bir x = (zj) dizisi bir L sayisina lacunary istatistiksel yakinsak ise bu
Sp — limxy = L veya x;, — L (Sp) bigiminde gosterilir. Lacunary istatistiksel yakinsak
dizilerin uzay1 Sy ile gosterilirse,

1
Sg—{x—(xk): lim h—]{keIr:\a:k—L| 25}|—0}
dir.



1.3. Cift Indisli Dizilerde Yakinsaklik

Tamm 1.3.1. = = (x;);ren bir ¢ift indisli dizi olsun. Eger j — oo ve k — oo iken
x;, — L olacak sekilde bir L sayis1 varsa = (2ji);ken dizisine Pringsheim anlaminda

yakinsaktir denir. Bu durumda,

i = 1

olarak yazariz. Bir ¢ift indisli dizinin yakinsakligindan Pringsheim anlamindaki yakinsak-

ligim kastederiz [7].

Agikca x = (z;1,) cift indisli dizisi Pringsheim anlaminda yakinsak olmasi igin gerek ve

yeter gart her ¢ > 0 i¢in bir ng = ng(e) vardir 8yle ki biitiin 7,k > ng igin,
’.’L‘jk — L‘ <e

dur. L limitine ¢ift limit veya 2 ’'in Pringsheim limiti denir [7].

Tamim 1.3.2. 2 = (x);ken bir ¢ift indisli dizi olsun. Eger her ¢ > 0 icin p,q,j,k > ng

oldugunda,
|[Tpq — Tk <€

olacak sekilde bir ng € N varsa « = (z;;) cift indisli dizisine Cauchy dizisi denir [7].

Teorem 1.3.3. Kompleks terimli (x;) ¢ift indisli dizisinin Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek

ve yeter sart yakinsak olmasidir [7].

Tanim 1.3.4. A C N Xx N pozitif tamsayilar kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Bu durumda
(W) ¢ift indisli dizisi Pringsheim anlaminda bir limite sahip ise, A kiimesinin bir ¢ift

dogal yogunluga sahip oldugunu soyleriz ve

L A m)
n,m—oo  NM

= 02(A),

seklinde tanimlanir.



Burada A(n,m) = {(j,k), j < nwvek < m: (j,k) € A} ve |[A(n,m)], A C NxN

kiimesinin eleman sayisini gosterir [8] .

Ayrica
(52(AC) = (52(N X N—A) =1- 52(A)

oldugu agiktir. Agikdrdir ki N x N tiim sonlu alt kiimeleri sifir ¢ift dogal yogunluga sahip-

tir. Bununla birlikte baz1 sonsuz alt kiimeleri de sifir yogunlukludur.

Ornek 1.3.5.
A={(j,k):je 3,3 +p)ve k€ [39,39+q), pq=1,2,..}

kiimesi sifir ¢ift dogal yogunluga sahiptir.

Burada ozellikle sifir ¢ift dogal yogunluga sahip N x N ’nin bir alt kiimesi ile il-

gilenecegiz.

Tanim 1.3.6. = = (xj;) ¢ift indisli dizisi sifir yogunluklu ctimle hari¢ diger biittin (j, k)
lar igin bir P ozelligini sagliyorsa, (x;;) dizisi hemen hemen her (j,k) igin P ozelligini

saglhyor denir ve "h.h.(j, k)" seklinde gosterilir [8].

Tanim 1.3.7. = = (x;;) reel terimli bir ¢ift indisli dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in;

1

n,m—ooNMm

yani h.h.(j, k) igin;

’.’L‘jk —L‘ <e

ise x = (x;1) cift indisli dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.

Bu durumda sty — lim x;, = L seklinde yazilr [8].

7,k—00



Tanim 1.3.8. x = (z;;) bir ¢ift indisli dizi olsun. Eger;

1 n m
Wl 222 ik =L

j=1k=1

ise © = (x;3,) dizisi L sayisina Cesaro toplanabilir denir [9].

Tamm 1.3.9. = = (x;) bir cift indisli dizi ve p de bir pozitif reel say1 olsun. Eger,

1 n m
lim — > "o, — LIP =0
n,m—00NM,
j=1 k=1

ise © = (z;1) cift indisli dizisi L sayisia kuvvetli p—Cesaro yakisaktir denir [8].

Istatistiksel yakinsaklik, kuvvetli p—Cesaro yakinsakhig1 gerektirir fakat bunun tersi

dogru degildir. Agagidaki 6rnek bunun tersinin dogru olmadiginm gosterir:

Ornek 1.3.10. = = (z;,) cift indisli dizisi;

k, j=1 her k icn
Tjk =19 J, k=1 her j icin

0, diger durumlarda

olarak tanimlansin. Burada,

.lim Tk = 0
],kf—>OO

fakat

, 1 - R TR T
n,ii‘l“oo%z;;xjk—n}%w%? tnttmtn-2)
J: f

ifadesi sonlu bir limite sahip degildir. Bu yiizden x Cesaro yakinsak degildir.

kuvvetli p—Cesaro yakinsak da degildir. Fakat,

: -1
lim — (k) ¢ e~ 0] 2} = lm TR D g

n,m—oonNMm n,m—00 nm

dir. Yani z, 0 ’a istatistiksel yakinsaktir [8].

Ustelik



2. REEL DEGERLiI CiFT INDiSLi FONKSiYON DiZiLERINDE
NOKTASAL, DUZGUN VE ISTATISTiKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde terimleri reel degerli olan { f;x} ¢ift indisli dizileri ile calisacagiz. Eleman-
lar1 fonksiyonlar olan ¢ift indisli diziler, tek indisli reel degerli fonksiyon dizilerine benzer
sekilde tanimlanir.

Tek indisli dizilerde noktasal istatistiksel yakinsaklik kavrami, A. Gokhan ve M. Giingor

[10] tarafindan verildi.
2.1. Noktasal ve Diizgiin Yakinsaklik

Tamm 2.1.1. {f;;} fonksiyonlarn bir ¢ift indisli dizisi ve S C R olsun. Her = € S ve her
e > 0 igin, 7,k > N oldugunda,

\fie(x) — flz)| <e

olacak gekilde bir N(x,¢) pozitif tamsayis: varsa, {f;r} ¢ift indisli dizisi f ’ye noktasal

yakinsaktir denir. Sembolik olarak ']lgim fik(x) = f(x) veya fjr, — f seklinde gosterilir.
-]7 —00

f fonksiyonuna, {f;;} dizisinin cift limit fonksiyonu veya Pringsheim limit fonksiyonu
denir. Bu durumda {f;;} dizisinin S kiimesi tizerinde f 'ye noktasal yakinsak oldugunu

soyleriz [11].

Teorem 2.1.2. {fj;}, S kiimesi tizerinde taniml fonksiyonlarin bir ¢ift indisli dizisi olsun.

S kiimesi tizerindeki Pringsheim limit;

lim fip(x) = f(x)
J,k—o0
ise, her 7,k : N — N kesin artan fonksiyonlar olmak iizere S kiimesi iizerinde,
lim fj(r),k(r) (:Z:) = f(l‘)

r—00

tir [11].



Ispat: Her j,k : N — N kesin artan fonksiyonlar ve lim Fi) k) (T) = f(z) fakat 'llgim fir(x) #
r—00 j,k—00
f(x) olsun. Bu taktirde her € > 0 ve N € N i¢in j,k > N oldugunda,

|fin(z) — f(@)| > € (2.1.1)

dur. Bu durumda N = 1 i¢in (2.1.1) esitsizligini saglayan j(1) ve k(1) sayilarin1 bulabiliriz

yani,

| Fiywy (@) = f(z)| > €

olacak gekilde j(1), k(1) sayilar vardir. No = max {j(1),k(1)} + 1 alahm. Boylece,

| Fi@yhizy (@) = f(z)| > €

olacak gekilde j(2) ve k(2) sayilarim bulabiliriz. Bu sekilde devam edilirse,

| firyhiry () = f(2)] > €

esitsizligi saglanacak sekilde j(r), k(r) sayilar1 bulabiliriz ki bu ise kabuliimiiz ile gelisir.

Yani,

lim fji(z) = f(@)

j,k‘—>OO

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Tanim 2.1.3. {fj;}, bir S kiimesi tizerinde f ’ye diizgiin yakinsak fonksiyonlarin bir dizisi
ise, her ¢ > 0 i¢in bir N(= N(¢)) sayis1 vardir dyle ki j,k > N ve S kiimesi iizerindeki

biitiin z ’ler igin,

|fik(z) — f(@)] <e

dur. S kiimesi iizerindeki diizgiinliik ‘Ilfim fik(x) = f(z) veya fjr — f seklinde gosterilir
]7 —00

11).

10



Asagidaki teorem herhangi bir { f;.} dizisinin diizgiin yakinsak olup olmadig hakkinda

bilgi verecektir:

Teorem 2.1.4. I = [a,b] C R iizerindeki siirekli fonksiyonlar f ve fjr (j,k=1,2,3,...)

olsun. Bu taktirde;

lim fir(z) = f(2)

j,k—o00

I iizerinde diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul c;r, = max |fik(x) — f(x)]
xe

olmak iizere;

lim cj, =0
J,k—o0

olmasidir [11].

Ispat: Kabul edelim ki I iizerinde,

lim fix(z) = f(2)

j,k‘—>OO

diizgiin yakinsaktir. Her j,k € N icin |fjr(x) — f(x)], I tizerinde siirekli oldugundan en

az bir z; € I noktasinda mutlak maksimum degere sahiptir. Yani,

ci1 = |fu(zi) — f(z)], ca1 = [far(war) — f(z21)], ...

olacak sekilde x11, x12, ..., T1k, ..., T21, ..., Tjk, ... € I mevcuttur. Boylece,

cit = |fir(zn) — flzgw)|, 4, k=1,2,...

yazabiliriz. Diizgiin yakinsakligin tanimindan her € > 0 ve biitiin 7,k > N(¢) icin;

| fir(zn) — flzp)| < e

dur.

11



Dolayisiyla,

lim Cik = 0
j,kf—’OO

dir.

Agikga S kiimesi iizerindeki aynmi f limitine sahip diizgiin yakinsaklik noktasal yakin-

saklig1 gerektirir. Asagidaki érnek bunun tersinin dogru olmadigim gosterir.
Ornek 2.1.5.

52k

=T e z € (0,1)

fik(z)

{fir}, f = 0 ’a noktasal yakinsaktir. Fakat (0,1) arahginda diizgiin yakinsak degildir.
Ciinkii;

. . Vik
lim c¢j, = lim V%
J,k—o0 J,k—o0

yakinsak degildir [11].
2.2. Istatistiksel Yakinsaklik

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak Fast [4] tarafindan verildi. Aymi zamanda
birbirinden bagimsiz olarak Buck [12] ve Shoenberg [13] tarafindan reel ve kompleks terimli

diziler igin verildi. Istatistiksel yakinsaklik kavramini Mursaleen ve Edely [8] basta olmak

iizere birgok kisi tarafindan caligtu.

Tanim 2.2.1. Bir S kiimesi tizerinde { fj;} fonksiyonlarmn bir ¢ift indisli dizisi olsun. Eger

her € > 0 ve her bir (sabit) z € S i¢in;

lim —— [{(G,k).5 < nvek <m:|fu(@) - @) =e} =0

n,m—00 NIM,

ise {fji} cift indisli fonksiyon dizisi f ’ye noktasal istatistiksel yakinsaktir denir [11].
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Yani, her bir (sabit) z € S ve h.h.(j, k) i¢in;

|fik(z) — f(@)] <e

dur. Bu durumda S kiimesi tizerinde sty — lim fji(x) = f(z) veya fjr 2 f yazariz.
f fonksiyonuna, { f;.} fonksiyon dizisinin ¢ift istatistiksel limiti veya Pringsheim istatistik-
sel limiti denir. Agiktir ki S kiimesi tizerinde ; ]l€1£>noof]k(x) = f(z) ise sta—lim fjp(x) = f(x)

tir. Fakat bunun tersi dogru degildir.

Ornek 2.2.2. = € R — [~1, 1] olmak iizere;

(—ax)i*, je[3P,3P+p) veke[37,37+q) , pg=1,2,..
fir(x) =

0, diger durumlarda

olarak tanimlansim. Her bir (sabit) x € R —[—1,1], j,k=1,2,... igin;

1
lim — |{(j,k),j <nvek<m: |fjr(z) -0 >¢}

n,m—oconm

cpalp+Dlg+1)
- 4.3p+q

dir. Sonug olarak

stg —lim fjp(x) =0

dir. Fakat lim f;;(z) mevcut degildir [11].

Jk—00

Teorem 2.2.3. {fji} ve {g;k}, S kiimesi tizerinde tanimh fonksiyonlarn iki ¢ift indisli
dizisi olsun. Eger S kiimesi tizerinde sty — lim fji(x) = f(x) ve sty —lim g;i(x) = g(x) ise

a, B € R olmak iizere;

sty — lim(afjr(x) + Bgjr(x)) = af(x) + Bg(x)

tir [11].
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Ispat: Her bir z € S ve o, 5 € R icin;

lim_Jafu(x) + Bgie(@) — (of @) + Bg(a)
= lim_Ja(fin(@) = f(@) + Blgjk(x) — g(a))

Js
< lim ol fu(e) = £@)] + Tim_ |5 g(x) - g(a)] — 0

)

dir. Sonug olarak;

sty —lim(afjr(z) + Bgn(z)) = af(x) + Bg(z)

tir.

Teorem 2.2.4. S kiimesi tizerinde {f;;} fonksiyonlarn bir cift indisli dizisi bir f(x)
fonksiyonuna istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir (sabit) x € S

icin;
K, ={(,k)} CNxN, k=12, ..

alt kiimesi vardir oyle ki 02(K,) =1ve lim fj(z) = f(x) tir [11].

Jsk—00
(J.k)EK

Ispat: S kiimesi iizerinde sty — lim fj(x) = f(z) olsun. Her bir (sabit) z € S igin;

Kro={(,k) e NxN: |fn(z) — f(z)] >

ve

My ={(G W) €N XN (o) = f@] <3} (r=1,2,..)

olsun. Buradan d2(K, ;) = 0 dir. Bununla birlikte,

le D) Mgw D ... D Mi,a: D) Mi—f—l,x D... (2.2.1)

ve

o(Myp) =1, r=1,2,.. (2.2.2)

olsun.
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Simdi S kiimesi iizerinde (j, k) € M, icin {fjx} ¢ift indisli dizisinin f(x) ’e yakinsadigim

gostermeliyiz.

Kabul edelim ki S kiimesi tizerinde {f;} ¢ift indisli dizisi f(x) ’e yakinsamasm. Bu

taktirde bir € > 0 vardir dyle ki, sonsuz sayidaki terimler ve en az bir x € S ’ler igin;

|fix(z) — flz)] > e

dur.

Mo ={(5, k) : [fir(z) — f(@)] <&}

1
olsun. ¢ > — (r =1,2,...) igin,
r

d2(M:z) =0

ve (2.2.1) den M, , C M., dir. Boylece d2(M, ) = 0 olur ki bu da (2.2.2) ile gelisir.
Dolayisiyla S kiimesi tizerinde { f;} ¢ift indisli fonksiyon dizisi f(z) ’e yakinsaktir.

Tersine, kabul edelim ki her bir (sabit) x € S igin;

Ko ={(,k)} SN xN
alt kiimesi vardir oyle ki d2(K;) =1 ve ‘Ilﬁim fix(x) = f(x) tir. Yani bir N(z,e) vardir
]7 —00
oyle ki her bir (sabit) x € S ve € > 0 igin j,k > N iken,
|fik(x) — fz)] <e

dur. Simdi her bir (sabit) z € S igin;

Keo=A{0,k) : | fin(x) — f(2)] > e} SN XN —{(jny1, kne1), (Ine2, knge), -}
dir.
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Bu yiizden,

d2(Kep) <1—-1=

)

dir.
Sonug olarak S kiimesi iizerinde, {fj;} cift indisli fonksiyon dizisi, f(x) ’e noktasal

istatistiksel yakinsaktir.

Sonug 2.2.5. Eger S kiimesi tizerinde sty — 'llcim fix(x) = f(x) ise bir {g;i} dizisi
-]7 —00
vardir dyle ki her bir (sabit) = € S igin;

lim g;.(2) = f(x) ve 62{(4, k) : fin(2) = gj(x)} =1

J,k—o0

dir. Yani her bir (sabit) x € S ve h.h.(j, k) igin;
fir(@) = gjr(x)
tir [11].

Tanim 2.2.6. Bir S kiimesi tizerinde {fj;} cift indisli fonksiyon dizisi her ¢ > 0 ve her

x € S igin;

lim_—— [{(j.k), j <nve k <m: | fiel) = f@) =} =0

n,m—00 MM
ise {fjx} cift indisli fonksiyon dizisi f ’ye diizgiin istatistiksel yakinsaktir denir [11].

Yani her x € S ve h.h.(j, k) igin;

[fir(x) = f(z)] <e (2.2.3)

dur. Bu durumda S kiimesi iizerindeki diizgiin yakinsaklik,

sto —jkiinoofjk(x) = f(x) veya fji st f

seklinde gosterilir.
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Teorem 2.2.3 ’ten diizgiin istatistiksel yakinsakligin tanimi su sekilde verilebilir:

“S kiimesi tizerinde [ otz f ’ye diizgiin istatistiksel yakinsaktir < Ve > 0, her z € S
icin, 3K C Nx N, §2(K) = 1 ve I(no,mp) € K vardir ng = no(e), mog = mp(e), dyle ki
Vj > ng, k> mg ve (5, k) € K icin |fjr(x) — f(z)] < e dur.”

Teorem 2.2.7. f ve fj, j,k =1,2,..., I = [a,b] C R iizerindeki stirekli fonksiyonlar

olsun. I iizerinde sty — 'llcim fir(xz) = f(x) ’e diizgiin istatistiksel yakinsak olmasi icin
J,K—00

gerek ve yeter gart

Cjp=1max |fik(x) — f(x)| olmak tizere sty — .Ilcim ¢jr, = 0 olmasidir [11].

Ispat: Ispat teorem 2.2.7 ve Teorem 2.2.4 ’e benzer sekilde yapilir. Acik olarak tiim sonlu
(7, k) ’lar igin (2.2.3) egitsizligi gergeklenir. S kiimesi iizerindeki diizgiin yakinsaklik,

lim fr(z) = f(z)

J,k—o0

S kiimesi tizerindeki istatistiksel yakinsakligi,

st — lim fjr(z) = f(x)
],k?—>00
gerektirir. Fakat bunun tersi dogru degildir.

Ornek 2.2.8.

1, Eger j =p? ve k=¢% p,q=1,2,...

fir(z) = 1
() (x — j—k)z, diger durumlarda

olsun. z € [-1,1], j,k = 1,2,... olmak tizere {fjx}, f(x) = 2? ’ye diizgiin istatistiksel
yakinsaktir. Ciinkii;

stg — lim cjp =0
Jsk—o0

dir [11].
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Burada,

1, Eger j=p’ve k=¢% p,q=1,2,..
= 2 1

d
kR

Cjk = mmax |fin(z) —=

ze[- diger durumlarda

dir. Fakat [—1,1] arahginda {f;;} diizgiin yakinsak degildir. Ciinkii lim c;, mevcut
degildir.

Jsk—00

Ustelik S kiimesi iizerinde diizgiin istatistiksel yakinsaklik, ayni f limitine noktasal
istatistiksel yakinsaklig1 gerektirir.Fakat tersi dogru degildir. Bunun igin agsagidaki 6rnek

verilebilir:

Ornek 2.2.9.

1, jeBP3 +p), p=1,2,..keN
fin(z) = k22

T332 diger durumlarda
x

olsun. z € (0,1), j,k = 1,2,... olmak tizere {fj;} cift indisli fonksiyon dizisi, f(x) = 0
"a noktasal istatistiksel yakinsaktir. Fakat {f;}, teorem 2.2.7 ’e gore diizgiin istatistiksel

yakinsak degildir.

Ciinkii,

1, j€[33+p), p=12,..,keN
cjk = max [fix(z) =0 =< /x

z€(0,1) = diger durumlarda

ve sto — lim c¢;; meveut degildir [11].
Jrk—0o0

Asagidaki sonugla ¢alistigimiz yakinsaklik modelleri ile iyi bilinen yakinsaklik modelleri

arasindaki iligki verilebilir:

Sonug 2.2.10. S kiimesi iizerinde,

i) jkiinoofjk(x) = f(z) ’e diizgiin yakinsak = j}lgiinoofjk(x) = f(x)

= sty — kim fir(x) = f(x) tir.
]7 — 00
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i7) ‘Em fik(x) = f(x) diizgin yakinsak = sty — Em fir(lx) = f(x)
‘77 —00 ‘77 — 00

diizgiin istatistiksel yakinsak = sty — %im fik(x) = f(x) tir [11].
j7 —00
2.3. Istatistiksel Cauchy Dizisi
Bu boéliimde reel degerli ¢ift indisli fonksiyon dizileri igin istatistiksel Cauchy dizisini
tanimlayip, istatistiksel olarak benzer bir yapi ortaya koyacagiz.

Tamm 2.3.1. Bir S kiimesi tizerinde {fj;} bir cift indisli fonksiyon dizisi olsun. Eger
her ¢ > 0 igin N(= N(g)) ve M(= M(e)) sayilar1 mevcut 6yle ki h.h.(j, k) ve her bir
(sabit) x € S i¢in;

|fir(x) — fym(z)] <e

ise {fjr} ¢ift indisli dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir. Yani, her bir (sabit) € S

icin;

lim —— [{(j,k), < nve k <m: |fu(e) = far(@)] = e} =0

n,m—oonm

dir [11].

Teorem 2.3.2. S kiimesi tizerinde {f;;} bir ¢ift indisli fonksiyon dizisi olsun. {fjx},
noktasal istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart {f;}, istatistiksel Cauchy

dizisi olmasidir [11].

Ispat: Kabul edelim ki S kiimesi iizerinde sty — 'llﬂim fik(x) = f(x) ve € > 0 olsun. Bu

j
durumda h.h.(j, k) i¢in;

[fir(z) = f(2)] <

DN ™

ve her bir (sabit) z € S igin;

Fw(@) - f@)] < 5
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olacak sekilde N ve M sayilar segilirse h.h.(j, k) igin;

Fiu(@) = v (@)] < fjne) = F@)| + | far(e) = f@)] < 5 + 5

kalir. Sonug olarak {fj;} istatistiksel Cauchy dizisidir.

Tersine, {fji} istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu durumda h.h.(j, k) ve her bir (sabit)
x € S igin;
I'=[fvu(@) =1, fym(z) +1]

olacak gekilde N ve M sayilar1 segilirse I bandi f;,(x)’i kapsar. Her bir (sabit) x € S igin
K ve L sayilar: secgebiliriz oyle ki;

I' =[fxr(z) — %7 frer(z) + %]

band1 h.h.(j, k) icin fji(x) 'i kapsar. Her bir (sabit) € S icin Iy = I NI’ seklinde
gosterirsek h.h.(j, k) icin Ir, fjr(z) i kapsar. Her bir (sabit) « € S icin;

{(jak)ngnvekgm fjk($)¢fﬁfl}:{(j,k),anVGkgm f]k($)¢f}
U{(j,k),j<nvek<m: fip(z) ¢ I}

buradan,
. 1 . )
lim — |{(j,k),j <nvek<m: fj(z)¢ NI}
n,m—o0oNmMm
1
< . . . < < . .
< n’}ggo@—n{n {(G k), g <nvek <m: fx(z) ¢ I}
+ lim —[{(j,k), j <nvek <m: fin() g1} =0
dir.

Bu yiizden her bir (sabit) x € S ve h.h.(j,k) icin, 1 ’e esit veya 1 'den daha az
yiikseklikteki I1 kapali band1 f;i () 'i kapsar. Simdi N(2) ve M (2) sayilarini secebiliriz.
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Oyle ki;

1 1
I" = [fne)me) (@) — e Ine)me) (@) + Z]

band1 h.h.(j,k) icin I”, fir(x) i kapsar, Iy = Iy N 1" oldugu goz oniine alimirsa h.h.(j, k)
1 1
i¢in Io, fjr(x) ’i kapsar. Her bir (sabit) € S i¢in I bandi 5 'ye esit veya 3 "den daha

kiigiik yiikseklige sahiptir. Timevarim yontemi ile bu sekilde devam edersek {Ip}zozl bir

nin yiiksekligi 2!77 den daha biiyiik degildir. Her bir (sabit) x € S ve h.h.(j, k) igin

fik(x) € I, dir. Boylece S kiimesi tizerinde taniml bir f(x) fonksiyonu vardir syle ki;
o)
{f(x)} = N I,
p=1

dir. Simdi S kiimesi tizerinde { f;;} dizisinin f(z) ’e istatistiksel yakinsak oldugunu goster-
meliyiz. € > 0 olarak verilsin, bir ¢ sayis1 vardir éyle ki € > 2177 dur. Yukaridaki yapidan

dolay1 her bir (sabit) x € S ve h.h.(j, k) icin fji(x) € I, dur. Her bir (sabit) z € S igin;

(G, k), § Smve k <m | fule) - f(z)] 2 )

S —{G R, G <nvek<m: (@) ¢ 1} — 0

dir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.
Teorem 2.2.4 ve Teorem 2.3.2 ’den ¢ift indisli diziler i¢in agagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 2.3.3. {fj;}, S kiimesi tizerinde tanimh fonksiyonlarin bir ¢ift indisli dizisi olsun.

S kiimesi tizerinde agagidaki ifadeler denktir:

i) {fjr}, f(x) e noktasal istatistiksel yakinsaktur.
ii) {f;r} istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii) {fjx} dizisinin bir {g;} alt dizisi vardir oyle ki .llcim gjk(x) = f(z) tir [11].
]7 —00
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3. REEL DEGERLiI CiFT INDiSLi FONKSiYON DiZiLERINDE
KUVVETLI CESARO YAKINSAKLIK VE LACUNARY IiSTATIiSTiKSEL
YAKINSAKLIK

Bu boliimde reel degerli ¢ift indisli fonksiyon dizileri igin kuvvetli ¢ift Cesaro yakin-
saklig1 tamimlayacagiz. Ayrica reel degerli ¢ift indisli fonksiyon dizileri icin ¢ift lacunary

istatistiksel yakinsaklik tanimini verecegiz.
3.1. Kuvvetli Cift Cesaro Yakinsakhk

Tanim 3.1.1 {fj;}, her bir j, k € Nicin f};, fonksiyonlar1 bir S C R tizerinde tanimli, reel

degerli fonksiyonlarin bir ¢ift indisli dizisi olsun. Eger her bir x € S igin;

n,}ffiloo% > k(@) — f(z) =0

=1 k=1

olacak gekilde f(x) fonksiyonu varsa {f;i} ¢ift indisli fonksiyon dizisi f ’ye S iizerinde

kuvvetli ¢ift Cesaro yakinsaktir denir.

Ornek 3.1.2. fir(x) = 2].%, x € R olarak tammlanan {fj;} cift indisli dizisi S = R

tizerinde f(x) = 0 fonksiyonuna kuvvetli ¢ift Cesaro yakinsaktir. Gercekten de;

n m T T T
. 1 X . 1 +2‘2+|1 + 2‘2+|2 + . + 22|+‘7n
lim — E E W = lim —
— —
n,m—o0 NI =1 k=1 n,m—oonm .
T x T
o + gy + o+ T

2
N .y U S
T nmessonm 22 2 7 gm-l

TR iy SN
nmooo T 20+ +2 T oomol
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_ . 1 Lo 1
T ambeonm 2 \" T2 T T )N e T am
( 1

. 1 |z (1—
= lim ——=
n,m—oonm 22 1

dir.

Teorem 3.1.3. Eger S iizerinde taniml siirh bir { f;1} ¢ift indisli dizisi f "ye Pringsheim

anlaminda yakinsak ise {fji} ¢ift indisli dizisi f "ye kuvvetli ¢ift Cesaro yakinsaktir.

Ispat: S iizerinde .kim fik(x) = f(x) olsun. Bu taktirde Ve > 0 ve her bir « € S icin
‘77 —00

3 ng, mg € N vardir 6yle ki her j > ng ve k > mg igin;

|fir(z) — f(z)] <

N ™

dir. Ayrica {fj;} cift indisli dizisi S tizerinde smirh oldugundan her bir j,k € N icin ve
her bir z € S icin |fji(x)| < K(x) olacak sekilde bir K (z) € R vardir. Buradan;

33" Ifle) — f2)

j=1k=1
= SN @) @ S S () - @)
j=1k=1 Jj=no+1 k=mo+1
PSS Ufla) @ S S Ufel) — (@)
j=1 k=mo+1 j=no+1 k=1
< Tomo [K(@) +|f@)] | (n—no) (m—mo) £
nm n m 2
L (m = mo)no [K(z) + [f(2)]] | (n —1no) mo [K(2) +[f ()]
_ 3mono [Krig + @I g
yazabiliriz.
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Her bir z € S i¢in K (z)+/|f(z)| belli bir say1 oldugundan 8yle ng, mg sayilar: bulabiliriz
ki;

K@+ @)l __«
nm 6mong

kalir. O zaman her bir x € S igin m > mg ve n > ng kaldiginda,

S o) — Sl < ¢

kalir ki bu da {fjx} cift indisli dizisinin f ’ye kuvvetli ¢ift Cesaro toplanabilir oldugunu

gosterir.

Yukaridaki teoremin tersi dogru degildir. Yani {f;;} cift indisli fonksiyon dizisi f ’ye
S iizerinde kuvvetli ¢ift Cesaro yakinsak olmasi { fj}, cift indisli fonksiyon dizisinin f ’ye

S iizerinde yakinsak olmasini gerektirmez. Bunu agagidaki ornek ile gosterelim.

Ornek 3.1.4.

z, n,m=1,2,..., 1 cift olmak iizere 7 =10"+1:¢ k=10" 41
fir(@) = —a, n,m=1,2,..., i tek olmak tizere j=10"+¢ k=10"+1

0, diger durumlarda

olsun. Bu cift indisli fonksiyon dizisi igin 'llgim fik(x) mevut degildir. Fakat bu dizi z € R
J,k—00

iizerinde f(z) = 0 ’a kuvvetli ¢ift Cesaro yakinsaktur.

Teorem 3.1.5. {fjr} ve {g;r}, S kiimesi tizerinde tanimh sirasiyla f ve g fonksiyonlarina
kuvvetli ¢ift Cesaro yakinsak fonksiyon dizileri olsunlar. Bu taktirde «, 5 € R olmak iizere

(afjr(x) + Bgjr(x)) dizisi de af(x) + Bg(x) ’e kuvvetli ¢ift Cesaro yakinsaktar.
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Ispat: Her bir z € S ve o, 8 € R icin;

. }}LIEOO% Z Z ‘afjk )+ 59jk($) — (af(z) + Bg(z))]

jlkl

_ n}gm%ZZ\a fir(@) = f(x)) + Blgjr(z) — g(x))]

7j=1k=1
< |a|hm—ZZ|f]k |+|B|n}é§m%22|£}]k —g(z)] =0
n,m—oo Tl =1 k=1 7j=1k=1

Boylece (afji(x)+Bg;r(x)) dizisinin o f (x) + Bg(x) e kuvvetli ¢ift Cesaro yakinsak oldugu

goriiliir.
2. Cift Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

Tanim 3.2.1. 0 = {(k,r)} cift indisli dizi olsun. Bununla birlikte,
ko = 0 olmak iizere r — oo iken h, = k. — k,_1 — 00
ve

fo = 0 olmak iizere s — oo iken h_s =fls—Vls_1 — 00

olacak sekilde tamsayilarin iki artan dizisi var ise § = {(k,r)} ¢ift indisli dizisine ¢ift

lacunary dizisi denir. 6 tarafindan belirtilen araliklar,

L={(k)  kreq <k <k}

Io={(0) : lo_y < £ <05}

Lo ={(k,0) thyy < k < ky ve ly_y < €< L5}

seklindedir. Ayrica

qr = s = . ve Qr,s = qrQs
dir. Biitiin ¢ift lacunary dizilerinin kiimesi “Njy, " ile gosterilir [14].
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Tanim 3.2.2. 0 = {k,} pozitif tamsayilarim artan bir lacunary dizisi olsun. Oyle ki;

r — oo tken h, =k, —k._1 — o0

dir. Biitiin r ’ler igin;

L :{(Zaj) ENXN:i7j<kl}
I :{(17]) GNXN:i,j < k?}\lla

I ={(i,5) e NxN:i,j <k} \ (-1 UL _2U..U I)

olmak tizere S = {s;;} dizisi L ’ye ¢ift lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Oyle ki her
€ > 0 igin;

1
lim 7 {(,5) € I : |sij — LI = €}| =0

T—00

dir. Bu durumda s;; — L(Sp) yazilir [15].

Teorem 3.2.3. 6 = {k,} bir lacunary dizisi olmak tizere S = {s;;} dizisi s;; — L(Sp)

kogulunu saglamasi igin gerek ve yeter sart A C N x N dir oyle ki;

li 0
T
ve
1, Eger (i,7) ¢ Aise
xij =
0, Eger (i,5) € A ise

olmak iizere S(x), L 'ye diizgiin yakinsak olmasidir [15].
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ANnL|

Ispat: Kabul edelim ki A ¢ N x N, lim A 0 ve
1, Eger (i,5) ¢ Aise
l‘ij =
0, Eger (i,7) € Aise

olmak iizere S(x), L ’ye diizgiin yakinsaktir.

e > 0 verilsin. Bir N € N vardwr yle ki 4,5 > N. ve (i,j) ¢ A ise |s;; — L| < e dur.

Eger r > N; ise,

(AN L] [{(@5) € r d < Neb| + {(5,9) € Ir - § < Ne}l|

{(i,5) € I : |sij — L| > e}| <
] 1] 1]

1
|7 |
esitsizligi yeteri kadar biiyiik bir r sayisindan kiigiiktiir. Bu yiizden s;; — L(Sp) dir.

Tersine, kabul edelim ki s;; — L(Sp)dir. Bu durumda pozitif tamsayilarin tam olarak

artan bir {r,} dizisi vardir dyle ki Vr > r,, i¢in;

n

1 1 1
), ] : i > — — /N
A {(2,])€Ir |5 L|_n}‘> (3.2.1)

dir.

.. 1 — 1
A= U;.Lozl {(Z,j) S UZ:J;},L lfk : |Sij — L’ > ﬁ}

olsun. (3.2.1) 'den

AN,
lim =0
A
dir. Ustelik;
1, Eger (i,5) ¢ A ise
a:ij =
0, Eger (i,j) € A ise

olmak iizere S(x), L’ye diizgiin yakinsaktir.
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